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Wykład  17 

Strumie� pola przyspiesze� grawitacyjnych w teorii Newtona. 

W tym miejscu logiczny wywód prowadz�cy do zrozumienia istoty grawitacji à la 

Einstein, musz� przerwa� i omówi� zagadnienie wa�ne, ale proste i chyba Wam zna-

ne. Chodzi o prawo Gaussa w grawitacji niutonowskiej. 

Siła malej�ca z kwadratem odległo�ci ma nadzwyczajne wła�ciwo�ci. Zacznijmy 

od pola przyspiesze� wytworzonego przez mas� punktow�. Je�li poprowadzi� sfer� o 

�rodku w miejscu gdzie le�y ta masa, to iloczyn przyspieszenia i powierzchni sfery, 

nie zale�y od promienia tej sfery.  

Gdyby�my zrobili kuliste naczynie z małymi otworkami na powierzchni (g�sto 

rozlokowanymi), napełnili wod� i wprowadzili do �rodka cienk� rurk� doprowadzaj�-

c� w stałym tempie wod�, to, wskutek zaniedbywalnej �ci�liwo�ci wody, przepływ tej 

wody musiałby wygl�da� tak, �e jej pr�dko�� skierowana byłaby centralnie, a warto�� 

pr�dko�ci byłaby odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odległo�ci.  

Tyle, bowiem, (na obj�to��) ile wody wpłynie do (wydzielonej my�lowo) warstwy 

mi�dzy promieniami r1, a r2 przez promie� mniejszy, tyle samo musi wypłyn�� przez 

promie� wi�kszy. W czasie dt obj�to�� wody wpływaj�cej to trvr d)(4 1
2

1π , a wody 

wypływaj�cej trvr d)(4 2
2

2π  Równo�� tych obj�to�ci oznacza wła�nie, i� 

 constans)(4 2 =Φ=π rvr , dla wszystkich promieni.  

Ze wzgl�du na oczywist� symetri�: 
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Wielko�� Φ  nazywa si� strumieniem wielko�ci wektorowej, w tym wypadku 

pr�dko�ci. Jego sens jest tutaj oczywisty. Jest to ilo�� ( w metrach sze�ciennych na se-

kund�) wody wpompowywanej do naczynia. 

Nie trzeba wielkiej wyobra�ni, by „zobaczy�”, i� ilo�� wody na sekund� przepły-

waj�ca przez dowoln�, nieruchom� powierzchni� otaczaj�c� �ródło wynosi Φ ! Je�li 

powierzchnia jest inna ni� koncentryczna sfera, woda ma pr�dko�� i prostopadł� i 

styczn� do powierzchni. Ten stały strumie� nale�y liczy� (po podzieleniu powierzchni 

na wiele małych kawałków) mno��c przez wielko�� pola powierzchni takiego kawałka 

składow� prostopadł� do owego kawałka. Wprowadzaj�c wektor n
�

 skierowany na 
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zewn�trz i prostopadły („normalny”) do kawałka powierzchni, zapiszemy strumie� 

wody jako sum�:� ∆⋅ Snv
��

.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pomocne mo�e by� wyobra�enie sobie szeregu w�skich sto�ków, wzdłu� których 

płynie stały strumie�, ka�dego przeci�tego dwiema powierzchniami: prostopadł� pew-

nej ustalonej sfery S
~∆  i „sko�n�” pewnej dowolnej powierzchni: S∆ . Powierzchnia 

S ′∆ , b�d�ca rzutem powierzchni S∆ , prostopadła do linii pola, jest mniejsza od po-

wierzchni S∆  dokładnie o ten sam cosinus k�ta, o który mniejsza jest składowa pr�d-

ko�ci prostopadła do S∆  od całej pr�dko�ci. Dlatego vSnvSvvnS ′∆=∆=∆ ),cos(
����

. Z 

kolei ten iloczyn, dzi�ki temu, �e powierzchnia S
~∆  jest mniejsza od S ′∆  o taki sam 

czynnik (stosunek kwadratów promieni), o jaki wi�ksza jest pr�dko�� na powierzchni 

małej sfery, przeto ten kawałek strumienia jest identyczny jak kawałek strumienia na 

małej sferze, a cały strumie� przez owaln� powierzchni� na rysunku, jest równy stru-

mieniowi przez wybran� (dowoln�) sfer� koncentryczn�. 

S∆

S ′∆

S∆

S ′∆

S
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W przypadku pola grawitacyjnego (podobnie elektrostatycznego) niekoniecznie 

co� płynie, (cho� diabli wiedz�!), ale taka sama zale�no�� od odległo�ci powoduje, �e 

dla ka�dej powierzchni obejmuj�cej centrum: 

� ∆⋅ Sng
��

 nie zale�y od powierzchni i jest taka sama jak dla dowolnej koncen-

trycznej sfery, czyli GMπ− 4 , no bo GM
r

GM
r π=⋅π 44 2

2 , a zwrot przyspieszenia i 

wektora normalnego (kierowanego zawsze na zewn�trz) jest przeciwny. 

Je�li pomy�lana powierzchnia jest wytyczona na zewn�trz �ródła, netto nic z po-

wierzchni nie wypływa, a �ci�lej mówi�c, to co wpłynie przez cz��� powierzchni 

zwrócon� do �ródła, wypłynie przez pozostał� cz��� powierzchni. 

Je�li pole jest sum� (jak u Newtona) pól wytworzonych przez ró�ne �ródła1, to 

strumie� pola wypadkowego jest równy sumie strumieni od poszczególnych �ródeł, 

(bo składowa normalna jest sum� składowych normalnych), a te s� albo GMπ− 4 , 

gdy �ródło jest obejmowane przez powierzchni�, albo zero, gdy �ródło jest na ze-

wn�trz. 

W efekcie  

Strumie� wektora g
�

 = �π−
wewnatrz

4 iMG  

To jest wła�nie prawo Gaussa2. 

Doskonale nadaje si� to prawo do rozwi�zania zagadnienia znalezienia pola wy-

padkowego od kuli. Ze wzgl�du na symetri� kuli, pole na pewno jest skierowane cen-

tralnie i jest jednakowe, (co do warto�ci), w równych odległo�ciach od �rodka kuli. 

Ale ile wynosi owo g(r)?. 

Prawo Gaussa zastosowane do sfery otaczaj�cej masywn� kul� i koncentrycznej 

ze �rodkiem kuli (wi�kszo�� kawałków kuli nie le�y w �rodku sfery, dlatego słuszno�� 

prawa Gaussa dla dowolnej powierzchni, w tym tak�e sfery niekoncentrycznej, jest 

kluczowa dla tego wywodu) daje natychmiastow� odpowied�: 

                                                 
1 Zwró�cie uwag� na terminologi�. Potoczny sens �ródła, to miejsce, z którego wypływa woda. Jest te� inny (np. 
„�ródło rado�ci”), bli�szy znaczenia przyczyna. Fizycy mówi� o �ródłach pola grawitacyjnego i elektrostatycz-
nego i niektórzy mogliby my�le�, �e u�yte jest to jako synonim przyczyny. Spotkacie si� w przyszło�ci ze 
stwierdzeniem, �e pole indukcji magnetycznej jest bez�ródłowe! Przecie� nie chodzi o to, �e nie ma przyczyny 
tego pola! Pr�dy s� tak� przyczyn�. Pole indukcji jest bez�ródłowe, bo strumie�, tak jak został powy�ej zdefi-
niowany, jest zero dla pola indukcji. U�ywaj�c poj�cia linii pola, powiemy, �e dokładnie tyle linii indukcji wy-
pływa z zamkni�tej powierzchni ile do niej wpływa. Wewn�trz nie ma �adnego �ródła. Hipotetyczny monopol 
byłby takim �ródłem.  
2 W pełnej notacji: ����� ρπ−=⋅ VGSng d4d

��
, gdzie ρ jest g�sto�ci� masy 
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)(4)(4 2 rGMrgr π=π , 

gdzie M(r) jest całkowit� mas� wewn�trz kuli o promieniu r. Dla słuszno�ci tego 

wyniku nie jest konieczne, by kula miała stał� g�sto��, a jedynie, by rozkład g�sto�ci 

nie naruszał obrotowej symetrii całej sytuacji fizycznej, tj., by nie wyró�niał �adnego 

kierunku. G�sto�� wewn�trz kuli mo�e si� zmienia� dowolnie, ale tylko wzdłu� pro-

mienia. Na danej odległo�ci, musi by� stała. 

Gdy interesuje nas pole na zewn�trz ciała wytwarzaj�cego pole, jest to po prostu 

cała masa ciała, a wynik jest identyczny, jak dla masy punktowej umieszczonej w 

�rodku. 

Dla kuli jednorodnej o promieniu R, pole przyspieszenia w punkcie wewn�trz, w 

odległo�ci r wyliczamy z powy�szego wzoru bior�c proporcjonaln� do obj�to�ci mas� 

cz��ci kuli M
R
r

M 3

3

wew = . Daje to: 

�
�

�
�

�

<−

>−
=

Rrr
R

GM

Rrr
r

GM

rg
  dla    

  dla     
)(

3

3

�

�

��  

To było łatwe! 

Zauwa�my, na marginesie, �e konsekwencj� prawa Gaussa jest to, �e pole grawi-

tacyjne w pró�ni, maj�ce w pewnym obszarze ustalony jeden kierunek, musi ( w tym 

obszarze) by� stałe. No, bo zastosowanie prawa Gaussa do prostopadło�cianu o jednej 

z kraw�dzi wzdłu� pola, daje równo�� iloczynu warto�ci pola przez jednakowe po-

wierzchnie prostopadłe do tego kierunku, a wi�c i równo�� przyspiesze�. 

 

 Pole przyspiesze� - czy mo�e by� jednorodne? 

���������	�������
�����������������
�
������������������	��������������
�
������������
����������������������
�
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�������������������������

 
 

Pozornie, takie pole jednorodne, bardzo łatwo jest skonstruowa� jako pole sił 

bezwładno�ci. Wystarczy wzi�� układ poruszaj�cy si� ze stałym przyspieszeniem. 
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Wystarczy nawet, na pocz�tek, rozpatrzy� zaledwie dwóch obserwatorów: nazw� ich 

Paweł i Gaweł.�

Niew�tpliwie Paweł i Gaweł doznawali w swoim �yciu działania grawitacji. Nie-

zmiennej w czasie. Niezmienna w czasie była te� wzgl�dna sytuacja ich obu. Jakkol-

wiek sensownie potrafili zdefiniowa� odległo�� mi�dzy sob�, pozostawała ona stała 

(przy zało�eniu, �e Paweł i Gaweł zajmuj� jakie� standardowe poło�enia na swoich 

poziomach). Grawitacja pomagała, na przykład, przesyła� przedmioty od Pawła do 

Gawła. Wystarczyło wystawi� za okno cukierek, czy jabłko i pu�ci� z r�k, a niebawem 

Gaweł mógł sobie cukierka, czy jabłko pochwyci�. Trzeba te� zwróci� uwag�, i� na 

to, by i Paweł i Gaweł zajmowali stabiln� pozycj� w tym polu grawitacyjnym, ich sto-

py (albo inne cz��ci ciała) musz� by� w stanie specyficznego napi�cia, które zreszt� 

przenosi si� wy�ej, słabn�c stopniowo przy zbli�aniu si� do czubka głowy. 

Jak wytworzy� analogiczn� sytuacj� daleko poza Ziemi�? No có�. O tym wła�nie 

mówi zasada równowa�no�ci. Je�li posadzi� Pawła do pojazdu i Gawła do identycz-

nego pojazdu (ustawionego za Pawłem) i zaprogramowa� silniki odrzutowe ich pojaz-

dów na stałe przyspieszenie ( o warto�ci, powiedzmy 9,81m/s2), to wydaje si�, i� po-

wstanie dokładnie sytuacja jak z wiersza Fredry!  

Ka�dy z braci, zajmuj�c pozycj� równoległ� do osi rakiety, odczuwa w stopach, gdy 

stoi, (albo w po�ladkach, gdy siedzi w fotelu) owo napi�cie zwane ci��arem. Paweł 

mo�e, wypu�ciwszy cukierka, posła� go Gawłowi.  

Bez konieczno�ci uwzgl�dniania szczególnej teorii wzgl�dno�ci, wszystko jest cacy. 

Ale uwaga! S� pewne rafy, które musimy zacz�� omija�. 

Pierwsza, niezbyt gro�na. W jakim sensie ich przyspieszenie ma by� stałe? To jest 

jasne. To nie mo�e by� zwyczajne constans=x�� . Je�li sytuacja miałaby trwa� kilka-

dziesi�t lat, to nawet ze skromnym 9,81m/s2, osi�gn�liby oni pr�dko�ci skrajnie rela-

tywistyczne! Przerabiali�cie ten temat do�� dokładnie na �wiczeniach. Ponownie po-

jawił si� na wykładzie w zwi�zku z ruchem ładunku w jednorodnym polu elektrycz-

nym. To siła wgniataj�ca w fotel ma by� stała. To ma by� przyspieszenie stałe w ukła-

dzie kow�druj�cym, czyli takim, (co chwil� innym) układzie inercjalnym, którego 

stała pr�dko�� jest równa chwilowej pr�dko�ci (tym razem Pawła, albo Gawła), w 

pewnym wybranym punkcie linii �wiata. Ruch ze stałym przyspieszeniem (w powy�-

szym sensie) opisany jest równaniem: 
2222 Ltcx =−   

Zaraz to ponownie udowodni�, bo to szalenie wa�ne.  
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Pocz�tek układu, wynikaj�cy z powy�szego zapisu, wybrany jest „chytrze”. Nie by-

łoby wygodnie umie�ci� go w punkcie startowym, cho� oczywi�cie mo�na napisa�: 

LtcLLxx −+=−= 222~ , 

co oznacza przesuni�cie pocz�tku o L, i mamy ten (pozornie) wygodny sposób odli-

czania odległo�ci od punktu startowego. Na chwil� to on si� nawet przyda, bo warto�� 

przyspieszenia pocz�tkowego w układzie, w którym rakiety startowały, mo�emy obli-

czy� błyskawicznie bez dwukrotnego ró�niczkowania. Mno�ymy i dzielimy przez 

sum� dostaj�c 

LtcL

L
t

L
c

LtcL

LtcL
x

++
=

++

−+=
222

2
2

222

2222 2
2
1~  

Dla krótkich czasów, człon z t2 jest pomijalny w mianowniku i ostatni ułamek 1≈ , a 

to co zostaje w wyra�eniu na przebyt� od startu odległo��, to wzór z gimnazjum na 

ruch jednostajnie przyspieszony (w zwykłym sensie). Warto�ci� przyspieszenia jest 

c2/L. Gdy przyspieszenie ma by� umiarkowane (np. ziemskie, g) odległo�� L jest gi-

gantyczna: c2/g.  

Pocz�tek układu współrz�dnych, w którym ruch Gawła opisany jest równaniem: 

222 tcLx += , bez zb�dnej stałej, jest �rodkiem hiperboli. Dla małych przyspiesze� 

jest on bardzo daleko od wierzchołka hiperboli. 

 

A teraz nast�pna, bardzo powa�na rafa. Czy Paweł i Gaweł maj� porusza� si� z ta-

kimi samymi przyspieszeniami?? 

Na pierwszy rzut oka tak. Przecie� pole ma by� jednorodne, a przyspieszenie takie 

samo.  

No, ale skoro ich odległo�� własna, no zwykła odległo��, któr� przebywaj� cukierki 

spuszczane Gawłowi przez Pawła ma by� stała, to ich odległo�� oceniana przez ob-

serwatorów z Ziemi, (dla których Paweł i Gaweł p�dz� jak szaleni – im pó�niej, tym 

bardziej) ulegaj�ca skróceniu Lorentza musi male�!!!!!!! 

Gdyby poruszali si� z jednakowymi przyspieszeniami, czyli według równa�: 

G P
222

P

222
G

~

~

dLtcLx

LtcLx

+−+=

−+=
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to ich odległo�� w układzie Ziemi byłaby stała równa G Pd  z powy�szego wzoru. A to 

oznaczałoby, �e ich odległo�� własna, przy takich ruchach, by rosła3. Ale Paweł i Ga-

weł maj� by� w jednakowej odległo�ci, je�li trick z siłami bezwładno�ci ma symulo-

wa� stabilny stan w polu grawitacyjnym. Paweł i Gaweł w naszym układzie musz� 

si� zbli�a�! Przyspieszenie Pawła musi by� troch� mniejsze ni� Gawła! O ile? 

Równanie ruchu w postaci 2222 Ltcx =− , czyli z pocz�tkiem układu w �rodku hi-

perboli jest pi�kne. Rozwa�my układ inercjalny o pocz�tku w tym samym punkcie, ale 

p�dz�cy z jak�� pr�dko�ci� V. Na wykresie s� dwa takie układy o kolorowych osiach. 

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

2

2.5

3

 
 

                                                 
3 Skoro odległo�� ro�nie, czyli skoro obserwatorzy nie s� nieruchomi wzajemnie, poj�cie odległo�ci własnej 
nieco si� rozmywa. Mo�e Gaweł, w wybranej przez siebie chwili, w swoim układzie kow�druj�cym, zmierzy� 
odległo�� do Pawła w tej chwili ( i porówna� z pomiarem pó�niejszym), ale dla Pawła zdarzenie na jego linii 
�wiata, które posłu�yło Gawłowi do pomiaru odległo�ci, nie jest równoczesne w jego układzie kow�druj�cym 
(wybranym dla tego zdarzenia) z punktem na linii �wiata Gawła, który on wybrał do pomiaru. Cho� Paweł i 
Gaweł nie mogliby uzgodni�, co jest ich odległo�ci� (i kiedy?), to ka�dy, z osobna, stwierdzi� by musiał nie-
ustanne oddalanie si� partnera. Nie musimy tego dowodzi� inaczej, ni� stwierdzaj�c, �e stała odległo��, we 
wspólnym dla obu, układzie kow�druj�cym, coraz to szybszym, musiałaby przekłada� si�  na malej�c� odle-
gło�� w układzie Ziemi. A skoro ta nie maleje, nie ma miejsca na stał� odległo�� własn�. Zaprzeczeniem 
stwierdzenia: „odległo�� własna jest stała” nie jest zdanie: „odległo�� własna jest zmienna”, ale zdanie „nie da 
si� zdefiniowa� sensownie odległo�ci własnej, która byłaby stała”. Mo�na definiowa� ró�ne wielko�ci spełniaj�-
ce niektóre cechy, jakie przysługiwa� powinny poj�ciu odległo�ci własnej, ale �adna z nich nie b�dzie stała. 



 8 

Poniewa� lewa strona równania jest niezmiennikiem, wi�c w tym nowym układzie, 

linia �wiata Gawła opisana jest równaniem 
2

G
2

G
22

G
2

G
22

G Ltcxtcx =−=′−′  

Własno�� w chwili t’ = 0, ruchu opisanego równaniem 
2

G
2

G
22

G Ltcx =′−′  

doskonale znamy! Wszystko jest dokładnie tak, jak na Ziemi w chwili startu! 

Gaweł ma pr�dko�� 0, odległo�� GL  i przyspieszenie G
2 / Lc ! Ze wzgl�du na pr�d-

ko�� Gawła =0, ten wła�nie układ jest kow�druj�cy z Gawłem dla punktu na jego linii 

�wiata wyznaczonym przeci�ciem hiperboli lini� t’ = 0. Czyli osi� x’. 

Niesamowite. Człek marnuje paliwo, rozp�dza si� i rozp�dza, a tu jaki� cwaniaczek 

mówi: Zaczynasz bracie wszystko od pocz�tku! Masz pr�dko�� zero, odległy� od (tego 

samego!) pocz�tku układu o pierwotne L. Oczywi�cie, ta cudowna redukcja odległo-

�ci, to efekt kontrakcji Lorentza. Wszak układ Ziemi p�dzi wzgl�dem kow�druj�cego, 

wi�c sprzeczno�ci nie ma. W układzie Ziemi Gaweł jest ju� dalej ni� L od pocz�tku 

układu, a w układzie kow�druj�cym tylko L. 

W starym układzie, punkt t’ = 0, x’ =L to punkt, w którym Gaweł ju� jest od dłu�-

szego czasu w podró�y!! Zgodnie w transformacj� Lorentza: 

)/1/(

/1/
222

22

cVcVLt

cVLx

−=

−=
 

jest to punkt na hiperboli. Ten wła�nie, dla którego układ o pr�dko�ci V jest układem 

kow�druj�cym. Na rysunku linie t’ = 0 dla dwóch pr�dko�ci przecinaj�, ka�da, hiper-

bol� Gawła w punkcie danym powy�szymi wzorami. 

Je�li kto� jest niewiernym Tomaszem, mo�e policzy� pr�dko��4 w tym punkcie i 

przekona� si�, �e wynosi ona V. Poniewa� sytuacja w nowym układzie (w odniesieniu 

do zupełnie nowego zdarzenia, jakim jest punkt powy�szy) jest identyczna jak na po-

cz�tku w starym układzie, przyspieszenie startuj�cego (od nowa!) Gawła jest ponow-

                                                 
4 Łatwiejszym sposobem ustalenia, �e pr�dko�� na hiperboli jest identyczna z pr�dko�ci� układu jest zró�nicz-

kowanie równania hiperboli: )d,d(),(20d2d2 22 xtxtcttcxx ⊗−==− , gdzie 

xx
c

ttxtxt d
1

d)d,d(),( 2−≡⊗  jest niezmienniczym iloczynem skalarnym. Oznacza to, �e wektor wodz�cy 

(t,x) punktu na hiperboli i wektor styczny (d t, dx) s� ortogonalne i mog� by� uto�samione z osiami układu ko-
w�druj�cego. Sytuacja jest analogiczna jak dla rodziny okr�gów (opisanych niezmienniczymi równaniami  
x2+y2 =  L2). Wektor wodz�cy od �rodka jest dla wszystkich  okr�gów, o ró�nych promieniach, ortogonalny do 
wektora stycznego, a punkty przeci�cia tak� lini�, w obróconym układzie przybieraj� wspóln� warto�� 0. Długo-
�ci łuków pomi�dzy par� takich przeci��, s�, w oczywisty sposób tym wi�ksze, im wi�kszy jest okr�g. 
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nie c2/L. A wi�c to naprawd� jest ten rodzaj ruchu jednostajnie przyspieszonego, o 

jaki nam chodzi. 

A co z Pawłem? Tym z przodu. On ma by� w tym układzie kow�druj�cym zarówno 

nieruchomy wzgl�dem Gawła, no i oddalonym o stał� wielko�� GP LL − . Oznacza to, 

i� jego odległo�� od pocz�tku, w ka�dym układzie kow�druj�cym (Gawła) musi by� 

te� stała, tyle, �e wi�ksza.! Hiperbola Pawła ma by� podobna (w sensie proporcjonal-

no�ci wszystkich wymiarów) do Gawłowej Dodatkowym cudem jest teraz to, �e układ 

kow�druj�cy Pawła jest identyczny z układem kow�druj�cym Gawła. Oczywi�cie dla 

punktu na hiperboli przeci�tej t� sama lini� czasu t’ = 0.  

 Wierzchołek hiperboli Pawła ma by� dalej od wspólnego �rodka hiperbol: 
2

P
2

P
22

P Ltcx =−  

G
2

P
2

P // LcLca <=  

Przyspieszenie Pawła jest mniejsze od przyspieszenia Gawła.  

 

Gdyby tych Pawłów i Gawłów miało by� wielu, w ró�nych pocz�tkowych odległo-

�ciach od tego �miesznego punktu, to ich przyspieszenia musz� regularnie male� przy 

oddalaniu si� od płaszczyzny z = 0. Je�li obserwatorzy poruszaj� si� w prawo, to pole 

grawitacyjne (pozorne) skierowane jest w lewo, w kierunku tego dziwnego punktu, 

gdzie przyspieszenie, zgodnie z wzorem, d��y do niesko�czono�ci. Zamiast by� stałe 

– ro�nie w kierunku wyznaczonym przez pole i maleje w kierunku przeciwnym. 

Prawo Gaussa w pró�ni musi ulec modyfikacji. Zamiast wielko�ci L, u�ywanej do-

tychczas (kojarz�cej si� ze stał�) wprowadz� zmienn�, z, której ró�ne warto�ci z prze-

działu od zera do niesko�czono�ci parametryzuj� wszelkie mo�liwe hiperbole i ró�-

nych mo�liwych Pawłów, czy Gawłów. Jest to współrz�dna poło�enia w układzie z 

polem grawitacyjnym, (czy jak kto woli w układzie nieinercjalnym), która charaktery-

zuje (cały czas) wzajemnie nieruchomych ró�nych Pawłów i Gawłów. Prawie zupełnie 

tak, jak pionowa zmienna z na Ziemi. W zale�no�ci od z, przyspieszenie ka�dego z ob-

serwatorów (mo�na my�le� o zegarach, albo potencjalnych obserwatorach nierucho-

mych wzgl�dem przynajmniej jednego realnego Gawła) jest inne!! 
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Poniewa� zczg /)( 2−= , wi�c 2

2
22 /)(

d
d

c
g

zczg
z

==  

 

 

 

 

 

Scałkujmy5 to równanie po walcu (albo prostopadło�cianie) o podstawie S i osi skie-

rowanej wzdłu� pola, zawartego mi�dzy współrz�dnymi z1 i z2. Mno�ymy wyra�enie 

(dla ka�dej ze stron równania) przez Sdz i sumujemy po plasterkach. Po lewej stronie 

dostaniemy -Sg(z1)+ Sg(z2), po prawej całk� obj�to�ciow� V
c
g ∆� 2

2

. Lewa strona jest 

strumieniem po całej powierzchni walca z przyspieszenia g
�

. 

����� =⋅ Vg
c

Sng d
1

d 2
2

���
 

Kwadrat przyspieszenia wnosi wkład do prawa Gaussa w pró�ni. 

 

 

To jest kluczowa nowo�� w stosunku do teorii grawitacji Newtona! O tym, �e jest to 

efekt „minkowsko�ci” czasoprzestrzeni, �wiadczy współczynnik c2 we wkładzie do 

strumienia. W słabym polu, istnienie tego wkładu mogło uchodzi� niezauwa�one, a� 

do czasów Einsteina. 

Chc�c interpretowa� otrzymany wynik w kategoriach teorii Newtona (co nie jest do 

ko�ca konsekwentne, ale ludzie to uwielbiaj�, i z tak� interpretacj� mo�na si� cz�sto 

spotka�), nale�ałoby najpierw odpowiedzie� sobie na pytanie, czy w warunkach wy-

starczaj�cej stosowalno�ci prawa Newtona, energia ciała wytwarzaj�cego pole ma co� 

do rzeczy, czy nie? Oczywi�cie, �e ma! „Podgrzanie” ciała zwi�kszaj�ce jego energi� 

całkowit�, zwi�ksza te� mas� całego ciała, cho� nie zmienia mas samych składników!. 

To nie suma mas nukleonów i elektronów stanowi�cych Sło�ce wchodzi do wzoru 

Newtona (i do prawa Gaussa), ale całkowita energia. Składa si� na ni� i energia pro-

mieniowania, i energia kinetyczna elektronów i j�der, i energia pola magnetycznego, i 

                                                 
5 Nie trzeba formalnie zna� całek obj�to�ciowych, by zrozumie�, �e chodzi tu o procedur� jak� musieliby�my 
wykona�, chc�c obliczy� mas� cieczy w naczyniu, znaj�c jego rozmiary i g�sto�� (mas� wła�ciw�) cieczy, 
zmienna w okre�lony sposób z wysoko�ci�. 

1 2
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ujemna energia wi�zania w j�drach helu (jego znaczna cz��� powstała ju� w czasie 

�ycia Sło�ca), deuteru, w�gla, �e wymieni� te najwa�niejsze składniki.  

To jest praprzyczyna gruntownej ró�nicy mi�dzy polem elektrostatycznym a polem 

grawitacyjnym. �ródłem pola elektrostatycznego s� ładunki cz�stek, skalary. Wkład 

do elektrycznego prawa Gaussa od ładunków „szalej�cych” w obł�kanym ta�cu we-

wn�trz powierzchni Gaussa, jest dokładnie taki sam jak od ładunków spoczywaj�cych! 

Sk�d o tym wiemy? No có�. Wiemy! Bezpo�rednim dowodem jest neutralno�� ato-

mów. Pomy�lcie. Porównajmy mol wodoru z molem deuteru. Protony w wodorze ma-

j� pr�dko�ci, co najwy�ej termiczne, czemu w temperaturze pokojowej odpowiada 

1/40 eV. (razy 3/2). Protony w deuteronach wiruj� z pr�dko�ci� rz�du 1/10c, czemu 

odpowiada energia rz�du kilu milionów elektronowoltów. Gdyby wkład od „ta�cz�-

cych” protonów rósł o czynnik 22 /1/1 cv−  (tak jak ro�nie wkład od �wawiej si� ru-

szaj�cych cz�stek do energii spoczynkowej Sło�ca, czy innego grawituj�cego ciała), to 

owe pół procenta oznaczałoby i� mol deuteru ma ładunek 500 kulombów. Mol deuteru 

w kuli o promieniu metra wytworzyłby napi�cie 4,5 bilionów woltów. Ludzie! 

A co z wkładem do prawa Gaussa elektronów na orbitach? W takim uranie pr�dko-

�ci dochodz� do, chyba 90% pr�dko�ci �wiatła. 

Nie ma mowy o jakimkolwiek uzale�nieniu efektywnego (w sensie prawa Gaussa) 

ładunku od pr�dko�ci. Ju� pr�dzej mo�na dopu�ci� niezale�n� od pr�dko�ci, ale stał� 

ró�nic� mi�dzy warto�ci� bezwzgl�dn� ładunku protonu a ładunkiem elektronu, (cho� 

teoretycy z obrzydzeniem patrz� na tak� podejrzliwo�� – run�łyby wszelkie podstawy 

rozumienia elektrodynamiki jako rezultatu pewnej subtelnej symetrii). Oczywi�cie na 

bardzo dalekim miejscu po przecinku. 

 Przy takim zało�eniu próbka neutralnej materii, musiałaby zawiera� stosown� pro-

porcj� jonów. Np. 1023 protonów i 1023+100 elektronów (gdyby ładunek protonu wy-

nosił (1+1/1000 000 000 000 000 000 000) ładunku elektronu. Te sto elektronów ucze-

pione atomów oznaczałoby istnienie pewnej liczby jonów ujemnych i pewnej liczby 

swobodnych elektronów (w sumie 100) w próbce 1/6 mola gazu szlachetnego).  

Robiono taki eksperyment, w którym wypuszczano z neutralnego zbiornika gaz, ale 

odpowiednia para elektrod blisko wylotu, uniemo�liwiała, by wydostał si� jakikol-

wiek jon! Wylatywały całe atomy wynosz�c hipotetyczn� ró�nic� ładunku. Na ko�cu 

zosta� by musiała tylko ta setka jonów (i jaki� mały ułamek pocz�tkowych atomów, 

np. 1% co dawałoby ł�czny ładunek 99 porcji). Taka liczba ładunków elementarnych 
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w kuli o promieniu 1cm wytworzyłaby napi�cie 14 µ V. Ju� do wykrycia, gdyby co. 

Zauwa�cie. Rozwa�ali�my hipotetyczn� ró�nic� na 21 miejscu po przecinku. A 

�adnego „ładowania przez opró�nianie” nie zaobserwowano. Gdyby wkład do prawa 

Gaussa miał si� zmienia� wraz z pr�dko�ci� tak, jak si� zmienia wkład do pola grawi-

tacyjnego szalej�cej cz�stki, „ładowanie przez wypuszczanie” byłoby milion milio-

nów miliardów silniejsze. 

Z drugiej strony mamy do�wiadczenie Etvösa mówi�cego co� dokładnie przeciwne-

go o masach. Ka�dy ruch, czy oddziaływanie zmieniaj�cy energi� (tej samej cz�stki) 

odbija si� na jej masie bezwładnej i natychmiast na sile oddziaływania (by przyspie-

szenie ani drgn�ło)! I to, z kolei, z dokładno�ci� co najmniej jednej milionowej mi-

lionowej 

Powiedzmy wi�c sobie od razu, korzystaj�c z naszego rozumienia zwi�zku masy z 

energi� spoczynkow� zło�onego ciała, �e w prawie Gaussa powinni�my pisa� nie g�-

sto�� masy a g�sto�� energii dzielonej przez c2.  

Nowo wprowadzony przeze mnie wkład, wyznaczony – co podkre�lam – zupełnie 

bez odwoływania si� do energii, czy XIX wiecznego prawa Gaussa, zawiera akurat ta-

kie c2 w mianowniku i je�li jeszcze pomno�y� i podzieli� to przez Gπ− 4 , mo�na ju� 

próbowa� 
G

g
π

−
4

2�

 interpretowa� jako g�sto�� energii samego pola grawitacyjnego.  

Najdziwniejsze w tym wszystkim, (co uzasadnia moj� niech�� do tego rozumowa-

nia), jest to, i� klasyczna g�sto�� energii pola grawitacyjnego jest podobna, ale dwa 

razy mniejsza!. W przeciwie�stwie do g�sto�ci pola elektrostatycznego ma ona ponad-

to znak ujemny. Pole grawitacyjne jest drastycznie niepodobne do pola elektryczne-

go. To, �e w przybli�eniu nierelatywistycznym oddziaływanie wydaje si� takie podob-

ne jest pod tym wzgl�dem szalenie myl�ce. To dlatego relatywistyczna teoria grawita-

cji jest zupełnie, zupełnie niepodobna do relatywistycznej elektrodynamiki. 

Je�li strumie� w pró�ni nie jest zachowany, to i w przypadku sferycznym, na ze-

wn�trz materii gwiazdy, czy innego tworu, stosuj�c znalezione przeze mnie zmodyfi-

kowane prawo Gaussa, do obszaru mi�dzy dwiema bliskimi sferami, dostaj�: 

r
c
g

grrrgrrrgr rr d4)d()d(4)(4 2

2
222 π=++π+π−  

Wzi�li�my warstw� infinitezymaln�. Całkowanie po powierzchniach sprowadza si� 

do banalnego pomno�enia powierzchni sfery przez przyspieszenie. Antycypuj�c 
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krzywizn� przestrzeni, grubo�� warstwy potrzebnej do wyznaczenia jej obj�to�ci zapi-

sałem jako rg rr d  

2

2

2

2

d

))(d(
c
g

rgr

rgr

rr

=  

Wielko�� )(2 rgr  nie jest stała. Prawo odwrotnych kwadratów nie mo�e by� speł-

nione. 

Powy�szy wzór, który udało mi si� „wydłuba�” z zasady równowa�no�ci, za pomo-

c� Pawła i Gawła, jest mał� cz�stk� wyrafinowanych równa� pola Einsteina, ale wy-

starczaj�c� dla pełnego, �cisłego opisu pola grawitacyjnego o symetrii sferycznej.  

Ta zmiana w prawie Gaussa dla przyspiesze�, to fakt niezwykłej doniosło�ci. To ona 

powoduje swoisty kryzys przyspiesze�. Przy wchodzeniu w obszar silniejszego pola, 

jego narastanie staje si� te� silniejsze, co tym bardziej przyspiesza wzrost i (oka�e si�), 

dla sko�czonej warto�ci promienia, przyspieszenie d��y do niesko�czono�ci. Tak 

jak w przypadku jednowymiarowym, gdy zaczyna si� od przyspieszenia g, w pewnym 

miejscu, to w odległo�ci c2/g od tego miejsca, w kierunku pola, dochodzi si� do przy-

spieszenia niesko�czonego i co� si� musi dzia� niezwykłego. To b�dzie słynny hory-

zont Schwartzschilda. 


