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Wykład 18 

 

 

Zegary w polu grawitacyjnym 

 
Paweł i Gaweł to cenne laboratorium, które pozwoli nam odkry� wiele zjawisk, ja-

kie maj� miejsce w obecno�ci grawitacji, zwłaszcza w bardzo silnych polach. 

Które zdarzenia na liniach �wiata Pawła i Gawła maj� cechy zdarze� równocze-

snych? Nikt nie ma w�tpliwo�ci, �e sam start Pawła i Gawła, równoczesny w układzie 

Ziemi, jest tez dla nich równoczesny. Pó�niej sytuacja pozornie si� komplikuje, ale 

przecie� ustalili�my, �e w kolejnych układach kow�druj�cych sytuacja ci�gle jest taka 

sama. Równoczesne s� zdarzenia odcinane przez promie� wyprowadzony ze �rodka 

hiperbol. W ka�dym kolejnym układzie kow�druj�cym, linia t’=0 przecina wszystkie 

hiperbole w takich punktach, w których ciała wzdłu� nich w�druj�ce, s� wzajemnie 

nieruchome i wła�nie zaczynaj� (jakby) dopiero przyspiesza�. 

Wyobra�my sobie, �e Paweł wyrzuca regularnie cukierki Gawłowi (np. co sekund� 

na jego zegarze), a Gaweł ka�dy taki dolatuj�cy cukierek odbija kieruj�c go w prze-

ciwn� stron�. Niech tak b�dzie, �e Paweł wyrzuca cukierek nr 10 (pierwszy miał nu-

mer zero), gdy wła�nie dotarł do niego odbity przez Gawła cukierek nr 0. Jasne jest, �e 

w drodze jest 10 cukierków, a Gaweł wła�nie odbija cukierek nr 5. Potem, do znudze-

nia, wyrzucaj�c cukierek nr N b�dzie Paweł łapał odbity cukierek nr N-10. Pr�dko�ci 

wzgl�dne Pawła, gdy wyrzuca cukierek N i Gawła, gdy odbija cukierek N-5 s� zero (a 

wzgl�dem układu Ziemi, du�e, ale jednakowe).  

Mi�dzy kolejnymi cukierkami pr�dko�� i Pawła i Gawła wzro�nie o pewn� war-

to��. Jednakow�! Zarówno wzgl�dem Ziemi, ale przede wszystkim wzgl�dem ka�de-

go kolejnego układu kow�druj�cego.  

Ale przecie� ich przyspieszenia s� ró�ne. Zatem ta sama pr�dko�� musi by� uzyska-

na w krótszym czasie na zegarach Gawła. Zdarzenia N u Pawła i N-5 u Gawła s� 

równoczesne w ka�dym tego słowa znaczeniu. Kolejne N+1 i N +1-5, odpowiednio, 

te� s� równoczesne. Ale przyspieszenie Gawła jest wi�ksze, wi�c odst�p czasu na jego 

zegarach wynosi – nie ma przepro� - s1
P

G

z
z

. To jest chyba najbardziej zdumiewaj�ca 

cecha grawitacji. 

Gaweł ma, w naturalny sposób, do czynienia z dwoma ró�nymi czasami!  
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Je�li przyda� Pawłowi przywilej (tylko jemu, a �ci�lej ka�demu, który znajduje si� 

na tej samej płaszczy�nie poziomej, co on) by to on nie musiał kłopota� si� z dwoma 

czasami, tylko by to jego zwykły zegar odmierzał zwykłe sekundy (w oparciu o defi-

nicj� SI), to ju� Gaweł musi mie� do czynienia z dwoma ró�nymi czasami. Je�li po-

nadto, uto�samimy czas Pawła z numerem cukierka, to numer cukierka przylatuj�ce-

go, powi�kszony o stał� warto�� (5 w naszym przykładzie), b�dzie u Gawła jednym 

czasem, który b�dziemy oznacza� t i zwa� czasem współrz�dno�ciowym, a czas 

t
z
z

P

G  jest czasem, jaki wskazuje zegar własny, gdyby nastawi� go na zero wraz z mi-

nus pi�tym cukierkiem, (czemu odpowiada t = - 5 + 5 = 0). Inni „Gawłowie” b�d� wy-

znaczali płyn�cy czas t uwzgl�dniaj�c stosowne opó�nienie dochodz�cego „cukierka”, 

czy innego impulsu od Pawła. 

Poniewa� rozbie�no�� miedzy czasem własnym a współrz�dno�ciowym systema-

tycznie narasta, wygodniej jest nie mówi� o czasie własnym, liczonym od jakiej� jed-

nej ustalonej chwili, a jedynie o jego przyrostach. (Czasem t operowa� mo�emy zwy-

czajnie ustalaj�c dla danego pola jaki� pocz�tek, cho�by moment przyj�cia na �wiat 

Chrystusa). Zegar nieruchomy w polu grawitacyjnym, zegar Gawła o współrz�dnej z, 

wskazuje upływ odcinka czasu: 

t
z
z

P

dd =τ  

Ta szczególna posta� zale�no�ci obowi�zuje dla szczególnego pola przyspiesze�, 

które tak tanim kosztem udało nam si� stworzy�. Wyznaczenie tej zale�no�ci dla pola 

centralnego dopiero przed nami. 

Gdyby koło Gawła nadał przelatywał jaki� zegar z du�� pr�dko�ci�, tak, �e zegar ten 

przebyłby odległo�� dl miedzy dwoma bliskimi zegarami (praktycznie o takim samym 

z jakie ma Gaweł), to zegar ten, zgodnie ze STW, pokazałby jeszcze inny odst�p cza-

su, którego kwadrat dany jest wzorem: 
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Zamiast cukierków mo�na wysyła� grzbiety fal. Ich liczba na jednostk� czasu wła-

snego u Gawła b�dzie mniejsza ni� to widzi Paweł. 

GPG GgGg ′ν′=ν=ν )()( 0000  
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To jest słynne przesuni�cie ku czerwieni! Pocz�tkowo zaobserwowane w widmie 

Sło�ca, zostało potem zaobserwowane nawet na Ziemi, przy wysyłani promieniowania 

gamma z piwnicy na wie��. Zmiana jest niewielka, ale fantastyczna czuło�� efektu 

Mösbauera umo�liwiła jednoznaczne potwierdzenie. 

Z czasem w polu grawitacyjnym dziej� si� cuda i musimy nada� temu „cudowi” 

pewn� wygodn� form�. 

Pami�tajmy o Minkowskim! Operuj�c przyrz�dami uwolnionymi na chwil� od u�ci-

sku grawitacji, mamy lokalnie stan niewa�ko�ci, czyli STW. Dla obserwatorów prze-

latuj�cych obok wybranego miejsca z ró�nymi pr�dko�ciami, interwał pomi�dzy 

dwoma zdarzeniami jest niezmiennikiem i z jego postaci wynika niemal wszystko, co 

da si� powiedzie� o pomiarach fizycznych. 

U�ywaj�c nieinercjalnych obserwatorów i wygodnych zmiennych, w których s� oni 

we wzajemnym spoczynku (i wygodnego czasu t) dostali�my metryk� czasoprze-

strzeni sprowadzaj�c� si� (tutaj) do jednej, niezwykle wa�nej dla grawitacji, wielko�ci 

g00. Jest to funkcja poło�enia. 

Trójwymiarowe przestrzenie stałego czasu s� niew�tpliwie jeszcze euklidesowe.  

W istniej�cym polu grawitacyjnym mo�liwe s� rzuty uko�ne, istniej� orbity. Jakie 

prawa rz�dz� ruchem ciał (pod wpływem grawitacji)? 

 

Jak wyznacza� ruch w polu grawitacyjnym 

Paweł i Gaweł obserwuj�c „cukierki”, w szczególno�ci takie wyrzucane z dowolna pr�d-

ko�ci� w dowolnym kierunku, opisuj� ich nietrywialny ruch jako efekt grawitacji. Ale my 

wiemy, �e ruch tych cukierków, je�li patrze� na niego inaczej, jest banalnie prosty! Jest to w 

układzie wyj�ciowym (ale te� w ka�dym z licznych układów kow�druj�cych) ruch jednostaj-

ny. Linia �wiata jest lini� prost�. Jak� zasad� wariacyjn� opisa� ruch swobodnej cz�stki w 

przestrzeni Minkowskiego? 

Co by�cie powiedzieli na wymóg, by cz�stka przybywaj�c do zdarzenia B od zdarzenia 

A, jak najbardziej si� zestarzała? Czyli, �eby � ++−
B

A

zyx
c

t )ddd(
1

d 222
2

2 =maksimum. 

Przypomnijmy sobie „paradoks” bli�ni�t. Brat, który poleciał w drog�, potem zawrócił b�dzie 

przy spotkaniu młodszy od brata, który spokojnie „nic nie robił”. Tak jak linia prosta minima-

lizuje odległo�� w przestrzeni Euklidesa, tak linia prosta te�, ekstremalizuje „odległo��”, w 

czasoprzestrzeni.  
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Mo�na to natychmiast potwierdzi� rachunkiem. Wyci�gaj�c któr�kolwiek z ró�niczek, 

np. czas dostajemy dla „interwału” tzyx
c

B

A

d)(
1

1 222
2� ++− ��� . Znamy sztuczk�. Je�li taka 

całka jest (ma by�) ekstremalna (wzgl�dem ka�dej zale�no�ci x(t), y(t), z(t) z osobna), to po-

chodna po ka�dej pr�dko�ci wyra�enia pod całk� musi by� stał� ruchu! 

S� a� trzy!!! 
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Oznacza to, oczywi�cie, �e wszystkie 3 pr�dko�ci s� stałe. Linia �wiata rzeczywi�cie mu-

si by� lini� prost�. Ale znamienne, �e „całki ruchu” piekielnie przypominaj� p�dy!. Gdyby-

�my zasad� wariacyjn� sformułowali do wielko�ci �ci�le proporcjonalnej do czasu własnego, 

wychodziłby od razu p�d. Fantastyczne! 
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Tego rodzaju1 wielko�� o wymiarze energia*czas, albo p�d*odległo��, została wprowa-

dzona jeszcze do mechaniki klasycznej, a jej minimalizacja przez ruch rzeczywisty zaczyna-

j�cy si� w chwili tA w punkcie xA , i ko�cz�cy w chwili tb w punkcie xB znana jest jako zasada 

najmniejszego działania. Zabawne, �e w mechanice Newtona ma ona tajemniczy, abstrakcyj-

ny charakter, podczas gdy w teorii wzgl�dno�ci jest proporcjonalna do czasu zestarzenia si�! 

Na razie nie ma niczego tajemniczego. Zasada wymusza prostoliniowe linie �wiata. Zauwa�-

my, �e zasada działa ju� w czasoprzestrzeni. Dotychczas poznane działały w przestrzeni, wy-

znaczały sam tor, a to cz�stki (albo �wiatła) w zakrzywionej przestrzeni, a to toru �wiatła w 

o�rodku o zmiennym współczynniku załamania, czyli długo�ci fali, a to torów cz�stki w polu 

potencjalnym (ta ostatnia zasada w �wietle falowego dualizmu jest kompletnie oczywista i 

to�sama z zasad� Fermata, tyle �e dla fal de Broglie’a) 

Zmiana znaku oznacza zamian� maksimum na minimum. 

Je�li w powy�szej zasadzie jako zmiennej niezale�nej u�yjemy której� ze współrz�dnych, 

np. x, dostaniemy 

                                                 
1 Mówi� wyra�nie „tego rodzaju” a nie ta wielko��. W mechanice Newtona nie wyst�puje c. W rzeczywisto�ci 
teoria wzgl�dno�ci jest prostsza i ładniejsza, je�li chodzi o zasad� najmniejszego działania. A działanie klasycz-
ne jest ko�lawym przybli�eniem pi�knego niezmienniczego działania teorii wzgl�dno�ci. Istnienie klasycznej 
zasady wygl�da na jaki� przypadek, tu jest to najprostsze pod Sło�cem stwierdzenie, �e odcinki linii prostych s� 
pod wzgl�dem długo�ci wyró�nione. 
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Znak „prim” oznacza ró�niczkowanie po x.  

Jest jeszcze jedno prawo zachowania! Wyst�puje pochodna czasu po x, ale sam czas nie. 
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Pozornie to nic szczególnego. Ju� wiedz�c, �e wszystkie 3 pr�dko�ci s� stałe, mo�emy 

powiedzie�, �e ka�da funkcja pr�dko�ci jest stała. Ale pomy�lmy o przyszło�ci! W bardziej 

wyrafinowanych sytuacjach, gdy nie wszystkie pr�dko�ci b�d� stałe, o ile tylko zmiennej t nie 

b�dzie w wyra�eniu na interwał, szybciutko odnajdziemy wielko�� stał� w czasie ruchu! 

 I nikt nam nie wmówi, �e nazwa energia dla takiej wielko�ci b�dzie niewła�ciwa. 

Wró�my do losu Pawłowego cukierka. Raz uwolniony, wiedzie �ywot w �wiecie Min-

kowskiego i obowi�zuje go „przymus” maksymalnego starzenia. Jest to zarazem efekt falowej 

natury, ale nawet nic o niej nie wiedz�c, powiemy, �e jest to wyraz zasady bezwładno�ci. 

Ruch ma by� jednostajny, prostoliniowy. Tyle, �e nie w zmiennych Pawłów i Gawłów! Co 

robi�? Czy trzeba przelicza� ruch w zmiennych „minkowskich” na ruch w zmiennych „Paw-

łowo – Gawłowych”?. 

Nie trzeba! Minimum, to minimum! „Minkowski” interwał mamy przecie� policzony w 

zmiennych „Pawłowo – Gawłowych”. On ma by� maksymalny (a z mno�nikiem –mc2 – mi-

nimalny):  
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U�ywaj�c jako zmiennej niezale�nej x, dostaniemy natychmiast prawo zachowania: 
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Kropka oznacza pochodn� po czasie „współrz�dno�ciowym”. Prawdziwa pr�dko�� cu-

kierka, dla Gawła, który go łapie, to pr�dko�� wzgl�dem jego zegara. Jego czas  
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Dokonuj�c tej zamiany, dziel�c licznik i mianownik przez 00g , nadam prawu zacho-

wania posta� 
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To jest kolejny bardzo wa�ny moment. 

Oto odkryli�my (dzi�ki o�enieniu zasady równowa�no�ci ze szczególn� teoria 

wzgl�dno�ci) nowy sposób wprowadzenia konsekwentnej dynamiki. Ró�nica biegu 

zegarów (miedzy zdarzeniami równoczesnymi) w ró�nych miejscach, nawet płaskiej 

przestrzeni, prowadzi do znów nietrywialnej dynamiki. Co� si� dzieje! Mimo i� nie 

wskazuj� wyra�nej przyczyny w postaci innego ciała, cukierki rozp�dzaj� si�! Wcho-

dz�c w obszar zmniejszonego g00 pr�dko�� musi wzrasta�. Troch� jak w poczciwej 

mechanice z potencjałem. Tylko, �e tam jest suma, a tu iloczyn! 
Rozwijaj�c wzgl�dem pot�g odwrotno�ci pr�dko�ci �wiatła: 
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dostajemy co� znajomego.  Ale tylko w najni�szym przybli�eniu. Dodaj�c kolejny wyraz 

rozwini�cia uzyskamy jakie� równanie, ale ju� si� go nie da zinterpretowa� jako sumy po-

prawionej  energii kinetycznej i poprawionej energii potencjalnej.  

Przypomnijmy znalezione wcze�niej dla cz�sto�ci: 

const00 =ν g  

Ocieramy si� o rzeczy wielkiej doniosło�ci.  

Z jednej strony znów widzimy, �e cz�stotliwo�� i energia to jakie� syjamskie siostry! Z 

drugiej, równanie powy�sze wi��e pr�dko�� cz�stki (a dokładniej nawet to, co w szczególnej 

teorii wzgl�dno�ci jest energi�) z poło�eniem w polu grawitacyjnym. Odpowiednik prawa 

zachowania energii, w polu grawitacyjnym ma posta� multiplikatywn�. 

Nie mo�e by� mowy o �adnej energii potencjalnej, która by si� dodawała do energii 

kinetycznej!! Tego�cie si� nie spodziewali! 
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Kształt toru w ogólniejszym przypadku, łatwo wyznaczymy. Niech Paweł wyrzuci cukie-

rek w płaszczy�nie x,z. Poniewa� interwał nie zale�y od x, istnieje jeszcze jedno prawo za-

chowania! Ró�niczkujemy po x�  dostaj�c: 
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To jest „poczciwe” prawo zachowania składowej p�du prostopadłej do kierunku pola. 

Wynika tu ono z ogólnej zasady „maksymalnego starzenia”. Dziel�c stronami oba powy�sze 

prawa zachowania dostajemy 
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Bior�c odwrotno�� drugiego podniesionego do kwadratu mamy: 
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Dla 
x
z

d
d

, dostajemy: 
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Je�li rzucamy ciało poziomo z punktu x = 0, z = L, stała E spełnia warunek: 
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ale dla z = L ma by� x = 0, wi�c C = 0 

i ostatecznie:  
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Jest to elipsa spadaj�ca pionowo na horyzont. Gdy masa jest zero (foton), elipsa staje si� 

okr�giem.  
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Zauwa�my, �e w teorii grawitacji, nie jest zbyt owocne, zastanawianie si� nad równa-

niami ruchu. One s� zawarte w zasadzie maksimum interwału, który jest czym� prostym, jest 

skalarem, jest niezmiennikiem, jest wygodny i skuteczny. Ka�de współrz�dne jakie nam 

przyjd� do głowy mog� automatycznie by� u�yte, byle tylko ułatwiły nam rachunki.  

Poznali�my dwa mechanizmy „zakrzywiaj�ce” tory, odmienne od tradycyjnego bilanso-

wania p�du. Z jednej strony to krzywizna, z drugiej niejednostajny upływ czasu mi�dzy zda-

rzeniami równoczesnymi. W pierwszym wypadku minimalizowa� trzeba odległo�� zapomina-

j�c, jakby o czasie, w drugim minimalizujemy interwał w czasoprzestrzeni. 

W rzeczywisto�ci, ten drugi mechanizm, obejmuje i ten pierwszy! 

Zbadajmy, bowiem, czemu jest równowa�na zasada minimum interwału policzonego na 

naszej zakrzywionej powierzchni (umieszczonej w zwykłej przestrzeni Minkowskiego) 
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Powy�sza zasada nakłada na ruch dwa prawa zachowania, dokładnie energii i momentu 

p�du, z których korzystali�my! To po prostu wida�.  

Gdy jako zmiennej niezale�nej u�yjemy czasu, stała musi by� pochodna funkcji podcał-

kowej po pr�dko�ci k�towej: 
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Gdy we�miemy k�t dostaniemy: 

( ) minimumd)d/(d)(
1

)d/(d 22
2

22 =ϕ+ϕ−ϕ− � rrrg
c

tmc rr  

i dalej: 

( ) ( )222
2

2

22
2

2

2

d)(
1

1)d/(d)(
1

)d/(d

d/d

ϕ+−
−=−=

+ϕ−ϕ

ϕ−
�� rrrg

c

mc
E

rrrg
c

t

t
mc

rrrr

 

A to wychodz�c z tych zasad, dowiedli�my geodezyjno�ci samego toru. 

 

Grawitacja wykorzystuje harmonijnie oba poznane mechanizmy. Czas 

 biegnie ró�nie w ró�nych obszarach, a ponadto przestrze� jest zakrzywiona. 
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Pole centralnosymetryczne 

 
Zajmijmy si� sytuacj� fizyczn� wokół ciała o symetrii sferycznej. W oczywisty sposób 

oczekujemy wyst�pienia jakiego� g00(r), gdy� sytuacja Pawła i Gawła, ju� nie w rakietach a 

na pi�trze i parterze, jest bardzo podobna. Dopu�cimy tak�e wyst�pienie grr(r), chocia� u 

Pawła i Gawła w rakietach, czego� takiego nie było. Je�li i teraz jest niepotrzebne, wyjdzie 

grr(r)=1, ale nie l�kajcie si�. Wyjdzie ró�ne od 1. 

Jako czas �wiata wybieramy czas zegarów w niesko�czono�ci. To jest region z pewno-

�ci� wyró�niony, gdy� tam grawitacja znika (w poprzednim przypadku nie mieli�my takiego 

wyró�nionego Pawła. Teraz jest ich legion).  Przez współrz�dn� radialn� r rozumie� b�dzie-

my wielko�� równ� obwodowi okr�gu nieruchomego w polu grawitacyjnym dzielonemu 

przez π2  . 

)dd)((
1

)d)(()(d 222
2

2
00

2 ϕ+−= rrrg
c

trgs rr  

Obserwator w (niewielkiej) spadaj�cej windzie, ma mikro�wiat Minkowskiego. Mierz�c 

zwyczajnie czas i odległo��, według przepisów SI (w metrach i sekundach) znajdzie on dla 

bliskich zdarze� warto�� minkowskiego interwału dan� powy�szym wzorem z jakimi� kon-

kretnymi funkcjami )( i )(00 rgrg rr  Dowolne ciało spadaj�ce swobodnie, przelatuj�ce przez 

spadaj�c� wind�, leci po prostej tak, by zminimalizowa� wkład do całki na tym terenie. 

Mi�dzy kolejnymi zdarzeniami, oceny b�dzie dokonywał ju� inny lokalny obserwator, ale i 

on znajdzie zwyczajny swój minkowski interwał, równy temu, co daje powy�szy wzór, ju� w 

s�siednim punkcie. Skoro ka�dy wkład jest minimalny, to i suma te�! 

Innymi słowy, sam sens metryki jest taki, �e jej minimalizacja, wyznacza ruch. 

Analogia ze zwykł� przestrzeni� jest zupełna. Na płaszczy�nie, prosta minimalizuje od-

legło��, czyli � + 22 dd yx . Gdy u�yj� współrz�dnych biegunowych, minimalizowa� musz� 

� ϕ+ 222 dd rr . Dostan� t� sam� prost�, ale inaczej opisan�. Cz�stka posłusznie b�dzie w 

swym ruchu na�ladowa� rozwi�zanie. Gdy prawdziwe odległo�ci wi��� si� z ró�niczkami 

inaczej, dla cz�stki nadal imperatywem fizycznym jest minimalizowa� sum� prawdziwych 

odległo�ci � ϕ+ 222 d)d( rrrg rr . A w czasoprzestrzeni maksymalizuje swoje starzenie! 

 Szukajmy, wi�c, czym jest ta metryka teraz. 
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Mamy dwie szukane funkcje i jedno równanie zawieraj�ce grr(r): 

2

2

2

2

d

))(d(
c
g

rgr

rgr

rr

= . 

Troch� mało! 

Ale, od czego pomysłowo��. 

Przecie� metryka powinna pozwoli� wyznaczy� przyspieszenie. 

 

Wypu��my z pewnego poziomu ciało bez pr�dko�ci pocz�tkowej (jak Galileusz w Pizie). 

Troch� poni�ej b�dzie: 

)()d(
/1

00
2

0022

2

rgmcrrg
cv

mc =−
−

, 

czyli  

l
rgrg

rg
cv

r
rg
rg

rg
rrgrg

rg
rrg

cv

rg
rrg

cv

rr

d
)(

1
)(
)(

d
)(
)(

)(
)d()(

)(
)d(

1/

)(
)d(

/1

00

0022

00

00

00

0000

00

0022

00

0022

′
=

′
=

−−
=

−
−=

−
=−

 

 

Ruch trwa krótko, pr�dko�� jest nierelatywistyczna, znany z gimnazjum wzór  

axv 22 = , pozwala wypisa� warto�� przyspieszenia natychmiast 

: 

 

 

Znak „minus” uwzgl�dnia faktyczny zwrot przyspieszenia ku centrum. Rozdzielenie 

g00 na iloczyn dwóch pierwiastków kwadratowych i poł�czenie jednego z nich w ilo-

czyn z grr ma na uwadze przyszłe przekształcenia. 

. 

 Mamy ju� dwa równania. Potrzebne jest jeszcze jedno. Najpierw rzu�my ciało bez pr�d-

ko�ci pocz�tkowej z niesko�czono�ci. Przylatuj�c ni�ej, ma automatycznie tzw. pr�dko�� II 

kosmiczn�: 

)(
d
d

)()()(

1
)(2

)(
00

00

2

00

002 rg
rrgrg

c

rgrg
rg

cg
rrrr

−=
′

−=
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00
22

II

2
00

2
00

22
II

2

/1

)(
/1

gcv

mcgmcg
cv

mc

=−

=∞⋅=
−  

Co� zaczyna si� rozja�nia�!! 
 
Owo tajemnicze 00g  ró�ni si� od jedynki o człon odwrotnie proporcjonalny do c2 z kwa-

dratem pr�dko�ci ucieczki! Nie wiemy jeszcze, ile wyjdzie ta pr�dko��, ale dla słabych pól 

musi by� bliskie warto�ci niutonowskiej! 

Zwi�zek g00 z czynnikiem Lorentza dla pr�dko�ci nabywanej przez „cukierek” spadaj�cy 

z niesko�czono�ci nie powinien nas dziwi�. To stamt�d wysłane w odst�pie dt dwa bliskie 

zsynchronizowane zegary („cukierki”), mijaj� Gawła (gdzie� w gł�bi pola) w odst�pie dt cza-

su współrz�dno�ciowego, czyli 00d gt  czasu własnego, o którym te� wiemy, �e przy porów-

nywaniu z dwoma zegarami układu inercjalnego, wzgl�dem, którego Gaweł p�dzi z pr�dko-

�ci� vII, b�dzie skrócony o czynnik: 22
II /1 cv− . St�d równo��. 

Ten czynnik Lorentza, jaki si� pojawia, sugeruje, �e nie tylko pomiary czasu, ale i odle-

gło�ci wykonywane w polu grawitacyjnym i przez spadaj�cych obserwatorów powinny si� z 

nim wi�za�. 

Istotnie spu��my równocze�nie n trapezowatych kabin z niesko�czono�ci, równomiernie 

(daleko) od siebie na pocz�tku rozmieszczonych. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gdy kabiny, rozp�dzone, zetkn� si�2, ich sufit i podłoga maj� współrz�dne r i  r – dr , a 

odległo�� (własn�) stale dr . Spadaj�ce małe kabiny s� w stanie niewa�ko�ci. S� doskonałym 

                                                 
2 �ciany kabiny tworz�, przez konstrukcj� k�t n/2π  ze sob�. Gdy sufity si� zetkn�, ka�dy z nich zajmie 
segment obwodu wyra�ony k�tem, wła�nie n/2π . �ciany boczne usytuuj� si� radialnie, a to wła�nie znaczy, �e 
zetkn� si� i podłogi, których ł�czy obwód wyniesie )d(2 rr −π  a to znaczy, �e s� one „na poziomie”, czyli 
maj� współrz�dn� r – d r. Poło�enia sufitu w r,i podłogi w r – d r maj� miejsce tej samej chwili w inercjalnym 

dr 

nr /2π

nrr /)d(2 −π
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przykładem układu inercjalnego, w którym nic egzotycznego si� nie dzieje. Zacz�li�my z 

kabin� o wysoko�ci dr i ci�gle mamy wysoko�� dr. Jak to mo�liwe, �e sufit i podłoga koin-

cyduj� (równocze�nie według zegarów kabiny) z Pawłem i Gawłem przebywaj�cymi w miej-

scach r i  r-d r, odległymi przecie� o rg rr d ? 

To dzi�ki skróceniu Lorentza!! 

rcvrg rr d/1d 22
II =−  

Czyli 100 =⋅ gg rr  

To pi�kny wynik! Przypomina jeszcze raz o zwi�zku funkcji metryki z czynnikiem Lo-

rentza i dla czasu i dla odległo�ci zwi�zanym z pr�dko�ci� obserwatorów spadaj�cych z nie-

sko�czono�ci, gdzie wycechowali swoje zegary i swoje sztaby miernicze. 

Krzywizna jest nieunikniona, je�li w ogóle co� si� ma dzia�! 

Teraz mamy dwa równania na dwie szukane funkcje: 

)(
d
d

00
2 rg

r
cg −=  

rr
rgr

g
c
g

d
))(d(

2

2

002

2

=  

Mamy ju� wszystko! 

Dziel�c pierwsze równanie przez  −c2, a drugie przez g i dodaj�c stronami, dostajemy: 

     
r

rgr
rgr

g
r

g

d
))(d(

)(
1

d

)d(
0

2

200
00 +=    

Mno��c teraz przez r2g(r)dr dostajemy: 

))(d()d()(0 2
0000

2 rgrggrgr +=    (Moje ukochane adb + bda), 

czyli: 100
2 )( Cgrgr = , 

a po wyliczeniu g z otrzymanego zwi�zku i wstawieniu do drugiego równania, dostajemy 

 równanie ju� na jedn� niewiadom� funkcj� g00: 

)(
d
d

)(2
)(

d
d

)(
00

00

2

00
2

00
2

1 rg
rrg

c
rg

r
c

rgr

C −=−= , czyli 

       )(
d
d2

0022
1 rg

rrc
C

=−  

                                                                                                                                                         
układzie obserwatora w kabinie. Inna sprawa, �e nie chciałbym siedzie� w której� z tych kabin. Po zetkni�ciu 
b�dzie wielkie bum! 
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Maj�ce oczywiste rozwi�zanie3: 

rc
C

Crg 2
1

200

2
)( +=  

W niesko�czono�ci 1)(00 =∞g , co poci�ga za sob� C2 = 1 

Ostatecznie: 

 
rc

C
rg 2

1
00

2
1)( +=    

rc
C

r

C
rg

2
12

1

21

)(

+
=  

 

Dostali�my jednoparametrow� rodzin� rozwi�za�. Znak stałej C1 jest ujemny, wygodnie 

jest oznaczy� 2
10 /2 cCr −=  

Wtedy: 

r
r

r

cr
rg

02

2
0

1

2/
)(

−
−=  

)d
1

d
(

1
)d)(1()(d 22

0

2

2
202 ϕ+

−
−−= r

r
r

r
c

t
r
r

s  

Mamy nasz� paraboloid� z czarn� dziur�! Mamy te� ró�ny bieg czasu. Funkcje, które 

ujmuj� liczbowo te efekty s� wzajemnymi odwrotno�ciami. 

 

Górny wzór wyra�a poprawki do statycznej siły grawitacji, w stosunku do prawa Newtona. 

Nie ma ona �adnego4 zwi�zku z równaniami ruchu! Ruch b�dziemy opisywa� korzystaj�c z 

zaskakuj�cej, bo multiplikatywnej, ale uroczej postaci prawa zachowania energii, oraz prawa 

zachowania momentu p�du.  

W du�ych odległo�ciach, przyspieszenie, z coraz lepszym przybli�eniem jest niutonowskie, 

powinni�my, wi�c uto�sami�: 

20

2
0

2

2/

c
GM

r

GMcr

=

=
 

To jest słynny promie� Schwartzschilda. Dla Sło�ca, prawie dokładnie 3km. 

                                                 
3 Zdumiewaj�ce jak blisko jeste�my Newtona! Przecie� potencjał niutonowski okre�lony jest niemal 

identycznym równaniem: rrGm  /dd/ 2 ϕ−=−  
4 Poza, rzecz jasna, nierelatywistycznym przybli�eniem. 
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Maj�c rozwi�zanie, sprawd�my ile wynosi II pr�dko�� kosmiczna: 

rc
GM

crv 2
22

II

2
1/)(1 −=−  

r
GM

rv
2

)( 2
II =  

Istny szok! Wygl�da dokładnie jak u Newtona. Co prawda, r nie jest zwyczajn� odległo�ci�, 

ale zawsze to formuła zaskakuj�ca. 

Na horyzoncie Schwartzschilda, przyspieszenie silnika rakiety, potrzebne do utrzymania 

stałej warto�ci r osi�ga niesko�czono��. 

Poni�ej r0 sytuacja nie jest do ko�ca jasna. W metryce, współczynnik przy dr2 staje si� do-

datni (a przy dt2 ujemny). Zatem czasem staje si� zmienna r. Upływu czasu ju� nie da si� po-

wstrzyma�. Cz�stka musi dotrze� do osobliwo�ci.  

Z prawa zachowania energii wida� te� wyra�nie, �e cz�stka o dowolnej energii, osi�ga 

pr�dko�� c dokładnie na horyzoncie (g00 w liczniku si� zeruje, wi�c i mianownik musi). 

 

 

Ruch peryhelionowy i ugi�cie �wiatła.  

Znale�li�my metryk�, ruch zawarty jest w zasadzie wariacyjnej: 

minimum)dd)((
1

d 222
2

2
00

2 =ϕ+−− � rrrg
c

tgmc rr  

S� dwie symetrie, wi�c i dwa prawa zachowania.  

Momentu p�du: 

J

rrrg
c

g

mr

rr

=
ϕ+−

ϕ

))((
1 222

200

2

��

�
 

i energii: 

 

E

rrrg
c

g

gmc

rr

=
ϕ+− ))((

1 222
200

00
2

��

 

Dziel�c stronami dostaj�: 

E
J

gc
rr

gc
r =ϕ′

=ϕ

00
2

2

00
2

2
��

 

Z całki energii wylicz� r� : 
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))((
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Wstawiaj�c do poprzedniego mam: 
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A po uporz�dkowaniu: 

E
Jc

rrg

r
E

mc
rg
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=
ϕ′+

ϕ′
−
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1
22

2
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Mamy ju� tyle do�wiadczenia by dostrzec, i� wymagana stało�� wyra�enia jest rów-

nowa�na zasadzie wariacyjnej: 

minimumdd)(
)(

)(
1

d))((
)(

)(
1

222
2

22

00

22
2

22

00

=ϕ+−

=ϕ′+−
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mc
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Jest to jakby cofanie si�, bo przecie� równanie orbity wła�nie przed chwil� uzyskali-

�my. Ale co za pi�kny wynik! Wa�niejszy mo�e, ni� rozwi�zania! 

Widzimy znów zasad� Fermata!! 

Jest znana nam droga w zakrzywionej przestrzeni i jest współczynnik załamania 

pola grawitacyjnego. 

Współczynnik załamania jest całkowicie zrozumiały! 

Zacznijmy od �wiatła. Współczynnik załamania upraszcza si� do:  

00/1 g  

Ale zaraz! Przecie� pr�dko�� w pró�ni jest niezmienna! Owszem, ale długo�� fali to 

nie tylko pr�dko��. O ile w zwykłej optyce, w o�rodku, gdy grawitacja nie ma �adnego 

znaczenia, cz�stotliwo�� fali jest stała w ró�nych miejscach, długo�� fali zmienia si� z 

powodu zmiany pr�dko�ci. Dlatego współczynnik załamania kojarzy nam si� ze sto-

sunkiem pr�dko�ci w o�rodku do pr�dko�ci w pró�ni. 

Oczekujemy, �e długo�� drogi dzielona by� powinna przez długo�� fali. A co to jest 

długo�� fali. To jest pr�dko�� �wiatła dzielona przez cz�stotliwo��. A teraz ta nie jest 
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stała. Ju� parokrotnie podkre�lali�my, �e ró�ny bieg czasu przekłada si� na zmiany 

cz�stotliwo�ci i to wła�nie do 00/1 g  ta cz�stotliwo�� jest proporcjonalna. Cudnie! 

Pi�knie te� jest dla cz�stek z mas�. Pami�tajmy, �e: 
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gdzie dla obserwatora lokalnego, energi� w rozumieniu STW jest 
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To ta wielko�� wi��e si� z lokalnie mierzonym p�dem wzorem 2242 pccm +  

Zatem 2242
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A współczynnik załamania dla materii mo�na przepisa� w postaci: 
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Kolejna rewelacja. Fala de Broglie’a, teraz relatywistyczne! 

Wyników tych, gdy si� raz usłyszało, nie sposób zapomnie�. 

Bez �adnego liczenia mo�na od razu powiedzie�, �e �wiatło (ani tym bardziej inne 

zwykłe cz�stki, mo�e poza hipotetycznymi tachionami) nie poruszaj� si� po geodezyj-

nych w przestrzeni trójwymiarowej.  

Po wstawieniu grr i g00 do równania 
E
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 po 

podniesieniu go do kwadratu, wzi�ciu odwrotno�ci i zast�pieniu r′=ϕ′/1 dostaje si�: 
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W porównaniu do problemu keplerowskiego doszedł jeden nowy człon, który ma 

taki efekt, jaki w przypadku nierelatywistycznym miałby dodatkowy potencjał spada-
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j�cy jak trzecia pot�ga odległo�ci. Od tego momentu rachunkowa strona problemu jest 

tej samej kategorii co w teorii Newtona. Jest dodatkowy człon. Daje on ruch peryhe-

lionowy orbit, którego nie powinno by� (w zasadzie!) w teorii Newtona. Równanie z 

równym powodzeniem mo�na zastosowa� do �wiatła kład�c m = 0. 


