Przeptyw cieczy | gazow
(czyli ptynow)



Opis przeptywu cieczy

|dealizacja cieczy rzeczywistej Gazy — gdy przeptywajg powoli mozna
* niescisliwa nie bra¢ pod uwage ich scisliwosci i
* nie posiada lepkosci traktowac je jak niescisliwe ciecze.

Euler: znajomosc¢ predkosci przeptywu w kazdym punkcie cieczy
0 wspotrzednych x, y, z

v, = fi(xy,2.t) v =f,(6y,2,1) U, = f5(x,,2,1)

Lagrange: znajomosc¢ losow okreslonej czgstki cieczy

dx
v, = P dx=vdt= f (x,y,z,t)dt
; dy rownanie to>ru dy = Uydt = f,(x,y,z,t)dt
== |
Todt dz=vdt = f,(x,y,z,t)dt
v, = dz Linia prgdu: krzywa w kazdym punkcie styczna do
dt predkosci cieczy przeptywajacej przez ten punkt.

Przeptyw stacjonarny — uktad linii prgdu nie zalezy od czasu, a wiec
charakteryzuje rownoczes$nie tory przebiegane przez poszczegdlne czastki...



Wigzka przylegajacych do siebie linii prgdu tworzy ,rurke pradu”
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’Ul __________
>
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W przeptywie stacjonarnym masa cieczy zawarta w pewnej objetosci jest
stata, tzn. przez kazdy przekrdj poprzeczny rurki prgdu w jednostce czasu
przeptywa taka sama masa cieczy:
gdzie S — powierzchnia przekroju
m = Svp — const poprzecznego rurki (w dowolnym miejscu),
V- Srednia szybkosc¢ przeptywu cieczy dla
tego przekroju,
p - gestosc cieczy
Dla niescisliwej cieczy idealnej: N . . .
Szybkosc¢ stacjonarnego przeptywu jest wieksza,
Sv=const =——> tam gdzie rurki skupiajg sie za$ mniejsza, gdy sie
rozszerzajq...



Jesli podzieli¢ caty przeptyw cieczy na rurki o jednakowej
(np. jednostkowej) wartosci Sw.

_gs
Szybkosc¢ przeptywu (objeto$é na jednostke czasu) proporcjonalna
do liczby rurek, przecinajgcych jednostke powierzchni przekroju
prostopadtego do przeptywu.

yA
Ax

Ay X

Az
z  Elementarny prostopadtoscian o krawedziach Ax, Ay , Az

W kierunku osi x przez tylng scianke prostopadtoscianu
przeptywa w czasie At objetosc¢:

V(x)=0AyAzAt

Przez Scianke przednig prostopadtoscianu
wyptywa w czasie At objetosc¢:

Vit An) = (v + 27

~ Ax)AyAzAt
ox




Wypadkowy wyptyw wzdtuz x:

oV
AV =" AxAyAzAt
X
Analogicznie wzdtuz kierunkéw vy i z dostaniemy:

8vy

oV
AxAyAzAt AV ==
dy 0z
Dla cieczy niescisliwej objetosc cieczy wptywajacej do prostopadtoscianu,
musi by¢ réwna objetosci cieczy wyptywajgcej z niego, zatem:

AV, +AV +AV =0

AV, = AxAyAzAL

g
AV
o, + -+ o, =V-0=0
ox ay 0z Hydrodynamiczne

L . o rownanie ciggtosci
Analogicznie dla cieczy scisliwej bytoby:

%, %, %,
(pv)+ . (pv)+ _ (pv,)=V(pD)=0
ox dy 0z




Przyspieszenie elementu cieczy

Rownanie Newtona dla elementu o jednostkowej objeto$ci mozna

zapisac¢ w postaci:

p-a

—

/

a — przyspieszenie elementu cieczy
f - sita na jednostke objetosci
P - gestoscC

Jakie sity mogg dziata¢ na element cieczy?
 pochodzace od cisnienia, a wtasciwie zmiany cisnienia na przestrzeni

elementu cieczy

Wypadkowa sita wzdtuz x:

AF, =[p(x) - p(x +Ax)|AyAz

P g Ax AF, = ap — AxAyAz
> - X x N
ays
Sita wzdtuz x na jednostke AF X AF f ap
Ax objetosci (gestosc sity):  Ax AyAz AV x I

Biorgc pod uwage trzy kierunki ]7

gestosc¢ sity wyniesie:

{_

dp dp O
P | g,
ox dy 0z




« zewnetrzne sity zachowawcze dziatajgce na odlegtosc
(sita grawitacji, sita Coulomba) - mozna je opisa¢ za pomocg
potencjatu ¢(x,y,z) na jednostke masy:

— —IO a¢<x,y,z> a¢(x9yaz) a¢(x,y,Z)

= = — v
f p ax ay aZ IO ¢

« zewnetrzne sity niezachowawcze ~

« ,wewnetrzne” sity niezachowawcze np. sita lepkosci f,ep

(prowadzi do wystepowania naprezen scinajagcych w
przeptywajgcej cieczy)

Sumujgc przyczynki od réznych czynnikdw dostajemy:

pi=-Vp-pVeo+f,,

Zajmijmy sie teraz przyblizeniem nielepkiej cieczy (,sucha woda”...)

pi =-Vp—pVe

Sprobujmy znalez¢ przyspieszenie a elementu cieczy. Z pozoru jest to tatwe...




Jak zmienia sie predkos¢ wybranej czastki cieczy?

tor czastki DAt
i A«<—|B
D+ AD

D('x9 y’ Z’ t)
d0 o g o
- szybkos$¢ z jakg predkosé D(X,y,2,t) zmienia sie
of w pewnym ustalonym punkcie przestrzeni (x,y,z)

Jesli element cieczy, w czasie At przemiesci sie od punktu A do punkiu B,
to przesunie sie o v, Atw kierunku x, v, At w kierunku y i v,Atw kierunku z.

Predkosc czastki chwili t w punkcie (x, y, z) D(x, Y, Z, l‘)
Predkos¢ czastki w chwili t+At  D(x + D At, y + vyAt, Z+ VAL + At)

Z doktadnoscig do  O(x + D, Af, y + U At, 7+ VAt 1 + At) =

wyrazow
- . 0D 0D k) 0D
pierwszego rzedu:  — 3(x, y, z,1) + S DAL DAL DA A

X dy 0z ot

u



Stad zmiana predkosci czagstki przy przejsciu z punktu A do B:

Av _d0 00 0D 0D
At ax e ay % dz Ot
Mozna to zapisa¢ w postaci:

AV _ (ODV)D + oD
At

a =

Zatem rownanie ruchu czastki cieczy (przy pominieciu lepkosci) ma postac:

a—v+(vV)v——E—§7¢
ot Yo,

Jesli skorzystamy z
tozsamosci wektorowey:

o oo~ 1 j
(vV)v:(va)xv+§sz O=VXD yoginy
0D . 1%
Y L (VxD)xD+-Vvi=—L Vo
ot 2 Yo,

.y



) - 00 =~ - =1
a—1)+(V><17)><17:—V l1)2+£+§0 lub &)UJFQXU:_V(UZerJr(Dj
ot 2 o, 2 p

Dla przeptywu stacjonarnego (ustalonego) — w kazdym punkcie cieczy predkos¢ sie
nie zmienia (w kazdym punkcie ciecz zostaje zastepowana nowg ciecza, linie pradu
sg ustalone w czasie). Czyli: 0D

-0
ot
Zatem réwnanie ruchu L. e 1 , p .
przyjmie postac: (VX U) XV =-V EU + ; —+ (p (™)

Pomnozmy je skalarnie
(z lewej strony) przez wektor D

Poniewaz wektor (V XD)X D jest prostopadty do wektora D

to lewa strona rownania (**) przyjmuje wartos¢ zero co oznacza, ze dla
przeptywu stacjonarnego 1

U-V| =0 +Z+¢|=0
2 p

Czyli dla matego przesuniecia w kierunku ruchu cieczy
wielkos¢ w nawiasie nie ulega zmianie...




Ale w przeptywie stacjonarnym (ustalonym), wszystkie przesuniecia zachodzg
wzdtuz linii prgdu! Zatem wzdtuz linii pradu zachodzi zwigzek:

;vz + Py @ = const| Twierdzenie Bernoulliego

0

Jesli ruch jest bezwirowy, = (VXD)XD =0
to juz wczesnie)
mogliby$my napisac: (1 p

\Y 502+—+¢ =0
&

p
) V' + 5 +@=const| zachodziw cafej cieczy!

0

Réwnanie Bernoulliego mozna tez wyprowadzi¢ inaczej korzystajgc z zasady
zachowania enerqii...



Twierdzenie Bernoulliego — przejaw zasady zachowania energii

Rozwazmy przeptyw 02__)
wrurce prgdu...  __—+—T 7\
S, Rurka pradu
vV, T A A—\
—
L,At
’§1 >} Tyle ile cieczy ile wptyneto

na jednym koncu
P> rurki musi wyptynagé
na drugim:

Masa cieczy przeptywajgca przez przekrdj S, w czasie At...
Am = p,S,0At = p,S,0,At
g
PS8\, = p,S,0,




Praca wykonana przez cisnienie _ _
W cieczy (sita razy przesuniecie): AW = plSllet pzSzvat

Zmiana energii masy Am przy
przejsciu od powierzchni S, p15101At - pzSzvat = Am(E2 - El) (*)
do powierzchni S,
gdzie, E,, E,— energia przypadajgca na
jednostke masy, odpowiednio
na powierzchni S, oraz S..

Catkowitg energie na jednostke masy cieczy mozna przestawi¢ w postaci sumy
energii kinetycznej, potencjalnej ¢ i pewnej energii wewnetrznej cieczy U.

E:;vz+gp+U

Korzystajac z tego zwigzku wyrazenie (*) mozna zapasac w postaci

SVAr—p.S0At 1 1
pl 1“1 An/lp2 2772 :2022+¢2+U2—21)12+¢1+U1

ae Am= p,S VAt =p,5,0,At wiec:



pl+lvf+qo1+U1=pz+;v§+qo2+U2

P2 P

Dla cieczy niescisliwej i bez lepkosci wyraz z energig wewnetrzng jest
taki sam po obu stronach réwnania i wzdtuz rurki mamy:

P + U+ @ = const| Prawo Bernoulliego

p 2




Wyptyw cieczy z naczynia

p +;p7)2 + p@ = const

Na gérze: 0 =0, P = Dy> =0

Przy otworze: U, ., P =Py, P = —gh

Po Zatem: | I

A ;: /—Iinia pradu Po=Dot 2,00Wyp — pgh

pO\ Stad: Uwyp _ Tg h

Tak jak przy spadku swobodnym!

lle wody wyptywa ze zbiornika w jednostce czasu?

Zdziwitby sie ten kto by myslat, ze wystarczy pomnozy¢ predkos¢ wyptywu przez
czas i rzeczywistg powierzchnie otworu. Strumienh cieczy zaweza sie i w efekcie
wyptyw cieczy zmniejsza sie - dla otworu o przekroju kotowym do ok. 60%...

Dlaczego?



Rozwazmy sytuacje, w ktdrej do srodka naczynia wstawimy rurke

0 pewnym (matym) przekroju S,...
Dotychczas korzystalismy z zasady

Po zachowania enerqii.

Co z zasadg zachowania pedu?

h Wyptywajgca ciecz unosi pewien ped, a zatem
musi na nig dziata¢ pewna sita...
S, S Po Skad sig bierze?

Sita pochodzi od scianek naczynia...

Niech przekrdj strumienia wyniesie: Seﬁ = CBSO

W czasie At z otworu
wyptynie masa Am: Am = OKSO,O vapAt

Unoszony przez ciecz Aﬁ — (OKSO,OU ANV = OASOpUZ At

ped wyniesie: wyp wyp wyp
Zatem na element scianki AP
naczynia naprzeciwko rurki F="=0af, PV’

dziata sita: At P



Sita reakcji dziatajgca na strumien jest rowna sile parcia jaki wywiera ciecz
na powierzchnie scianki S, naprzeciwko otworu (zaktadamy, ze przy
Sciankach ciecz sie praktycznie nie rusza):

F=5,pgh

1l

SOpgh — agopviyp

Ale wiemy, ze U, == [2gh
1y

S, pgh=asS,p2gh

1yt

1
a=—
2
Zatem z takiego otworu wyptynie o potowe mniej cieczy, niz by sie mozna spodziewac!
Ma to znaczenie, jesli chce sie wiedzie¢ ile wody moze wyptyng¢ z beczkowozu
przez otwér o znanej srednicy...



Cisnienie statyczne i dynamiczne

v, \ /
V)
= |:2>
/ \
P Na tym samym poziomie mamy ten sam

+11)2+§0=const
p 2

I SR
p1+;pvf=p2+;pv§:> PP, PO 1)

potencjat ...

swnani p oS
Ale z rbwnania — —> — =" 7l 7L -1
ciggtosci: S =03, PP 7 ! (522 j



Troche doswiadczen ilustrujgcych prawo Bernoulliego

» kuleczka ping-pongowa w strumieniu powietrza l Q
« strumien powietrza pomiedzy kartkami powietrza I

« wcigganie kulki przez lejek...
« efekt Magnusa...i lepkosc¢

.@\

~

N

A
N

walec
staczajgcy sie

po réwni
v, >0 Ir )

P> < P, (T’l_pl > D,

’
4
’ Ii
,

)

Jakosciowe wyjasnienie:

Dzieki lepkosci

obracajacy sie walec ,napedza’
czasteczki powietrza po lewej stronie
| hamuje po prawe;...

Po lewej stronie walca gaz ma
wiekszg predkosc¢, niz po prawej,

to oznacza (zgodnie z prawem
Bernoulliego), ze cisnienie statyczne
PO prawej stronie bedzie wieksze niz
po lewe;...

Wykorzystujg to pitkarze, strzelajac
bramki np. z rzutu roznego...



LepkoscC — tarcie wewnetrzne

F —— Sita oporu ’proporcjonalna
do predkosci ruchu
Powietrze (20 °C) 1,7 *10°N s/m?
Woda (20 °C) 1,0 103N s/m?
Gliceryna (20 °C) 8,5 10" N s/m?
Olej rycynowy (20 °C) 9,7 10" N s/m?
Smota (20 °C) 107N s/m?




Rozwazmy dwie (bliskie siebie) ptaskie ptytki S v, F

z cieczg lepkg pomiedzy nimi... | . . , >
Naprezenie F _ UO v :’ ptyn X
$cinania =1 L

S X . , .
n - wspotczynnik lepkosci S - powierzchnia ptytki

F:—k’l)o gdzie k=77%

Jesli rozwazymy dwie bardzo bliskie warstwy w cieczy to wtedy site scinajgca
(site lepkosci) mozemy przedstawiC w postaci

S >
\ Z)—-—_-I_—ﬁl) F=nS dv dv spadek szybkosci
dx 3y ! | dx Jdx  cieczy w kierunku
D prostopadtym do

przeptywu

»
»



Przeptyw cieczy lepkie| przez (waska) rurke

v

Rozwazmy rurke (struge) cieczy o promieniu r. Niech réznica cisnien na kohcach
elementu takiej rurki (o dtugosci /) wynosi 4p

Sita podirzymujgca przeptyw stacjonarny w takiej rurce wynosi:

2
F =Apar
Wartos¢ sity oporu lepkiego, dziatajgca rurke (Scianki rurki) wynosi:

F,(r)= —ﬂZﬂlr@
dr



Dla przeptywu _ > dv
stacjonarnego E = = Apmr” =—-n2nr

| ”
To rbwnanie okresla A
zaleznosc szybkosci  J 1) = _p rdr
cieczy od odlegtosci 277[
od srodka rurki r
Na powierzchni rurki v
r=R, v(R)=0 — —
W $rodku rurki: v(r) = Idl) - 0l jr dr’
v(0)="v 0 @ 77
+l>. O(r) = Ap (R2 . 7'2) Rozktad predkosci
Shamh o ma ksztatt paraboli!
s Al
L7 : A
> | ) — pR

max 277 l



Objetos¢ cieczy przeptywajacqa przez rurke w jednostce czasu mozna obliczyé
sumujgc przyczynki od pierscieni o gruboéci dr otaczajgcych naszg struge...
Wewnatrz pierscienia predkos¢ wynosi o(r

gi;)vw) :> -——mmymh

R [ R 7]
I = ij 27z7fdr—w Rjrdr jr3dr
0 477[ 2771 B 0 |
Y 4 ] 4
oml | 2 4 Sl
Naczynia krwiono$ne Wzér Poiseuille’a: pozwala okreslic wartosc

- sie¢ kapilarna, przeptyw wspoétczynnika lepkosci 77 z pomiaru ilosci cieczy
napedzany przez serce...  Wyptywajacej z rurki (kapilary)...



