PODSTAWY FIZYKI III
Zadania dodatkowe

do samodzielnego rozwigzania

Uwaga ogolna: polecam zainstalowaé program Mathematica, dostepny dla studentéw FUW na
licencji wydziatowej(https://www.fuw.edu.pl/oprogramowanie-licencje.html) i wykorzystywaé go do
sprawdzania samodzielnych obliczen algebraicznych, obliczania trudniejszych catek oraz tworzenia
wykresow. Szczegodlnie przydatna do wizualizacji zaleznosci pewnych funkcji/wynikéw od

parametréw jest funkcja Manipulate.

Uwaga: w programie Mathematica transformata Fouriera jest zdefiniowana jako f::o dtf(t)ei“’t.

Oznacza to ze TMathematica{f(t)}(w) = Tnasza{f(t)}(_w)-

Zadania z gwiazdkg wykraczajg poza zakres wiedzy wymaganej na kolokwium i egzaminie.

Transformata Fouriera (TF)

P wnNheR

Pokaz, ze TF jest liniowa: F{af (x) + bg(x)} = aF{f (x)} + bF{g(x)}.
Pokaz, ze gdy f(x) = g*(x) to F{f(t)} = (F{g(—x)})*. * oznacza sprzezenie zespolone.
lle wynosi F{f(t)}(0)?
Wyraz za pomoca F{f (x)} i/lub F~1{f (x)}:
FHf (0} = F{F{f (0},
F3Hf 0}
FHf O}
FYf(x)}dlan €N
*Na podstawie powyzszego mozna doj$¢ do wniosku, ze TF odpowiada obrotowi o
/2 reprezentacji funkcji f na ptaszczyznie (x, &) (wraz z przeskalowaniem
amplitudy o czynnik zwigzany z 1/2m). Rozszerzenie do n € R daje tzw. utamkowa
transofrmate Fouriera (ang. fractional Fourier transform), odpowiadajgcg obrotom
na ptaszczyzinie (x, &) o katy rézne od wielkorotnosci /2. Zapoznaj sie z dostepnymi
materiatami o utamkowej transofrmacie Fouriera.
Oblicz TF sygnatéw opisanych funkcjami f(t) = Asin(wyt + @), g(t) = Acos(wyt + @).
Czym réznig sie te TF dla roznych wartosci ¢? Czym rdznig sie widma S(w) tych sygnatéw?
Znajdz transformaty Fouriera réznych funkcji za pomocg programu Mathematica
(analitycznie lub numerycznie). Wykresl ich czesci rzeczywiste i urojone oraz moduty i fazy.
Zbadaj zalezno$¢ od parametréw funkcji (np. od a i b dla f(at + b) korzystajac z

Manipulate.

Wyznacz F {%} (w) (dla f(t) n-krotnie rézniczkowalnej).

Zatdz, ze funkcje w powyzszych wyrazeniach sg catkowalne z kwadratem.

Widmo

8.

Fale monochromatyczng o czestosci optycznej w, przepuszczono przez modulator natezenia,
ktérego natezeniowy wspdtczynnik transmisji (stosunek natezenia swiatta na wyjsciu
modulatora do natezenia Swiatta na wejsciu modulatora) wzrastat kwadratowo od wartosci
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0 do 1 w czasie t;, nastepnie w czasie t, utrzymywat wartosc 1, i w czasie t; malat
kwadratowo do wartosci 0. Jakie widmo $wiatta na wyjsciu modulatora zmierzy idealny
spektrometr? Parametry zaleznosci kwadratowej w pierwszym i ostatnim przedziale czasu,
przyjmij takie, aby minimum paraboli wypadato odpowiedniow t = 0iwt =t; + t, + t3.
Obwiednie impulséw wytwarzanych przez lasery femtosekundowe czesto z dobrym
przyblizeniem opisane s3 zaleznoscig A(t) = Ay sech(t/t) (sech — secans hiperboliczny).
Znajdz zalezno$¢ chwilowego natezenia od czasu I(t) oraz widmo S(w) impulséw tego typu
o czestotliwosci nosnej wg. Znajdz iloczyn szerokosci potowkowych I(t) i S(w). lloczyn ten
nosi angielskg nazwe time-bandwidth product i jest waznym parametrem opisujgcym krotkie
impulsy swiatfa. Dla danego czasu trwania i profilu czasowego impulsu okresla on minimalnag
mozliwg szerokos¢ widma tego impulsu.

Oblicz TBP dla impulséw o obwiedni gaussowskiej.

* W jaki sposob iloczyn szerokosci potéwkowych I(t) i S(w) impulsu moze staé sie wiekszy
od najmniejszej mozliwej wartosci (danej przez TBP)?

Wyznacz i wykres$l widmo, ktére zrejestruje idealny spektrometr, na ktéry skierowano dwa
impulsy o jednakowych obwiedniach gaussowskich i czestosciach nosnych wg, opdznione
wzgledem siebie o czas 7. Jak zmieni sie rejestrowane widmo, gdy opdZnienie pomiedzy
impulsami zwiekszymy o /w,? Zastanéw sie nad fizycznym znaczeniem tego zjawiska.

Rownanie falowe, fala E-M w osrodku
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. Znajdz mody wtasne okragtej membrany o promieniu R. W tym celu zapisz réwnanie falowe
w uktadzie biegunowym (uwaga na postac laplasjanu w uktadzie biegunowym!).
Wyprowadz réwnanie falowe dla indukcji pola magnetycznego w osrodku dielektrycznym i
diamagnetycznym.

Znajdz wyrazenia na cze$¢ rzeczywistg i urojong wspotczynnika zatamania w modelu
Lorentza (aby uprosci¢ wyrazenia mozesz przyjaé, ze Im(n) « Re(n), oraz ze Re(n) = 1.
Jest to przypadek rozrzedzonego gazu). Wykresl (na jednym wykresie) Re(n) i Im(n) w
zaleznosci od w dlawybranych parametréw y, wy modelu Lorentza.

Zaleznos¢ materiatowa pomiedzy polaryzacja dielektryczng a polem elektrycznym postaci
P= so)(ﬁ zaktada natychmiastowg odpowiedZ osrodka na przytozone pole. Pokaz, ze z
zatozenia opdznionej odpowiedzi osrodka: ﬁ(t) =& f_czo)(’(r)ﬁ(t — 1) dt (polaryzacja
osrodka w chwili t jest wypadkowa pobudzen we innych chwilach czasu), wynika, ze osrodek
musi byé dyspersyjny: n(w) # const. Zatéz, ze E(7, t) = E (F)elt.

* W rzeczywistych osrodkach gérna granica catkowania w powyzszym wyrazeniu na ﬁ(t),
powinna wynosi¢ 0, ze wzgledu na przyczynowosc¢: na polaryzacje w chwili czasu t moga
wptywad tylko wczesniejsze pobudzenia osrodka. Z zatozenia o przyczynowosci wynikajg
zwigzki pomiedzy czescig rzeczywistg i urojong przenikalnosci dielektrycznej osrodka, zwane
relacjami Kramersa-Kroniga. Znajdz te zaleznosci, korzystajgc z reprezentacji w przestrzeni
Fouriera. W razie potrzeby skorzystaj z dostepnej literatury.

Zaktadajac harmoniczne oscylacje pola elektrycznego w prozni, E(F, t) = E(#)el®t, znajd?
rownanie na E(?). Jest to tzw. réwnanie Helmholtza. Sprawdz, ze spetnia je m. in. fala ptaska
i fala sferyczna.



Fala E-M w dielektryku i w metalu

19. Bazujac na modelu Lorentza zaleznosci wspdtczynnika zatamania od czestotliwosci
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wprowadza sie tzw. réwnania Sellmeiera postaci:
/12

N
T L
n() Ny ; 1/12+Blz

gdzie A jest dtugoscia fali w prézni wyrazong w um, N liczba wyrazéw przyblizenia, a

parametry ng, 4;, B; sq ustalane na podstawie wynikdw pomiaréow. Wyraz predkos¢

grupoway i dyspersje predkosci grupowej za pomocg parametréw ng, 4;, B;. Dla GaAs

parametry wynosza: ny = 3,5 A; = 7,4969,4, = 1,9347,B, = 0,4082,B, = 37,17. Dla

kwarcu topionegony, = 1 4; = 0,6962,4, = 0,4079,4; = 0,8975,B; = 0,06840,B, =

11,62,B; = 0,8962

e uzywajgc oprogramowania komputerowego wykresl zaleznos¢ wspoétczynnika
zatamania, predkosci grupowe;j i dyspersji predkosci grupowej od dtugosci fali: dla
kwarcu w zakresie 0,25 do 3,5 um, dla GaAs w zakresie 1,411 um.
e wyznacz btad wzgledny wspdtczynnika zatamania dla dtugosci fali 1400 nm,
przymujac jednostkowg niepewnosc¢ dla ostatniej cyfry znaczgcej wspotczynnikow.
Zatéz, ze n jest znane doktadnie.

e Impulsy Swiatfa o centralnych dtugosciach fali 1,4 um zostaty wprowadzone pod
katem 6 z prézni do prostopadtosciennej prébki z ww. materiatéw o grubosci 30 cm.
Znajdz réznice czasow, w ktdrych impulsy opuszczg materiat dla kata & wynoszgcego
a) 0°, b) 45°.

e (zyistnieje dtugosé fali, dla ktérej dyspersja predkosci grupowej materiatu wynosi 0?
Wyznacz predkos¢é grupowq dla impulsu powstatego w wyniku superpozycji dwdch fal
monochromatycznych (o jednakowych apmlitudach) o czestosciach w4, w,. Wartosci
wspdtczynnika zatamania wynosza n(w;) = ny, n(w,) = n,.

Wyraz predkos¢ grupowg poprzez predkosc fazowg i pierwszg pochodng predkosci fazowej
po dtugosci fali.

Znajdz predkosc grupowaq dla fal dla ktdrych predkosc fazowa vy w zaleznosci od dtugosci fali
A (w osrodku):

a) jest stata (np. fala dzwiekowa w powietrzu).

b) vy = av/1 (fala na powierzchni wody).

¢) vr = a/A (poprzeczne wibracje preta).

Pokaz, ze w metalu opisanym modelem Drudego iloczyn predkosci fazowej i grupowej
wynosi c2.

Wyprowadz model Drudego wspdtczynnika zatamania w metalu na podstawie réwnania
ruchu elektronu (analogicznie, jak w modelu Lorentza). Przyjmij, ze na elektron dziata
wytgcznie sita wymuszajgca pochodzaca od pola elektrycznego oraz sita ttumiaca
proporcjonalna do predkosci elektronu.

Korzystajgc z rGwnania ciggtosci pokaz, ze gestosc tadunku w dobrym przewodniku moze
oscylowac wytgcznie z czestoscig plazmowa.

Ptaska fala monochromatyczna o czestos$ci w pada prostopadle na lustro poruszajace sie ze
stafg predkoscia v « ¢ skierowang réwnolegle do wektora falowego fali padajacej. Znajdz
czestosc fali odbitej.



