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²ȅƪƱŀŘ нр - przypomnienie 

ü  promienienie katodowe i anodowe 

ü  ǇǊƻƳƛŜƴƛŜ wƻŜƴǘƎŜƴŀΣ ŘȅŦǊŀƪŎƧŀ ƴŀ ƪǊȅǎȊǘŀƱŀŎƘ  

ü  fale materii ς hipoteza de .ǊƻƎƭƛŜΩŀ 

ü  r-nie Schrodingera 

 interpretacja funkcji falowej 

ü  ǎǘǳŘƴƛŜ ǇƻǘŜƴŎƧŀƱǳΣ м-D, 3-D 

 ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ 

 ǎƪƻƵŎȊƻƴŀ 



Funkcja ɰ ǎǇŜƱƴƛŀ ƴƛŜǊŜƭŀǘȅǿƛǎǘȅŎȊƴŜ Ǌ-nie Schrodingera to 
ᴐ

ςά
Ўɰ ὠᾀȟὸɰ Ὥᴐ

Ὠɰ

Ὠὸ
 

gdzie ὠᾀȟὸ ƻǇƛǎǳƧŜ ǇƻǘŜƴŎƧŀƱ 

²ǊŀŎŀƳȅ Řƻ ǿȅƪƱŀŘǳ нр 

YŀȍŘȅ ǳƪƱŀŘ ƪǿŀƴǘƻǿȅ ƳƻȍŜƳȅ ƻǇƛǎŀŏ ŦǳƴƪŎƧŊ ŦŀƭƻǿŊ 
ɰὼȟώȟᾀȟὸ 

Interpretacja funkcji falowej: 
Å ƎťǎǘƻǏŏ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ὖᾀȟὸ ɰᾀȟὸ  

 
Å interferencja  

 ɰ ɰ ɰȟɰ ɰ ɰ ς2Åɰɰᶻ 
 

Å normalizacja f.f.  ᷿ ɰᾀȟὸ Ὠᾀ ρ 

 

Å ǇǊŊŘ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ 
ᴐ
ɰᶻ

ᶻ

ɰ    



ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀ м-D, 1 

z

()V z

¦ǿŀƎŀΥ ǿ ǘȅƳ ȊŀƎŀŘƴƛŜƴƛǳ ƴƛŜ ȍŊŘŀƳȅ ŎƛŊƎƱƻǏŎƛ ǇƻŎƘƻŘƴȅŎƘ f.fΦ ōƻ ƳŀƳȅ ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴȅ ǎƪƻƪ ǇƻǘŜƴŎƧŀƱǳ 

ὠᾀ  
 π ÄÌÁ ᾀ  

 Њ ÄÌÁ ᾀ  

Dla ᾀ  mamy ᾀ π 

W obszarze ᾀ  ǘǊȊŜōŀ ȊƴŀƭŜȋŏ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ Ǌ-nia 

Schrodingera 
ᴐ

ςά

Ὠ

Ὠᾀ
Ὁ 

czyli 
Ὠ

Ὠᾀ
Ὧ π 

gdzie Ὧ
ᴐ

 

 
wƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ǘƻ 

ᾀ ὃÃÏÓὯᾀ ὄÓÉÎὯᾀ 

CǳƴƪŎƧŀ Ŧŀƭƻǿŀ Ƴǳǎƛ ōȅŏ ŎƛŊƎƱŀΥ 
ὃÃÏÓὯὥȾς ὄÓÉÎὯὥȾς π 
ὃÃÏÓὯὥȾς ὄÓÉÎὯὥȾς π 

/ȊŊǎǘƪŀ ƻ ƳŀǎƛŜ ά ȊŀƳƪƴƛťǘŀ ǿ ƧŜŘƴƻǿȅƳƛŀǊƻǿȅƳ 
ǇǳŘŜƱƪǳΦ 5ƱǳƎƻǏŏ ǇǳŘŜƱƪŀΥ ὥ 



bƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀ м-D, 2 

1

2
cos

z

a a

p
y=

2

2 2
sin

z

a a

p
y =

3

2 3
cos

z

a a

p
y =

nieskoŒczona liczba dyskretnych  

poziom·w energetycznych 

ᾀ ὃÃÏÓὯᾀ ὄÓÉÎὯᾀ 
Ҍ Ǌƽǿƴŀƴƛŀ ŎƛŊƎƱƻǏŎƛ ŘŀƧŊ ŘȅǎƪǊŜǘƴȅ ȊōƛƽǊ ŦǳƴƪŎƧƛ 
ŦŀƭƻǿȅŎƘ ƛ ŜƴŜǊƎƛƛ ŎȊŊǎǘƪƛ 
 

 ᾀ
ς

ὥ
ÃÏÓ
ὲ“ᾀ

ὥ
  ÄÌÁ Î ρȟσȟυȟȣ 

 ᾀ
ς

ὥ
ÓÉÎ
ὲ“ᾀ

ὥ
  ÄÌÁ Î ςȟτȟφȟȣ 

ŦǳƴƪŎƧŜ ŦŀƭƻǿŜ ǎŊ orto-normalne 

  ᶻὨᾀ   

 

 Ὁ
ᴐ
Ὧ

ᴐ
ὲ 

 Ὁ ὲὉ 



ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ƧŀƳƛŜ όƻ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛύ 

/ȊŊǎǘƪŀ ƻ ƳŀǎƛŜ ά umieszczona w jednowymiarowej 
ƧŀƳƛŜ όǎǘǳŘƴƛύ ǇƻǘŜƴŎƧŀƱǳΦ {ȊŜǊƻƪƻǏŏ ǎǘǳŘƴƛΥ ὥ 

ὠᾀ  

 ὠ  ÄÌÁ ᾀ  

 π ÄÌÁ ᾀ  

 ὠ  ÄÌÁ ᾀ  

studnia 1-D o ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛ ὠᾀ 

ὠ 

ὥ

ς
 

ὥ

ς
 

ᾀ 

Ὅ ὍὍ ὍὍὍ 

wƻȊǿŀȍŀƳȅ ǊǳŎƘ ŎȊŊǎǘƪƛ ƻŘŘȊƛŜƭƴƛŜ ǿ ƪŀȍŘȅƳ Ȋ ƻōǎȊŀǊƽǿ Ὅ ὍὍὍ 

 
ᴐ

Ὁ ὠ  ᾀ    (1) 

ᴐ
Ὁ   ᾀ   (2) 

ᴐ
Ὁ ὠ  ᾀ   (3) 



ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ н 

W obszarze II ƪƻǊȊȅǎǘŀƳȅ Ȋ ƎƻǘƻǿȅŎƘ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ Řƭŀ 
ƴƛŜǎƪƻƵŎȊŜƴƛŜ ƎƱťōƻƪƛŜƧ ǎǘǳŘƴƛ  

 ᾀ ὃÃÏÓὯᾀ ὄÓÉÎὯᾀ 

z  Ὧ
ᴐ

 

studnia 1-D o ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛ ὠᾀ 

ὠ 

ὥ

ς
 

ὥ

ς
 

ᾀ 

Ὅ ὍὍ ὍὍὍ 

W obszarach I i III ƳŀƳȅ ŘǿƛŜ ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛ 
1. Ὁ ὠ  ŎȊŊǎǘƪŀ ǎǿƻōƻŘƴŀ 
2. Ὁ ὠ  ŎȊŊǎǘƪŀ ǳǿƛťȊƛƻƴŀ ǿ ƧŀƳƛŜ 
½ŀƧƳƛŜƳȅ ǎƛť ǇǊȊȅǇŀŘƪƛŜƳ нΦ 

W obszarze Ὅ r-nie Schrodingera: 
Ὠ

Ὠᾀ
 π 

gdzie 
ᴐ

 

Ƴŀ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ǿȅƪƱŀŘƴƛŎȊŜ 
 ᾀ ὅὩ ὈὩ  

Analogicznie, 
 ᾀ ὉὩ ὊὩ  

²ȅōƛŜǊŀƳȅ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ȊŀƴƛƪŀƧŊŎŜΥ 
 ᾀ ὈὩ  
 ᾀ ὉὩ  

 
ÀŊŘŀƳȅ ŎƛŊƎƱƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦŀƭƻǿŜƧ ƛ ƧŜƧ ǇƻŎƘƻŘƴŜƧ 
ƴŀ ƎǊŀƴƛŎŀŎƘ ƻōǎȊŀǊƽǿ 

 ὥȾς  ὥȾς 
Ὠ

Ὠᾀ
Ⱦ

Ὠ

Ὠᾀ
Ⱦ

 

To samo dla granicy w ὥȾς. 



ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ о 

studnia 1-D o ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛ ὠᾀ 

ὠ 

ὥ

ς
 

ὥ

ς
 

ᾀ 

Ὅ ὍὍ ὍὍὍ 

5ȊƛŜƭƛƳȅ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ƴŀ ǇŀǊȊȅǎǘŜ ƛ ƴƛŜǇŀǊȊȅǎǘŜΦ ½ŀƧƳƛŜƳȅ ǎƛť 
ǇƛŜǊǿǎȊȅƳƛΦ /ƛŊƎƱƻǏŏ funkcji falowej i jej pochodnej w ὥȾς 
daje 

ὃÃÏÓὯὥȾς ὈὩ Ⱦ  
ὯὃÓÉÎὯὥȾς ὈὩ Ⱦ  

5ȊƛŜƭŊŎ ǇƻǿȅȍǎȊŜ Ǌ-nia stronami dostajemy 
ὯÔÁÎὯὥȾς  

ƛ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀƳȅ Řƻ  
ὯὥȾςÔÁÎὯὥȾς ὥȾς 

 
5ƭŀ ƳƻŘƽǿ ƴƛŜǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴȅŎƘ ŀƴŀƭƻƎƛŎȊƴŜ ǊŀŎƘǳƴƪƛ ŘŀƧŊ 

ὯὥȾςÃÏÔὯὥȾς ὥȾς 

Nowe, bezwymiarowe, zmienne: 
ό ὥȾς 
ὺ ὯὥȾς 

ǇƻȊǿŀƭŀƧŊ ȊŀǇƛǎŀŏ Ǌ-nia ǿȅȍŜƧ ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ 
ό ὺÔÁÎὺ   rozw. symetryczne 
ό ὺÃÏÔὺ  rozw. niesymetryczne 
WŜŘƴƻŎȊŜǏƴƛŜΣ Ȋ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛŜƧ ǘǊŀƴǎǇŀǊŜƴŎƧƛΣ ǿȅƭƛŎȊŀƳȅ 

ό ὺ
άὠὥ

ᴐ
 



ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ п 

ὠ 

 ό ὺ
ᴐ

 

ό ὺÔÁÎὺ   rozw. symetryczne 
ό ὺÃÏÔὺ  rozw. niesymetryczne 
¢ŀƪƛ ȊŜǎǘŀǿ ǊƽǿƴŀƵ Ƨǳȍ ǊŀȊ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƭƛǏƳȅ ǇǊȊȅ ƻƪŀȊƧƛ 
ŀƴŀƭƛȊȅ ŘƛŜƭŜƪǘǊȅŎȊƴŜƎƻ ǇƱŀǎƪƛŜƎƻ ŦŀƭƻǿƻŘǳ ǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŜƎƻ 
όǿȅƪƱŀŘ сύΦ ²ȅǎǘŀǊŎȊȅ ȊǊƻōƛŏ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜƴƛŜ ὺᴼὬὨ, 

όᴼὬὨ oraz 
ᴐ
ᴼὠ ŀōȅ ǎƪƻǊȊȅǎǘŀŏ Ȋ ƎƻǘƻǿȅŎƘ 

ǊƻȊǿƛŊȊŀƵΧ 

Wnioski: 
1. [ƛŎȊōŀ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ ὲ  ƧŜǎǘ ȊŀǿǎȊŜ ǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ƛ ȊŀƭŜȍȅ 

ƻŘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǇŀǊŀƳŜǘǊǳ 
ᴐ
Φ ² ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƻǏŎƛ Řƭŀ 

ᴐ
 ƛǎǘƴƛŜƧŜ ǘȅƭƪƻ ƧŜŘƴƻ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ ς 

ǇƻƧŜŘȅƴŎȊȅ ǎǘŀƴ ȊǿƛŊȊŀƴȅ ǿ ǎǘǳŘƴƛΦ 
2. wƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ƳƻȍŜƳȅ ǇƻƴǳƳŜǊƻǿŀŏ ǇƻŎȊȅƴŀƧŊŎ ƻŘ м 

do ὲ  
3. 9ƴŜǊƎƛŜ ƪƻƭŜƧƴȅŎƘ ǎǘŀƴƽǿ ǊƻǎƴŊ ƴǳƳŜǊŜƳ ƛƴŘŜƪǎǳ 



studnia 1-D o ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛ 
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ὠᾀ 
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ὥ
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ὥ

ς
 

ᾀ 

ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ р 

Wnioski: 
 

1. CǳƴƪŎƧŀ Ŧŀƭƻǿŀ ŎȊŊǎǘƪƛ αǿȅǇŜƱƴƛŀέ ƧŀƳť 
ǇƻǘŜƴŎƧŀƱǳ ς ŎȊŊǎǘƪŀ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴƻŎȊŜǏƴƛŜ ǿ 
ŎŀƱŜƧ ƧŀƳƛŜ ŎƘƻŏ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ 
ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŀ ƧŜƧ ǿ ǇƻǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅŎƘ ƻōǎȊŀǊŀŎƘ 
nie jest takie samo. 

2. CǳƴƪŎƧŜ ŦŀƭƻǿŜ ƳŀƧŊ ƴƛŜȊŜǊƻǿŊ ŀƳǇƭƛǘǳŘť 
ǘŀƪȍŜ ǿ ƻōǎȊŀǊŀŎƘ ƎŘȊƛŜ Ὁ ὠ. W obrazie 
ƪƭŀǎȅŎȊƴȅƳ ƴƛŜ Ƴŀ ǘŀƪƛŜƧ ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛΦ 

3. DƱťōƻƪƻǏŏ αǿƴƛƪŀƴƛŀέ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦŀƭƻǿŜƧ ǿ 
ƻōǎȊŀǊ ƪƭŀǎȅŎȊƴƛŜ ȊŀōǊƻƴƛƻƴȅ ƧŜǎǘ Ǌƽȍƴŀ Řƭŀ 
ǊƽȍƴȅŎƘ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ ς generalna zasada: im 
ōƭƛȍŜƧ ὠ ƧŜǎǘ ŜƴŜǊƎƛŀ ŎȊŊǎǘƪƛ ǘȅƳ ƎƱťōƛŜƧ 
ǇŜƴŜǘǊǳƧŜ ƻƴŀ ƻōǎȊŀǊȅ ǇƻȊŀ ǎǘǳŘƴƛŊ  
 



tƽƱǇǊȊŜǿƻŘƴƛƪƻǿŜ ǎǘǳŘƴƛŜ ƪǿŀƴǘƻǿŜ 

L. Zeng, et al. APL 72 3136-3138 (1998) 

tǊȊȅƪƱŀŘΥ ƭŀǎŜǊ ƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀŎƘ ƪǿŀƴǘƻǿȅŎƘ 



bƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀ о-D, 1 

CǳƴƪŎƧŀ Ŧŀƭƻǿŀ ȊŜǊǳƧŜ ǎƛť ǇƻȊŀ ǇǳŘŜƱƪƛŜƳΦ ²ŜǿƴŊǘǊȊ ǇǳŘŜƱƪŀ ǎȊǳƪŀƳȅ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ ƛƭƻŎȊȅƴƻǿȅŎƘ 
ὼȟώȟᾀ  ὼ ώ ᾀ 

Wstawiamy do r-nia Schrodingera 
ᴐ

ςά
Ў Ὁ 

ƛ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀƳȅ Řƻ 

ρ



Ὠ

Ὠὼ

ρ



Ὠ

Ὠώ
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Ὠ

Ὠᾀ
Ὧ π 

gdzie, ponownie, Ὧ
ᴐ

. 

hǎǘŀǘƴƛŀ ǊƽǿƴƻǏŏ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴƻǿŀȍƴŀ о Ǌ-niom 
Ὠ

Ὠὼ
Ὧ  πȟ Ὥ ὼȟώȟᾀȟ Ὧ Ὧ 

ὠὼȟώȟᾀ  
π dla ὼ ȟ ώ ȟ ᾀ  

Њ ǿǎȊťŘȊƛŜ ƛƴŘȊƛŜƧ 

/ȊŊǎǘƪŀ ƻ ƳŀǎƛŜ ά ȊŀƳƪƴƛťǘŀ ǿ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŜƴƴȅƳ ǇǳŘŜƱƪǳ ƻ ǿȅƳƛŀǊŀŎƘ ὥ ὦ ὧ 



bƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀ о-D, 2 

5ƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ ǿȅƳƛŀǊǳ ǎǘƻǎǳƧŜƳȅ ȊƴŀƴŜ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ǎǘǳŘƴƛ м-D: 

 ὼ
ς

ὥ
ÃÏÓ
ὰ“ὼ

ὥ
  ÄÌÁ ὰ ρȟσȟυȟȣ 

 ὼ
ς

ὥ
ÓÉÎ
ὰ“ὼ

ὥ
  ÄÌÁ ὰ ςȟτȟφȟȣ 

 

 ώ
ς

ὦ
ÃÏÓ
ά“ώ

ὦ
  ÄÌÁ ά ρȟσȟυȟȣ 

 ώ
ς

ὦ
ÓÉÎ
ά“ώ

ὦ
  ÄÌÁ ά ςȟτȟφȟȣ 

 ᾀ
ς

ὧ
ÃÏÓ
ὲ“ᾀ

ὧ
  ÄÌÁ ὲ ρȟσȟυȟȣ 

 ᾀ
ς

ὧ
ÓÉÎ
ὲ“ᾀ

ὧ
  ÄÌÁ ὲ ςȟτȟφȟȣ 

ὰ ρ 

ὰ ς 

ὰ σ 

ά ρ 

ά ς 

ά σ 

ὲ ρ 

ὲ ς 

ὲ σ 

E 

..
. 

..
. ..
. 

ὥ ὦ ὧ 
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ǳƪƱŀŘ jest opisany przez 3 liczby kwantowe 
ὰȟάȟὲ ρȟςȟσȣ 



kropki kwantowe, 1 

Studnia 3-5 ƻ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛ 

Im mniejsze kropki kwantowe tym  

bardziej niebieskie Ŝwiecenie 



kropki kwantowe, 2 

CdSe 

ƧŜƭƛǘƻ ƳȅǎȊȅΣ ǊƽȍƴŜ ƳŀǊƪŜǊȅΥ 
 
actina   ς czerwony 
laminina    - zielony 
ƧŊŘǊƻ ƪƻƳƽǊƪƛ  - niebieski 
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Scanning Tunelling Microscope (STM) 
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Czerwone - atomy Cs na GaAs (110) - niebieskie 

1. generacja 4. generacja 
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M. Fukushima, S. Mayama, and K. Obi, J.Chem.Phys. 96, 44-52 (1992) 
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