Rozwiazania zadan z egzaminu pisemnego z mechaniki kwantowej I
25 stycznia 2005 r.

Zadanie 1.

Zupetny uktad operatoréw przemiennych dla dwuwymiarowego atomu wodoru to H i L.,
czyli bedziemy szuka¢ wspolnych funkeji wlasnych 1(p, ¢) tych operatoréw. Rozwiazanie
rownania L. = mhiy znamy: ¢ = R(p)\/%e"m@, m = 0,£1,+2,.... Po Wstavvieniu

tego rozwiazania do réwnania Hi = Et) otrzymujemy réwnanie radialne <& + %% +
;—’;(E + 5 - %)R = 0. Szukamy rozwiazan dla stanéw zwiazanych, czyli dla E <0,i
wprowadziwszy oznaczenie Kk = _i‘Q‘E, mamy f;g + %?T? + (—Kr* + 2“—“% — 7Z—)R = 0.

Zbadamy postac rozwiazan fizycznych przy p — oo i p — 0. Przy p — oo réwnanie
ma postaé ((11_1; — kR = 0 i z jego ogblnego rozwiagzania R = Ae " 4+ Be" warunek
catkowalnosci z kwadratem prowadzi do rozwiazania R = Ae ". Przy p — 0 réwnanie
ma postac ——i—%%— = = 01i z jego ogolnego rozwiazania R = Cpl™ + Dp~I™l warunek

braku osobliwosci w p = 0 prowadzi do rozwiazania R = Cpl™!.

Po wprowadzeniu wzorem R = pl™e~" u(p) nowej zmiennej zaleznej u réwnanie radialne
(pomijamy proste przeksztalcenia) jest rownowazne réwnaniu

pLE 4+ (2]m| + 1 — 2kp) 2 — [(2fm] + 1)k — 2 Ju = 0.

Poszukajmy rozwiazania tego réwnania w postaci szeregu potegowego u = > 5o, axp®. Na
wspoélczynniki a; otrzymujemy réwnanie:

S ol(k(k — 1) + k(2]m| + 1))appt — (26k + (2|m| + 1) 2’“‘a)akp | =0, czyli

S5 o[k 1)k + 2Jm] + Dagar — (2% -+ 2fm] + 1) — 22)a ]k = 0, skad

(2lm|+2k+1)s— 252 ak+1 ~ 2K
(k+1)(k+2|m|+1) ag. Przy k >> 1 mielibySmy = ~ 2%,

co odpowiadaloby funkcji e?* i prowadzitoby do niecalkowalnej funkcji R ~ e”p Szereg
musi wiec urywac sie dla pewnego k£ =n,, n, = 0,1,2, ..., stajac si¢ wielomianem stopnia

wynika wzér rekurencyjny a1 =

n,, czyli musi zachodzi¢ zwiazek (2|m|+ 2n, + 1) 7 =0, skad k = W
m|4+2n,

Poziomy energetyczne okresla wiec wzor E = —h;ZQ = —;’522, gdzie gtéwna liczba

kwantowa n = 2/m| + 2n, + 1 = 1,3,5,.... Degeneracja poziomu o gtéwnej liczbie

kwantowej n wynosi n, gdyz na tyle sposobéw mozna przy ustalonym n wybraé¢ m i
v = Aplmly, (p)e‘””eim@ Dla stanu podstawowego z n = 1 mamy n, = 0, m = 0,
W = Ae "r gdz1e K1 = i z warunku unormowania 27|A|* [° dppe=>"? = 1 otrzymu-
jemy A = \/8—7”{1

Zadanie 2.

a) [b,b] = [a,al] cosh® B + [af, a] sinh® 3 = cosh® B — sinh? 3 = 1.
b) Poniewaz a' = bf cosh 3 — bsinh 3 i a = bcosh 3 — bf sinh 3, to
H = hw[b'b cosh? 3— (bTbT 4-bb) sinh 3 cosh S+ bbl sinh? 5]+ A[(bTbT +bb)(cosh? F+sinh? 5) —
2(b'b + bb') sinh 3 cosh 3
i podstawiajac z a) bb' = bTb4-1 otrzymujemy H = b'b[hw(cosh? f4sinh? 3)—4\ cosh 3 sinh §]—
(bTbT + bb)[hw sinh 3 cosh 8 — A(cosh? 3 + sinh? 8)] + E.
Jesli wybierzemy fiw sinh 3 cosh 3—\(cosh” B+sinh® 3) = 0, czyli 1hwsinh (23)—A cosh (23) =
0 i ostatecznie tgh 25 = %, to otrzymamy H = hw'b'b + Ey, gdzie hw' = hw cosh (23) —
2\ sinh (20).
Rozwiazanie § = Lartgh % istnieje, jesli |2A| < hw, bo dla rzeczywistych x zawsze

1 tghz to

tgh x| < 1. Poniewaz coshz = ———— i sinhy = 2822
| & | \/ 1—tgh?z \/l—tgth’
/ 1 22 D2
h' = hw——— — 2\ —2e— = hwy/1 — 755.
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c¢) Poniewaz zwiazki komutacyjne dla operatoréw a i b sa takie same, a wartosci energii
dla oscylatora z H,,, = hw(a'a + %) wynosza F, = hw(n + %), n=2012,.., tow tym
zadaniu widmo hamiltonianu H ma postaé¢ E, = hw'n + Ey, n =0,1,2, ....

Zadanie 3. ,
Stanami wlasnymi hamiltonianu Hy = 5—1 sa stany wlasne skladowej momentu pedu
L, = %%, czyli Y9 = \/%e”’w, m = 0,+1,42, ..., prowadzace do E° = %?2 Liczba

kwantowa m musi by¢ catkowita, aby (¢ + 2m) = 1¥(); funkcje 0 sa uktadem ortonor-
malnym: (¢9,v°) = 0k,. Poziomy energetyczne sa dla m # 0 dwukrotnie zdegenerowane
- odpowiadaja im ¥° i¢°

Dla stanu podstawowego z m = 0 mamy E = 0, ¢) = \/% i brak degeneracji. Wtedy
H'py = % (e* + e M) = = Wyl +4°,). Stad Ej = (v, H')) = 0, zas do Ef mamy
wktad tylko od stanéow k£ =21k = —2, czyli

v2
E2 0_ th + 0_ th = Z(F)jzl
Dla plerwszego stanu wzbudzonego z m = +1 mamy E? = —2 i degeneracje dwukrotna z
P = TF e i 2/101 = \/% e, Wtedy:
o B ) e = YOl + oty
HO, = (e ) e = Yo 4ty )
Macierz zaburzenia = (%1’211%?)) (%1’,7{@5_11)) 1 = [ V?? 7;) ] ma wartosci wlasne

Vo

. . 4 1. 1
E{ rowne 22 i —% i odpowiadajace im wektory wlasne Lz ( 1 > i Lz ( ) :

2
Dla E| = % mamy wiec ¢° = %w? b)) = e

™

adla F| = —% odpowiednio ¢° = %(wl PO = %
Zadanie 4.
. . . . . —uB 0
Stanami wlasnymi macierzy diagonalnej H = —uBo, = 0 uB )
(1) dla £ = —uBi 1 dla /' = uB.

iuBt/h
Poniewaz ¢(t = 0) = % ( } ) = %(( (1) ) + ( (1) )), to ¢(t) = % < eith/h )

Prawdopodobieristwo pozostania w stanie ¢(t = 0) ze spinem wzdluz osi x wynosi
Py =(g(t = 0),6(t)|* = |5 (e"BU/" 4 e~ nBUR)|2 = cos? (uBt/h), a prawdopodobiefistwo
odwrécenia spinu P =1— P, =1 — cos? (uBt/h) = sin? (uBt/h).



