Rozwigzania zadan z I kolokwium z mechaniki kwantowej I

Zadanie 1.
Dla tego potencjatu stany zwiazane moga pojawic sig tylko dla energii E < O.
Po podstawienilr(r ) = x(r) rownanie radialne dla stanéw zwiazanych s(czyli z| = 0)
r
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((jjr)z( + f_l—él( E+ad(r—a))x =0 jest rownowazne rownaniom (K = 721/2JE ):
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dd)g< -k?’x. =0 dlar < a, d—X;—KZ)(> =0 dlar > a i warunkom brzegowym:
r r
X-(0)=0, Ilim,  x.(r)=0,
[ [ 2 a
x-(a)=x(a), xi(a)=x.a)-"7x.(a).

Rozwiazania ogdlne tych rGwnan maja posta¢ x. = Asinh(kr )+ Bcosh(kr ), x. =Ce™ + De”
i z warunkow brzegowych otrzymujemy:

B=0, D=0, Ce"®= A sinh(ka), —kCe™ = kAcosh(ka) — Z:G Ce™.
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Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan jest wigc

2Ha —K =kKctgh(ka), czyli 1+ctgh(Ka)El+e te . 2¢ =2 _2Ha

hz eKa _ e—Ka eKa _ e—Ka = 1- e—ZKa hz K !
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awiec e =1- 2Ka.
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Gdy =1, rownanie to nie ma rozwigzan; gdy <1, czyli a > ——, jest doktadnie jedno
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Zadanie 2.
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a) Mamy rozwiaza¢ dla E > 0 rbwnanie Schrédingera bez cza%u‘é—l +2—/j( E-V(x)y =0
X

. [0 O<x<a( : . .
z potencjatemV (X) = 0. Otrzymujemy wigc (/=0 w obszarze poza studnia (w obszarze z
[P0 pozostale]

2

2
V = o0) i wewnatrz studni (w obszarze 0 <x < a) réwnaniei’j v +kp =0, gdziek = N Z#E , oraz
X

warunki brzegowe (zszyciai(0)=0, y(a)=0.



Ogolne rozwiazanie tego rownania { = Asin( kx)+ Bcos(kx) jest niezerowe i spetnia warunki brzegowe,
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jesli B=0, sin(ka)=0, czyli k = n_n' n=1,2, 3, ... Warunek normalizacﬂt,u |> dx=1 prowadzi do
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b) Poniewaz %sin(z?nx)cos(—) \/5 (sm(—) + s1n( )) wiec W(t=0)= NG ((,ll1 +,),

(Eit =

czyli WY(t)= 7 (L,Ule h +L,t13e " ). Prawdopodobienstwo wystapienia w stanie o energii E; wynosi
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Pl:|i|2=1, 3:|i|2:1,asredn1aenerg1a<E>—PE +RBE; —l(hﬂ2 9h7T2):5h7'[; .
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Zadanie 3.

a) L, =%, -%,, L, =%, -5, L, =%, -0, gdzie[% % 1=0, [P,,D;1=0, [%,D;]=iro, .
Poniewaz [AB,C] = A[B,C]+[A,C]B, [ABC]=[ABIC + B[AC]oraz[AB] = -[B,A], to (pomijajac "):
[L.Ly1=1YP, = 2Zp,,Zp, = XP,1= Y[ P, .ZIP, + YA P, . P, 1+ [ Y:ZIP, P, + 4 Y, P IR, =V P, .XIP, *

—yx{p,.p, 1-[Yy.XIp.p, =X Y.P. 1P, — 4P, .ZIp, — 24 p,.P, 1~ [2Z]P, P, —Z4z,p,IP, +Z P, .X]P, +
+2{p,,p, 1 +[ZX]p,p, + X z,p,1P, =iA(-yp, +Xp, ) =1AL,.
Z ogolnej zasady nieoznaczonosci: jesli dla hermitowskich operatorow A,B,C zachodzi A, B] =iC,tow

dowolnym stanieo .0, 2 % |< C >|, gdzie $rednie odchylenie standardowe np. dla wielkosci A

zdefiniowane jest przea , :\/<(A—< A>)? > =J<A>Z —< A>?,

. h
W naszym wypadku mamy wigc 0 O L 2 5 <L, >.
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b) Poniewazdla L, =L + iIA_y mamy IA_il,UIm ~ U, s> to Warto$¢ oczekiwana w stanie
Y,wynosi< L, >= (Y, , |:+I,U|m) =0=< L, >+i<L, > izewzglgdu narzeczywistos¢
wartos$ci §rednich wielkos$ci fizycznych reprezentowanych przez operatory hermitowskie mamy
< LX >=0=x<L >.
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Analogicznie ze wzgleduna < L2 >=0=<L’ - Lf, >+i<L,L, +L,L, > otrzymujemy< L2 >=< Lf, >
oraz<L,L, +L L, >=0. Stad w staniel;,, mamy
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<L>=<L? >:§<L§+L2y >=Z<[2-12 >=7[I(I+1)—m2]
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zasada nieoznaczonosci 0, 0, 2 > | m|, gdyz nierownosé (1 +1) —m? 2 m| jest rownowazna
X y

2
orazo, =0, = I(1+1)-m? . Wtedyo, o, = %[I(I +1)-m?’Joraz< L, >=m# i speliona jest

nierownosci I(1 +1)—| m| (] m| +1) = 0, ktora jest stuszna, gdyz | m|< I.



