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Zadania na kolejne cztery tygodnie (VI-IX):
Temat gªówny: równania Lagrange'a

1. równania Lagrange'a I rodzaju

Zad. 1. Dwa punkty materialne (m1, m2) poª¡czone sztywnym (niewa»kim) pr¦tem o
dªugo±ci l na gªadkich prostych x = 0 i x = y. Przyspieszenie ziemskie ~g = −g~ey. Wypisa¢
równania ruchu Lagrange'a I rodzaju, wyznaczy¢ poªo»enie równowagi i siªy reakcji wi¦zów
w tym poªo»eniu.

Zad. 2. Punkt materialny na sto»ku koªowym o k¡cie rozwarcia 2α i osi pionowej do góry.
Wypisa¢ równania Lagrange'a I rodzaju, sprowadzi¢ ruch do kwadratur i przedyskutowa¢
go. Znale¹¢ siª¦ reakcji w zale»no±ci od poªo»enia punktu.

Zad. 3. Punkt materialny zsuwa si¦ po zewn¦trznej powierzchni kuli o promieniu R (wi¦zy
jednostronne). Wyznaczy¢ siª¦ reakcji w zale»no±ci od poªo»enia i okre±li¢ punkt oderwania
si¦ od kuli.

2. równania Lagrange'a II rodzaju, zasady zachowania

Zad. 4. Na gªadkiej pªaszczy¹nie poziomej znajduje si¦ klin o masie M i k¡cie nachylenia α,
poª¡czony poziom¡ spr¦»yn¡ o wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k i dªugo±ci w stanie nienapi¦tym
l0 z pionow¡ ±cian¡. Po gªadkim klinie (równi) �zsuwa� si¦ ciaªo o masie m, przyspieszenie
ziemskie ~g. Znale¹¢ lagran»jan, wypisa¢ i rozwi¡za¢ równania Lagrange'a II rodzaju.

Zad. 5. Wyznaczy¢ caªki ruchu w przypadku cz¡stki o ªadunku q w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji ~B = B~ez przy opisie ruchu:

a) w ukªadzie walcowym z ~A = 1
2
~B × ~r,

b) w ukªadzie kartezja«skim z ~A = Bx~ey.

Zad. 6. Punkt materialny na gªadkim okr¦gu obracaj¡cym si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡
wokóª pionowej ±rednicy. Znale¹¢ lagran»jan, zachowywan¡ energi¦ uogólnion¡ i efektywn¡
energi¦ potencjaln¡. Wyznaczy¢ poªo»enia równowagi, zbada¢ ich trwaªo±¢ i wyznaczy¢
cz¦sto±ci maªych drga« wokóª poªo»e« równowagi trwaªej.

3. maªe drgania (na wykªadzie b¦dzie wahadlo podwójne)

Zad. 7. Wzdªu» prostej pionowej mamy na ko«cu spr¦»yny punkt materialny o masie m,
do którego podwieszona jest druga identyczna spr¦»yna z punktem materialnym m. Wspóª-
czynniki spr¦»ysto±ci spr¦»yn k, dªugo±ci w stanie nienapi¦tym l0, przyspieszenie ziemskie ~g.
Wyznaczy¢ poªo»enia równowagi i maªe drgania wokóª nich.

Zad. 8. Wahadªo sympatyczne, czyli dwa wahadªa matematyczne pªaskie zawieszone w
odlegªo±ci l0 i poªaczone na dole spr¦»yn¡ o dªugo±ci l0 i wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k.

Zad. 9. Przeanalizowa¢ maªe drgania liniowej cz¡steczki (np. CO 2) o lagran»janie L =
1
2
(mẋ2
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3) + V (x1 − x2) + V (x3 − x2). (Nie jest istotna dokªadna posta¢ funkcji

V - wystarczy zna¢ warto±¢ d2V
dx2 w punkcie odpowiadaj¡cym minimum energii potencjalnej).

Zad. 10. (zadanie trudniejsze - rezerwowe) Dwie gwiazdy o masach m1 i m2 poruszaj¡ si¦
po okr¦gach wokóª ich ±rodka masy, przy czym odlegªo±¢ mi¦dzy gwiazdami wynosi a. W
ukªadzie odniesienia, w którym gwiazdy s¡ nieruchome, znale¹¢ takie punkty, »e umieszczony
w nich punkt materialny pozostaje nieruchomy. Ograniczy¢ si¦ do punktów nie le»¡cych
na prostej ª¡cz¡cej gwiazdy (te poªo»enia równowagi nosz¡ nazw¦ punktów Lagrange'a).
Przeanalizowa¢ trwaªo±¢ poªo»e« równowagi (oprócz siªy od±rodkowej istotna jest tu tak»e
siªa Coriolisa).
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