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Zadanie 1

W przestrzeni wektorowej Wo(R) wielomianéw stopnia nie przewyzszajacego 2 wprowadzamy iloczyn skalarny
za POIMoOCcy Wzoru

pheWa®) = (h)= [ gl da

a. Sprawdzi¢, ze jest to ,,dobry” iloczyn skalarny.
b. Za pomoca procedury Grama-Schmidta zortonormalizowaé baze fo(x) = 1, fi(z) = x, fao(z) = 2.

Zadanie 2

Znalezé unormowane funkcje wlasne operatora

. d
T=kaz+—
x+d:c

oraz odpowiadajace im wartos$ci wtasne. Jaki powinien by¢ wymiar stalej k7 Jaki wymiar beda mie¢ wartosci
wlasne?

Zadanie 3
Pokazaé, ze jesli transformatami Fouriera funkeji h(z) i g(z) sa odpowiednio funkcje H(k) i G(k), to
transformata splotu funkcji h i g

(h*g)(z) = /h(T)g(ac —7)dr

1
V2
jest rowna iloczynowi H (k)G(k) ich transformat.

Zadanie 4
Dla funkcji

0 dla |z| > a,
flz) = bx/a+b dla —a<z<0,
—bx/a+b dlad<z<a

1. znalez¢ b (w zaleznosci od a) tak, aby funkcja f byla unormowana,;
2. znalez¢ ciagly transformate Fouriera F'(k) funkeji f(z), czyli wspdlezynniki w rozkladzie f na fale ptaskie

1 1kx
f(z) = E/F(k)e ke dk.

Zadania dodatkowe

Zadanie 5
Pokazaé, ze funkcja

FOV = /wu + Na2(z 4+ A) da,

gdzie ¢ (x) jest pewng unormowang funkcja, przyjmuje warto$¢ minimalng dla A\g = (x) = (¢, z¢). Ile wynosi
ta wartos$¢?



Odpowiedzi

Clo(z) =1, b (z) =2 — 1, lr(2) = § (2® — 4z + 2) — czyli Laguerre’y, ale inaczej unormowane.

. 7 K*xg+ % = \¢ przez rozdzielenie zmiennych % = (A — k%) dx, skad ¢(z) = Cexp (A\x — k222 /2).
Normujac C' = 7~ /*\/kexp (—\?/(2k?)) — chyba. Widmo ciagte.

. 7 definicji od razu wida¢, po odpowiedniej zamianie zmiennych.
. b=/5;z calki F(k) = \/% [°, f(x)e= ™ dz pracowicie liczac dostaniemy (jesli sie nie pomylitem)
F(k) =24/ %ﬁ sin? ’“2—“

(@ N)2PP(x + N) de = [ (z)(x — N)2P(x) dz, czyli (x?) — 2X\(x) + A2, co ze wzgledu na A ma
warto$é minimalng dla A\g = (x) (warto$é ta wynosi wowezas (r2) — (x)? = Var(z) = o2(z)).



