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1. Ukªad kwantowy znajdowaª si¦ w stanie opisanym funkcj¡ falow¡ ψ(x), gdy wyko-

nano na nim pomiar poªo»enia, tj. podziaªano na« operatorem poªo»enia x̂ i otrzy-

mano warto±¢ x (zakªadamy, »e opisywany ukªad kwantowy jest jednowymiarowy w

przestrzeni rzeczywistej). Jaki b¦dzie stan ukªadu zaraz po pomiarze? Zapisa¢ jego

funkcj¦ falow¡ ψpo(x) w reprezentacji poªo»eniowej. Je±li natychmiast po pomia-

rze poªo»enia wykonamy pomiar p¦du, tj. na stan po pomiarze ψpo(x) podziaªamy

operatorem p¦du p̂, to jakie mo»liwe warto±ci p¦du mo»na znale¹¢? Gdyby±my nie

podziaªali operatorem p¦du, jak b¦dzie wygl¡daªa ewolucja w czasie tego ukªadu

po pomiarze ψpo(x)? Tzn, znale¹¢ jawnie zale»no±¢ funkcji falowej od czasu (masa

cz¡stki wynosi m a hamiltonian swobodny ma posta¢ Ĥ = p̂2/2m). Co b¦dzie, gdy

odwrócimy kolejno±¢ i wpierw na stan o funkcji falowej ψ(x) podziaªamy operatorem

p¦du, i natychmiast pó¹niej operatorem poªo»enia? Jakie wtedy s¡ mo»liwe wyniki

pomiaru poªo»enia? Jak b¦dzie wygl¡da¢ ewolucja w czasie tego ukªadu po pomiarze

tylko p¦du? Wsk. do oblicze« wygodnie jest u»y¢ gaussowskiej reprezentacji funkcji

(dystrybucji) δ-Diraca.

2. Impuls o dªugo±ci 1 m zawiera 103 cz¡stek α (j¡dra 4He). W chwili t = 0 ka»da z

nich znajduje si¦ w stanie opisanym funkcj¡ jedn¡ falow¡

ψ(x, t = 0) =

{
1
10e

ik0x, dla |x| ≤ 50cm

0 pozostaªe,

gdzie k0 = π/50 1/cm. a) Ile cz¡stek α w chwili t = 0 ma p¦d w przedziale (0 <

~k < ~k0)? b) Jakie warto±ci p¦du nie zostan¡ zmierzone w chwili t = 0. c) Opisz

eksperyment przygotowuj¡cy taki stan. d) Znajd¹ ∆x i ∆p dla tego stanu. Okre±l

warto±¢ ∆x∆p. e) Znajd¹ ewolucj¦ w czasie tej funkcji falowej (mas¦ cz¡stek α znajd¹

w tablicach).

3. Wiedz¡c, »e funkcja ψ(x) = (1/πa2)1/4e−x
2/2a2

jest funkcj¡ falow¡ b¦d¡c¡ rozwi¡-

zaniem o najni»szej energii E = ~ω/2 jednowymiarowego równania Schrödingera z

potencjaªem V (x) znale¹¢ funkcj¦ V (x). Przyj¡¢ za dane a, ω i mas¦ cz¡stki m.

4. (zadanie dodatkowe lecz wa»ne!) Wiele problemów w mechanice kwantowej polega

na rozwi¡zaniu równania Schrödingera bez czasu, gdzie potencjaª V (x) jest zadany

pewn¡ funkcj¡. Aby rozwi¡za¢ to równanie ró»niczkowe, wykorzystuje si¦ metod¦

Frobeniusa, która polega na szukaniu rozwi¡zania w postaci szeregu pot¦gowego

y(x) =
∑∞

k=0 ak(x−x0)λ+k wokóª punktu x0 (jest to punkt zwyczajny lub co najwy»ej

osobliwy regularny). Trzeba znale¹¢ λ oraz wspóªczynniki ak, z a0 6= 0. Prze¢wiczymy
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t¦ metod¦ na równaniu klasycznego oscylatora harmonicznego

d2y(x)
dx2

+ ω2y(x) = 0,

o dobrze znanych rozwi¡zaniach y = sinωx i y = cosωx. Znale¹¢ rozwi¡zanie tego

równania szukaj¡c go w postaci rozwini¦cia wokóª punktu x0 = 0, tj.

y =
∞∑
k=0

akx
λ+k.

Podstawi¢ ten szereg do równania i poprzez dwukrotne ró»niczkowanie znale¹¢ wa-

runek na warto±ci λ oraz warunki rekurencyjne na ak. Zauwa»y¢, »e warunki re-

kurencyjne separuj¡ si¦ dla k parzystych i nieparzystych. Wybieraj¡c odpowiednio

a0 6= 0 i a1 = 0 oraz ró»ne warto±ci dozwolonych λ, znale¹¢ dwa liniowo niezale»ne

rozwi¡zania i sprawdzi¢, »e odpowiednie szeregi sumuj¡ si¦ do funkcji sinus i kosinus.
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