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ZADANIA Z MECHANIKI!

!Tu zamieszczam wszystkie zadania, takze te, ktére sa przerabiane na zajeciach (rozwiazania tych
zadan sa zamieszczone w dalszej czeéci tego pliku). Symbol £ nie oznacza, ze jest to zadanie “radzieckie”
(choé¢ niektére z nich takie sa) tylko co$ innego.



1 KINEMATYKA

Zadanie 1.1%
Dane sa cztery wektory A, B, C oraz D. Wyrazi¢ wielkosé

(A xB)-(CxD)
przez same iloczyny skalarne tych wektoréow. Przedstawi¢ wektor
(A xB)x(CxD)

w postaci kombinacji liniowej wyrazen, z ktérych wystepuje tylko po jednym iloczynie
wektorowym dwu wektorow.

Zadanie 1.2%
Dany jest tor r = r(\), gdzie A jest jakim$ parametrem. Wiadomo, ze przy dowolnej
wartosci A

dr dr

r-azo oraz rxa:O.

Pokazaé, ze tor taki jest po prostu punktem (tzn. ze r(\) jest stalym wektorem).

Zadanie 1.3%

Dany jest uktad wspéhrzednych (x,y) na plaszezyznie oraz okrag o promieniu R i srodku
w punkcie (0,0). Dana jest tez prosta p styczna do okregu, ktéra toczy sie po nim bez
poslizgu. (Bez poslizgu to znaczy, ze jesli w dwu réznych chwilach czasu zaznaczymy i
na okregu i na prostej punkty stycznosci, to odlegtos¢ miedzy tymi punktami na prostej
bedzie réwna dlugosci tuku pomiedzy punktami stycznosci na okregu). Biegunowy kat «
wyznaczajacy punkt stycznosci prostej p z okregiem zmienia sie z czasem: a = a(t). W
chwili ¢ = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R, 0), tj. «(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili ¢ = 0 wspétrzedne (R, y4). Znalezé jego wspotrzedne w dowolnej chwili czasu.

Zadanie 1.4%

Wyprowadzi¢ wzory na sktadowe wektorow predkosci i przyspieszania we wspdtrzednych
biegunowych (r, @) na plaszczyznie i we wspélrzednych sferycznych (r, 0, o) w przestrzeni
tréjwymiarowe;.

Zadanie 1.5%

Podaé (tj. wyprowadzi¢) wzory na wszystkie trzy kartezjanskie sktadowe L¢ wektora (or-
bitalnego) momentu pedu czastki o masie m wyrazone przez: a) zmienne (i ich pochodne
po czasie) p, ¢, z cylindrycznego uktadu wspétrzednych, b) zmienne (i ich pochodne) r,
0, ¢ sferycznego uktadu wspéhrzednych. W obu przypadkach podaé takze wzory na L2.
Podac¢ takze sktadowe wektora L w bazach wersoréw e,, e, e, oraz e,, ey, e, zwigzanych
z tymi uktadami wspoélrzednych wyrazone przez zmienne tychze uktadow.



Zadanie 1.6%
W uktadzie kartezjanskim tensor elastycznych odksztalcen ciata ma sktadowe

=5 (5 + )

gdzie u;(x) to skladowe wektora przemieszczen. Rozpatrujac cialo plaskie mogace od-
ksztalcaé sie tylko w plaszczyznie xy = x119 wyprowadzié¢ sktadowe tensora odksztalcen
w uktadzie cylindrycznym wyrazajac je oczywiscie przez pochodne po zmiennych r i ¢
skltadowych wektora przemieszczen w tymze ukladzie.?

Zadanie 1.7%
Wyprowadzi¢ wzory wyrazajace wspotczynniki rozktadu wektora predkosci v, wektora
przyspieszenia a oraz pochodnej po czasie a wektora przyspieszenia na trzy ortonormalne
wektory
dr dt
—, n=p—, n=1, oraz b=txn,
dl P M
(dl v = |v|,jest tu rézniczka dlugosci toru), przez szybkosé v = |v|, promien p (lokalnej)
krzywizny toru, ich pochodne po czasie oraz skrecenie (torsje) 7. Promien p krzywizny i
skrecenie T sg zdefiniowane zwigzkami

dt 1 dn

— = - — =at b.
i pn, dl at+T1

[
Il

Wspétezynnik v w drugim zwiazku nie jest niezalezny od p i 7 i trzeba go wyznaczy¢.?

Zadanie 1.8%

Ptaska kolista tarcza obraca sie wokol prostopadlej do niej osi ze stata predkoscia katowa
w. Od érodka tarczy rusza zuczek* i podaza ku jej brzegowi ze stala predkoécia, vy skiero-
wana wzdhiz promienia tarczy. Jak wyglada ruch zuczka w nieruchomym kartezjanskim

2Wystarczy zajaé sie przypadkiem dwuwymiarowym, zeby zobaczyé, jak to robi¢. Rachunki sa do$é
zmudne, a przypadek trzech wymiaréw nic od strony koncepcyjnej by nie wniést; wzory w trzech wymia-
rach w ukladach cylindrycznym i sferycznym mozna znalezé w Teorii sprezystosci Landaua i Lifszyca (tom
VII ich stawetnego Kursu fizyki teoretycznej). Zauwazmy jeszcze, ze tensor jest obiektem geometrycznym.
Jedli ograniczamy sie do ortogonalnych ukladéw krzywoliniowych i postugujemy unormowanymi wekto-
rami bazowymi zwigzanymi z takim ukladem, mozna tensor odksztalcen U traktowac jak “biwektor”

U:%(?®u+u®V).

V jest tu “wektorem” gradientu, a strzatka nad nim pokazuje, w ktéra strone dziala zwiazane z nim
rézniczkowanie.

3Parametryzacja krzywej jej dlugoécia ! jest dla matematykéw “kanoniczna”. Ich naogél intere-
suje nastepujace zagadnienie: majac zadane p i 7 jako funkcje dlugosci, zrekonstruowaé sama krzywa
(oczywiscie p i 7 wyznaczaja krzywa tylko dokladnoscia do jej dowolnego przesuniecia i dowolnego ob-
rotu jako calosci).

4Zuczek gnojarek z muszka plujka na grzbiecie, zgodnie z posenka “Muszka plujka i zuczek gnojarek//
stanowili doé¢ dobrana pare...”



ukladzie (ktérego poczatek pokrywa sie ze srodkiem tarczy)? ZnaleZé nastepnie w tym
nieruchomym uktadzie:

a) wzory zadajace ruch we wspéhrzednych biegunowych (r, ¢),

b) réwnanie toru, po ktérym porusza sie punkt (zaréwno we we wspéhrzednych bieguno-
wych jak i kartezjanskich),

c) skltadowe radialng i transwersalng wektoréw predkosci (v) i przyspieszenia (a), tzn.
rzuty tych wektoréw na wersory e, i e, ukladu biegunowego,

d) |v| oraz |al,

e) wektory styczny t i normalny n do toru ruchu w kazdym jego punkcie (zob. Zada-
nie 1.1), oraz skladowe a; = a - t i a, = a - n wektora przyspieszenia a,

f) zaleznosé promienia krzywizny toru p od czasu (i sprawdzi¢ tym samym zwiazek
an = v?/p),

g) dtugosé toru zakreslanego przez zuczka w nieruchomym ukladzie w funkeji czasu t.

Zadanie 1.9%

Wiedzac, ze podczas ptaskiego ruchu czastki kat pomiedzy kierunkiem jej wektora wodzacego
r i wektorem jej predkosci v jest staly (i réwny «) znalezé we wspéhrzednych biegunowych:
a) wzér na tor czastki,

b) dlugosé toru w funkeji potozenia czastki.

Przyja¢ jako warunki poczatkowe ©(0) = 0 i 7(0) = ro. Zaleznosé szybkosci |v(t)| od
czasu moze by¢ dowolna.

Zadanie 1.10%

Wyznaczy¢ tor, po jakim powinien z predkoscia wieksza of predkosci dzwieku lecie¢ sa-
molot, by do obserwatora stojacego na ziemi dzwiek silnika samolotu dochodzil z calego
toru w tej samej chwili.

Zadanie 1.11%

Zmalez¢ i przedyskutowaé tor i ruch psa, ktéry goni zajaca uciekajacego z predkoscia v

po prostej. Pies biegnie z predkoscia c taka, ze jest ona stale skierowana w strone zajaca.

Zbada¢ kiedy pies zajaca dogoni i poda¢ punkt i chwile zlapania szaraka.

Wskazowka: Wybrac¢ uktad wspolrzednych kartezjanskich xy tak, by w chwili poczatkowe;j
t = 0 pies byt w poczatku ukltadu, a zajac w punkcie (a,0); prosta po ktérej ucieka zajac

jest wtedy prosta x = a. Wykazac, ze zachodzi zwiazek

@_ 1
dr  a—=x

v [* dy\”
—y+ - / doy[1+ (—y)
cJo dz
i stad, rézniczkujac, uzyska¢ rézniczkowe réwnanie wyznaczajace tor.

Zadanie 1.12%

Lustro wody w studni obniza sie ze stala predkoscia w. W chwili t = 0, gdy lustro wody
znajdowalo sie na pewnej nieznanej glebokosci, do studni upuszczono (tzn. puszczono z
zerowa, predkoscia poczatkowa) kamien. Odglos plusniecia tego kamienia o lustro wody



dotarldo spuszczajacego kamien w chwili ¢;. Po czasie T od upuszczenia pierwszego
kamienia upuszczono drugi kamien, odgtos plusniecia ktorego dotartdo spuszczajacego go
w chwili T+ t5. Przyjmujac, ze (stala) predkosé dzwieku w powietrzu jest réwna v, (i
znana) obliczy¢ na podstawie podanych danych predkosé w opadania lustra wody.

Zadanie 1.13

Nad punktem P na ziemi z samolotu lecacego na stalej wysokosci H z predkoscia v
wyskoczyt spadochroniarz i otworzyt spadochron po czasie t;, na ziemi zas wyladowalpo
czasie ty (od opuszczenia samolotu). Zaktadajac, ze od otwarcia spadochronu spadat on
ze staly predkoscia u znalezé:

1) predkosé samolotu wzgledem skoczka w funkeji czasu

2) odlegtosé samolot-skoczek w funkcji czasu

3) ruch skoczka wzgledem punktu P.

(Wszystkie te wielkosci wygodnie jest przedstawié graficznie).

Zadanie 1.14%

Ustawione na ziemi dzialo moze wystrzeliwa¢ pociski o poczatkowej szybkosci v w pod
dowolnym katem w stosunku do plaszczyzny horyzontu i w dowolnym kierunku azymu-
talnym. Pomijajac wpltyw sily Coriolisa wyznaczy¢ rownanie powierzchni ograniczajacej
obszar, do kazdego punktu ktérego pocisk moze dotrzec.

Zadanie 1.15%

Punkt porusza sie ze stala szybkoscia v po lezacej w plaszczyznie (z, y) krzywej o réwnaniu
y(r) = (2/3)ax®? (a > 0). Podaé zaleznosé od czasu wspéhzednych z i y jego potozenia
przyjmuaé, ze x(0) = 0. Podaé¢ kartezjanskie sktadowe wektora v predkosci i wektora a
przyspieszenia punktu oraz sktadowe przyspieszenia styczna i normalna do toru. Wyzna-
czy¢ takze promien p krzywizny toru punktu jako funkcji jej ditugosci (.

Zadanie 1.16%

Turysta wchodzi na gérke, ktérej zbocze wznosi sie zgodnie ze wzorem z(z) = y/ax, gdzie
a > 0, przy czym skladowa jego predkosci w kierunku pionowym jest stata i réwna wu.
Oblicz czas, po ktérym turysta rozpoczynajac z punktu o x = 0 dotrze do schroniska
znajdujacego sie na zboczu na wysokosci h. Podaj wspétrzedne (z, z) polozenia turysty w
kazdej chwili czasu a takze jego predkos¢ i przyspieszenie. Jaka droge pokona docierajac
do schroniska? Wyznacz takze krzywizne zbocza jako funkcje wysokosci z.

2 CALKOWANIE ROWNAN RUCHU

Zadanie 2.1%

Punkt materialny o masie m porusza sie ruchem jednostajnym, tj. ze stala wartoscia
predkosci |v|, po okregu o promieniu Ry (okrag potozony jest horyzontalnie). Na punkt
ten dziala sita oporu F,, = —kv oraz inna zewnetrzna sita F pozwalajaca punktowi
utrzymywac statg predkos¢. Znalez¢ prace jaka wykonuje sita oporu F,, podczas jednego
obiegu punktu wokot okregu. Jaka prace wykonuje wtedy sita zewnetrzna F? Przyjmujac



nastepnie, ze sita oporu znika, obliczy¢ prace, jaka wykona¢ musi zewnetrzna sita F, by
spowodowaé zmiane z Ry na R; promienia okregu, po ktorym krazy masa m.

Zadanie 2.2%

Cialu o masie m nadano predkosé¢ u skierowana pod katem a do powierzchni ziemi.
Przyjmujac, ze istotna jest tylko pozioma skladowa sity oporu, ktéra jest proporcjonalna
do poziomej sktadowej predkosci ciala, znalezé¢ zasieg takiego rzutu uko$nego w funkcji
kata a. Pokaza¢, ze odlegtos¢ w kierunku poziomym przebyta przez cialo do momentu
osiagniecia przez nie maksymalnej wysokosci jest wieksza od polowy zasiegu.

Zadanie 2.3%

Po réwni pochylej o kacie nachylenia do poziomu réwnym « zsuwa sie klocek o masie
m, na ktory dziala sita oporu F = —mxkv. Znalez¢ polozenia klocka w funkcji czasu
jesli w chwili ¢ = 0 znajdowatl sie on na wysokosci h. Sprawdzié¢, ze w granicy k — 0
dostaje sie “szkolne” rozwiazanie. Obliczy¢ strate energii mechanicznej (kinetycznej plus
potencjalnej) w funkeji czasu i poréwnaé ja z praca wykonana przez site oporu.

Zadanie 2.4%

Pocisk o masie m i skierowanej horyzontalnie (w stosunku do pola grawitacji g) predkosci
v wpada do akwarium wypelnionego gesta ciecza, w ktérej dziata nan sita oporu F,, =
—kv (k > 0. Znalez¢ polozenie punktu (glebokos¢, na jakiej sie on znajduje), w ktérym
pocisk uderzy w przeciwlegla scianke akwarium odlegta od punktu wlotu o d.

Zadanie 2.5%
Na ciato o masie m i predkosci poczatkowej v(0) = v, dziata tylko sita oporu

v
Fo, = —k|v|*— Kkya > 0.

v]’

Zbadad, jak czas trwania takiego ruchu i jego zasieg zaleza od wykladnika .

Zadanie 2.6%
Zbada¢ mozliwe ruchy jednowymiarowego oscylatora harmonicznego z ttumieniem bedace
rozwigzaniami réwnania

mi +2vi—+kr=0,

gdzie v > 0, k > 0 (czynnik 2 w drugim wyrazie zostal wprowadzony dla rachunkowej
wygody). Rozpatrzy¢ wszystkie mozliwe przypadki.

Zadanie 2.7%

Pokaza¢, ze tor ruchu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego, czyli
lezacy na plaszczyznie tor ruchu czastki o masie m poddanej dziataniu sity sprezystej
F = —mw?r jest elipsa. Jaki warunek musza spetiaé czestoéci w; i wo nieizotropowego
tréjwymiarowego oscylatora o sile F = —m(wize, + wiye, + wize,), by tor jego ruchu
byt krzywa zamknieta?



Zadanie 2.8%
Zmalez¢ ruch jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m, stalej sprezystosci
k = mw? i wspdlezynniku sity thumiacej 2y = 2mA pobudzanego sita zewnetrzna o har-

monicznej zaleznosci od czasu
F(t) = Fycos(2t +0) .

Przedyskutowaé zaleznos¢ amplitudy wychylen oscylatora od czestosci Q sity wymu-
szajacej oraz korelacje maksiméw wychylen oscylatora z maksimami sity. Zaktadajac, ze
A # 01 ze ruch trwa juz dostatecznie dtugo, by zaleznosé ruchu od warunkéw poczatkowych
stala sie nieistotna (tj. ze t > 1/)), obliczy¢ usredniona po okresie sity wymuszajacej
moc przekazywana przez nia oscylatorowi i zbadac jej zaleznosé od czestoscei 2. Co sie
dzieje z ta pobierana przez oscylator energia?

Zadanie 2.9%

Dokonujac odpowiednich przyblizen w Scistym wzorze na zaleznos¢ od czasu polozenia
rozpatrywanego w zadaniu 2.8 oscylatora (i przyjmujac, ze faza J sity wymuszajacej jest
réwna zeru) przedyskutowaé jakosciowo charakter jego ruchu w réznych rezimach (tj. dla
réznych stosunkéw wielkosci wg, € i A), jesli w chwili ¢ = 0 oscylator spoczywalw swoim
polozeniu réwnowagi (z(0) = 0, £(0) = 0). W szczegdlnosci rozpatrzy¢ przypadek bez
thumienia (A = 0), oraz przypadki 0 < A < |wg — Q| 1 |wg — Q| < A.

Zadanie 2.10%

Podac¢ zaleznosé od czasu wychylenia oscylatora harmonicznego o wspolczynniku ttumienia
A réwnym doktadnie jego czestosci wlasnej wy (tzn. o sile oporu F,, = —2mwyi) pobu-
dzanego sita harmoniczng F(t) = Fycos Qt, ktéry w chwili ¢ = 0 spoczywal w polozeniu
x = 0. Jak wyglada ruch w granicy r = Q/wy = 07 Uzasadni¢, ze gdy r > 1 (czestosé
sity wymuszajacej bardzo duza w poréwnaniu z czestoscia wlasna) najwieksze wychyle-
nie oscylatora jest proporcjonalne do 2/r?. Jak poczatkowo, tj. dla wyt < 1, narasta
wychylenie oscylatora, gdy r = 17

Zadanie 2.11%

Poda¢ rozwiazanie réwnania ruchu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie
m, czestosci wy 1 wspélezynniku thumienia 2y = 2mA pobudzanego sita F(t) o dowolnej
zalezno$ci od czasu.

Zadanie 2.12%

Zmalez¢ i przedyskutowa¢ ruch jednowymiarowego niettumionego oscylatora harmonicz-
nego o masie m, czestosci wy pobudzanego sita F'(t) postaci

a) F(t) = Fyexp(—kt) z k > 0,

b) F(t)= (t/T)Fydla0<t<TiF(t)=0dlat>T,

jesli w chwili ¢ = 0 oscylator znajdowalsie w spoczynku w polozeniu réwnowagi. W
szczegolnosci, powiedziec, jak wychylenie oscylatora zmienia sie z czasem poczatkowo, tj.
gdy, w przypadku pierwszej sily, kit < 11 wpt < 11 wpt < 1, w przypadku drugiej. Jaka
jest amplituda wychylen po dostatecznie dlugim czasie w zaleznosci od wartosci stosunku



k/wo w przypadku pierwszej sity? Napisa¢ wychylenie jako funkcje czasu dla ¢t > T w
przypadku drugiej sity.

Zadanie 2.13%
Obliczy¢ prace W jaka nad niettumionym jednowymiarowym oscylatorem harmonicznym
o czestosci wy wykona w ciagu catego czasu swego nan dziatania sita postaci

A

Rozpatrzyé¢ przypadki: a) gdy w ¢ — —oo (tj. przed wlaczeniem sie sity) oscylator
byt w catkowitym spoczynku, oraz b) gdy w t — —oo ruch oscylatora byldany wzorem
x(t) = Acos(wot + ). Jaka w przypadku oscylatora poczatkowo spoczywajacego jest
praca W, gdy wor < 1, a jaka, gdy wor > 17 Czy mozna to intuicyjnie zrozumie¢? Jak
mozna w drugim przypadku zrozumieé to, ze praca W moze by¢ ujemna?

Wskazéwka: Wykorzystujac metody catkowania funkcji zmiennej zespolonej mozna uza-

sadni¢, ze
> t +ia)?
/ dt exp (—#) =77,
_ T

[e.e]

innymi stowy, przesuniecie w funkcji exp(—t%/7%) zmiennej catkowania o liczbe urojona
nie zmienia wartosci catki.

Zadanie 2.14"

Rozwiazujac réwnanie Newtona z sila Lorentza F = ¢(E + v x B), przedyskutowaé
ruch czastki o tadunku elektrycznym ¢ i masie m w stalych i jednorodnych, wzajem-
nie prostopadtych polach: elektrycznym E i magnetycznym B, w zaleznosci od predkosci
poczatkowej v czastki. Sprawdzi¢ otrzymane rozwiazanie r(t) w przypadku znikania pola
magnetycznego lub elektrycznego. Przedyskutowaé takze wszystkie mozliwe typy rzutow
toru czastki na plaszczyzne prostopadia do pola magnetycznego w zaleznosci od rzutu
predkosci czastki na te plaszczyzne w chwili wybranej za poczatkowa.

Zadanie 2.15%

Zmalez¢ tor czastki o tadunku ¢ i masie m poruszajacej sie¢ w stalym i jednorodnym polu
magnetycznym B = e,B w osrodku, w ktérym dziala na nia sita oporu F = —m s v.
Pokazac¢, ze rzut na plaszczyzne prostopadia do kierunku pola magnetycznego krzywej
zakredlanej przez czastke w trakcie ruchu jest spirala, tj. okregiem, ktérego promien R
maleje z czasem. Otrzymaé takze (z doktadnoscia do stalej proporcjonalnosci) zaleznosé
R(t) rozpatrujac straty energii czastki powodowane wystepowaniem sity oporu.
Wskazéwka: Rownania ruchu w plaszczyznie prostopadiej do pola magnetycznego naj-
latwiej rozwiaza¢ wprowadzajac zmienna zespolona & = x + 1y.

Zadanie 2.16%
Czastka o masie m i fadunku elektrycznym q znajduje sie w jednorodnych polach: magne-
tycznym B = e,B (B > 0) i elektrycznym, ktérego wektor E o stalej dlugosci obraca sie

9



B .- ! ekran

Rysunek 1: Ekran ustawiony za obszarem pola magnetycznego.

ze stala predkoscia katowa €2 réwna co do wartosci czestosci cyklotronowej wp = ¢B/m w
plaszczyznie prostopadlej do pola magnetycznego: E = E (e, cos Qt + e, sin Qt). Znalezé
ruch tej czastki, jesli w chwili ¢ = 0 pozostawala ona w spoczynku (v(0) = 0). Rozpatrzy¢
przypadki Q = wp oraz ) = —wp. Sprawdzi¢, ze w granicy B — 0 (wg — 0) otrzymane
rozwiazania maja wlasciwa (czyli jaka?) granice. W obu przypadkach naszkicowaé tor
ruchu czastki i podaé jako$ciowe wytlumaczenie.

Wskazéwka: Bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, ze r(0) = 0.

Zadanie 2.17%

Stale jednorodne pole magnetyczne B = e, B rozciaga sie tylko w obszarze, w ktorym
0 <x < L. W pole to w punkcie r = 0 wpada bardzo szybka czastka o tadunku
elektrycznym ¢q i predkosci v = e vy, vg > 0. Jakie sa wspéhrzedne punktu, w ktérym
czastka ta uderzy w ekran ustawiony prostopadle do osi x i przecinajacy jaw z = X > L
(zob. rysunek 1)?

Zadanie 2.18%

Nadlatujace z réznymi (ale do$¢ duzymi) predkosciami vo = e vy (vo > 0) czastki o
masie m i tadunku elektrycznym ¢ wpadaja w punkcie r = 0 w obszar dzialania statych
i jednorodnych pdél magnetycznego B = —e, B i elektrycznego E = e, F (B > 0, E > 0).
Szerokos$é obszaru, w ktérym wystepuja pola wynosi L (wzdhuz osi z; w kierunkach y
i z pola rozciagaja sie nieograniczenie). Zaktadajac, iz czastki sa dostatecznie szybkie,
pokazaé, ze punkty, w ktorych uderza one w prostopadly do osi x ekran ustawiony w
odlegtosci d+ L od poczatku uktadu wspoétrzednych utworza parabole o ksztalcie zalezacym
od stosunku g/m. (W ten sposéb w roku 1913 J.J. Thomson wykazal istnienie izotopow
neonu o liczbach masowych A =201 A = 22).

Zadanie 2.19%

L6dz podwodna o catkowitej masie m jest napedzana silnikiem o statej mocy P. Opor
stawiany przez wode mozna w przyblizeniu wyrazi¢ sita F' = —kv, gdzie v jest predkoscia
lodzi. Zakladajac, ze predkos$¢ todzi w chwili ¢ = 0 byla réwna zeru znalez¢ jej predkos¢ i
potozenie w dowolnej chwili . Znalez¢ tez czas, po ktérym osiagnie ona predkosé¢ réwna
polowie maksymalnie mozliwej (tj. polowie predkosci granicznej). Jaka bedzie predkosé
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todzi po dlugim czasie, jesli wystartowata ona z predkoscia wieksza, od predkosci granicz-
nej? Jak przebyta droga s przyrasta z czasem dla duzych czaséw t?

Zadanie 2.20" (Autorstwa A. Szymachy)

W cylindrycznym naczyniu (o przekroju poprzecznym A) zamknietym mogacym poru-
sza¢ sie bez tarcia tloczkiem o masie m, znajduje sie N czastek jednoatomowego gazu
doskonatego (o réwnaniu stanu pV = NkgT i stalym cieple wlasciwym cy). Poczatkowa
objeto$¢ gazu wynosi V. Znalezé zalezno$é od czasu polozenia tltoczka przy adiabatycz-
nym rozprezaniu sie gazu.

Uwaga: Zadanie to daje sie rozwiagzaé scisle do konica!

Zadanie 2.21%

Punktowa masa m porusza sie pionowo w polu grawitacyjnym g. Sita oporu dzialajaca
na nia jest dana wzorem F = —\|v|v. Znalez¢ zaleznos$¢ predkosci i polozenia masy m od
czasu w przypadku, gdy jej ruch rozpoczal sie z zerowa predkoscia na pewnej wysokosci.
Poda¢ jak zmieniaja sie te wielkosci na samym poczatku ruchu i po dostatecznie dlugim
czasie. Przedyskutowac¢ jako$ciowo takze przypadki niezerowej predkosci poczatkowej i
jej dwu mozliwych kierunkéw (w gére i w dét).

Zadanie 2.22%
Udowodni¢, ze gdy punktowa czastka o masie m porusza sie w polu sily o potencjale

K
V(r)=—— —F-
(r)=-—-Fr,

gdzie F jest stalym wektorem, stalymi ruchu sa wielkosci: calkowita energia E czastki,
L-F oraz

1
A:F-(vxL)—fF-r+§(Fxr)2.
T

Zadanie 2.23%

Czastka o masie m i tadunku elektrycznym ¢ porusza sie w stalym i jednorodnym polu
magnetycznym B. Rdzniczkujac po czasie wielkos¢ B - L, gdzie L jest momentem pedu
czastki, znalezé¢ wielko$é, ktéra pozostaje stata w takim ruchu. Zapisaé te wielko$¢ we
wspotrzednych cylindrycznych o osi z réwnoleglej do pola magnetycznego B. Wyrazi¢ ja
jawnie przez warunki poczatkowe ruchu (tj. przez r(0) i v(0)). Wykorzystujac jej statosé
oraz jeszcze jedna zachowana wielkosé znalez¢ ruch.

Zadanie 2.24%
Czastka o tadunku elektrycznym ¢ i masie m porusza sie¢ w polu magnetycznym

r g

= — €
r3 r2 T

wytwarzanym przez monopol magnetyczny. Pokazaé, ze wektor
r
Q=mrxv—gqg—,
,
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jest podczas jej ruchu stalty. Wybierajac os z uktadu kartezjanskiego w kierunku wek-
tora Q i obliczajac iloczyny skalarne Q z wersorami e,, ey i e, zwiazanymi z ukladem
wspotrzednych sferycznych, pokazaé, ze w polu monopola magnetycznego czastka porusza
sie po stozku scharakteryzowanym przez staly kat 8 = 6. Wykorzystujac to, ze pole
magnetyczne nie wykonuje pracy, znalezé réwnanie r = r(p) toru czastki oraz zaleznosé
jej polozenia od czasu.

Zadanie 2.257

Postlugujac sie Feynmanowskim modelem atomu jako naladowango elektronu o masie
m uwiazanego sprezynka (o wspolezynniku sprezystosci mw?) do nieruchomego jadra,
wyjasni¢ jakosciowo, dlaczego po umieszczeniu atomu w staltym i jednorodnym polu ma-
gnetycznym B w kierunku réwnolegltym do tego pola obserwuje sie promieniowanie o
dwéch réznych czestosciach (jakich), a w kierunku doni prostopadlym - promieniowanie o
trzech réznych czestosciach.

Wskazowka: Pamietaé, ze przyspieszany tadunek elektryczny promieniuje; rejestrowany
w chwili ¢t wektor pola elektrycznego takiego promieniowania jest dany wzorem (w tym
kretynskim ukladzie SI)

1 a;(t—r/c)

E(t,r) = dre, c2r

Y

gdzie r jest odlegloscia od przyspieszajacego tadunku, a, zas jest rzutem jego chwilowego
przyspieszenia, obliczonym w chwili weczesniejszej, ¢ — r/c, niz chwila obserwacji ¢, na
kierunek prostopadly do kierunku, z ktorego tadunek jest obserwowany.

3 RUCH JEDNOWYMIAROWY -
WYKORZYSTANIE ZACHOWANIA ENERGII

Zadanie 3.1%
Zmalez¢ jednowymiarowy ruch czastki o masie m w potencjale Morse’a

Viz) =V (e —2e7), Vo, a > 0.

W przypadku ruchu z ujemna catkowita energia E wyznaczy¢ jego okres. Pokazaé, ze
gdy € = Vy — |E| < Vp, ruch jest w przyblizeniu harmoniczny i sprawdzié¢, ze czestosé
tego ruchu harmonicznego (czyli takze okres) mozna znalezé rozwijajac potencjal wokét
minimum. W przypadku E > 0, pokaza¢, ze dla t — 400 ruch jest niemal ruchem
jednostajnym. Poda¢ odpowiadajaca tej granicy asymptotyczna postaé¢ x(t).

Zadanie 3.2%
Zmalez¢ jednowymiarowy ruch czastki o masie m w potencjale
Vo

V@) =~
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W przypadku ruchu z ujemna calkowita energia E wyznaczy¢ jego okres. Pokazaé, ze gdy
e = Vp—|E| < Vj, ruch jest w przyblizeniu harmoniczny i sprawdzi¢ ze czestosé tego ruchu
harmonicznego (czyli takze okres) mozna znalezé rozwijajac potencjal wokét minimum.
W przypadku E > 0 pokazaé¢, ze dla t — oo ruch jest niemal ruchem jednostajnym.
Podaé¢ asymptotyczna postaé z(t), jesli x(0) = 01 v(0) = vg > 0. Czy ruch o £ > 0 od
x = —bdox=>b (np., gdy b > a, czyli gdy “przestrzeliwujemy” czastke przez obszar
dzialania potencjatu) trwa dluzej, czy krécej niz ruch (z ta sama predkoscia w punkcie
x = —b) przy braku potencjatu?

Zadanie 3.3%
Znalez¢ jednowymiarowy ruch w potencjale V(x) = —Vj 2* czastki o masie m i zerowej
catkowitej energii. Przyjaé, ze x(0) = zo > 0 i rozpatrzy¢ przypadki #(0) = vo > 01 < 0.

Zadanie 3.4%
Zbada¢, jak wyglada jednowymiarowy ruch czastki o masie m i calkowitej energii £ w
potencjale V(x) w poblizu punktu zwrotnego.

Zadanie 3.5%

Zbada¢, jak czas dochodzenia masy m o calkowitej energii E poruszajacej sie¢ w jednym
wymiarze w potencjale V(z) do punktu zwrotnego xy potozonego blisko punktu z. (po
przeciwnej stronie g, niz ta, po ktdrej porusza sie masa m), w okolicy ktérego poten-
cjatmozna przyblizyé¢ wzorem V(z) = V(z.) — Gu(z — z)" + ..., z G, > 0 zalezy od
réznicy V(z.) — E = €. Rozpatrzy¢ przypadkin =2 in > 2.

Zadanie 3.6%

Zmalez¢ w pierwszym przyblizeniu zmiane 071" okresu T jednowymiarowego ruchu czastki

o masie m spowodowang mala zmiana 0V (x) wiazacego te czastke w ograniczonym ob-

szarze potencjatu V' (zx), przy niezmienionej calkowitej energii E ruchu. Zakladamy tu,

ze zmiana 0V (z) potencjalu nie zmienia jakosciowo charakteru ruchu (czastka nadal

pozostaje uwieziona w ograniczonym obszarze). Obliczy¢ w tym przyblizeniu 67, gdy
1

V(z) = imw?a?, a 6V (z) = tmfB a*, gdzie 8 > 0. Sprawdzi¢ ten wynik na przykladzie

potencjatu z Zadania 3.2

Zadanie 3.7%

Zmalez¢ zmiane 01 okresu T' jednowymiarowego ruchu czastki o masie m spowodowana
mala zmiang 6V (z) = %mv 23 potencjalu V(x) = %mw2z2 wigzacego czastke w ograniczo-
nym obszarze przy niezmienionej catkowitej energii mechanicznej £ ruchu. Wykorzystujac
ten wynik znalezé pierwsza poprawke (tj. poprawke proporcjonalna do energii £ ruchu),
o ktéra rézni sie okres ruchu w potencjale Morse’a (Zadanie 3.1) od okresu ruchu w poten-
cjale oscylatora harmonicznego o odpowiedniej czestosci i poréwnaé¢ wynik z poprawka
otrzymanga z odpowiedniego rozwiniecia okresu wyznaczonego ze Scistego rozwiazania.
Wyrazi¢ takze zmiane §T okresu, gdy potencjal jest dokltadnie réwny V(x) + 0V (z) w
postaci nieskonczonego szeregu i przypadku potencjatu Scisle réwnego %mexQ + %my 3
powiedzie¢, kiedy ten szereg jest zbiezny.
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Zadanie 3.8%

Wykorzystujac zachowanie energii mechanicznej znalezé wzor wyrazajacy w sposob przy-
blizony zalezno$¢ od czasu potozenia czastki o masie m poruszajacej sie w potencjale
Viz) = %mw2x2 + %mv 23 7 energia calkowita F i znajdujacej sie w t = 0 w o = 0.
Ograniczy¢ sie do przyblizenia pierwszego rzedu w malym (z zalozenia) parametrze ~.
Sprawdzi¢ otrzymane przyblizone rozwiazanie wstawiajac je do odpowiedniego réwnania
ruchu.

Zadanie 3.9%

Stosujac zwykty rachunek zaburzen, tj. podstawiajac do réwnania Newtona rozwiazanie
w postaci szeregu z(t) = zo(t)+0x(t)+O(v?) z dz(t) proporcjonalnym do v i przyréwnujac
do siebie wyrazy z tymi samymi potegami v po obu stronach rownosci, znalez¢ z doktadnos-
cia do pierwszego rzedu w v przyblizony wzor wyrazajacy zaleznos¢ od czasu polozenia
czastki o masie m poruszajacej sie w potencjale V(x) = %mwzxz + %mv 2% 7 energia
catkowita E' i znajdujacej sie w t = 0 w x = 0. Poréwna¢ wynik z otrzymanym metoda z
Zadania 3.8.

Zadanie 3.10%

Zmalez¢ ruch ptaskiego wahadta sferycznego, tj. masy m zawieszonej w polu g na niewazkim
sztywnym precie o dlugosci [, mogacym obracac sie w ustalonej plaszczyznie pionowej, jesli
wiadomo, ze w najnizszym polozeniu jego energia kinetyczna T, jest réwna 2mgl. Jaki
jest okres T ruchu, gdy w najnizszym potozeniu Ty, > 2mgl?

Zadanie 3.11
Korzystajac z calki pierwszej energii otrzymac¢ ogdlny wzér wyrazajacy okres jednowy-

miarowego ruchu masy m w potencjale V' (z) = %kxzn, gdzie k > 0,an=1,2,..., przez
funkcje I'(x).
Wskazowka:
1
_ . T(a)(b)
de g9 1 1— b—1 _

Zadanie 3.12F

Czastka o masie m nadlatuje z nieskonczonosci, gdzie ma predkosc¢ v, i zderza sie centralnie
(tzn. caly ruch odbywa sie wzdluz jednej prostej) ze spoczywajaca poczatkowo druga
czastka o takiej samej masie. Czastki odpychaja sie za posrednictwem sily o potencjale
]

Vi(wy, m2) = V(|21 — 22]) =

|21 — x|

Jaka bedzie minimalna odleglos¢ miedzy czastkami? Wyznaczy¢ potoznie punktu do
ktorego dotrze nadlatujaca czastka.

Wskazowka: Rozpatrzy¢ nadlatywanie czastki ze skoniczonej odlegloéci R i dopiero po-
tem zbada¢ istnienie granicy R = oo.
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Zadanie 3.13%

Odwotujac si¢ do zachowania energii ruchu wzglednego i innych zasad dynamiki, w prze-
dyskutowaé¢ jakosciowo, co sie dzieje gdy w sytuacji takiej jak w poprzednim Zadaniu
czastka bedaca poczatkowo w spoczynku ma mase M rézna od masy m czastki nadla-
tujacej z nieskoniczonosci (gdzie miata predkos$¢ v). Obliczy¢ na jaka minimalna odlegto$é
czastki zbliza sie do siebie?

Zadanie 3.14
Punktowa masa m porusza sie w jednowymiarowym potencjale danym wzorem

V(z) = Votg*(z/a),

w ktorym Vo > 0. Znalezé zaleznosé jej polozenia od czasu i pokazaé, ze ruch przy matych
wychyleniach z (oczywistego) potozenia réwnowagi ma charakter drgan harmonicznych,
ktorych czestos¢ mozna takze wyznaczy¢ bez znajomosci rozwiazywania Scistego rownania
ruchu.
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IS 4

Rysunek 2: Trzy uktady wspotrzednych.

1. KINEMATYKA

Zadanie 1.3

Dany jest uktad wspéhrzednych (z,y) na plaszczyznie oraz okrag o promieniu R i srodku
w punkcie (0,0). Dana jest tez prosta p styczna do okregu, ktéra toczy sie po nim bez
poslizgu. (Bez podlizgu to znaczy, ze jesli w dwu réznych chwilach czasu zaznaczymy i
na okregu i na prostej punkty stycznosci, to odlegtos¢ miedzy tymi punktami na prostej
bedzie réwna dlugoscei tuku pomiedzy punktami stycznosci na okregu). Biegunowy kat o
wyznaczajacy punkt stycznosci prostej p z okregiem zmienia sie z czasem: a = a(t). W
chwili ¢ = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R,0), tj. «(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili t = 0 wspdhrzedne (R, y4). Znalezé jego wspohrzedne w dowolnej chwili czasu.

Rozwiazanie:

Wyrazmy najpierw wspéhzedne kartezjanskie (z,y) dowolnego punktu na plaszczyzZnie
xy przez jego wspotrzedne (zg, yo) w ukladzie, ktéry ma z nieruchomym uktadem wspélny
poczatek i jest obrécony o kat « przeciwnie do wskazowek zegara:

T = Ty CoSa — 9YgSin v,

Y = xopsina + yocosa.

Poprawnos¢ tego wzoru nietrudno sprawdzi¢: gdy a = 7 powinno by¢ xo = y iy = —x.
Nastepnie wyrazamy wspélrzedne (xg, yo) przez wspohrzedne (2, y') uktadu przesunietego
o R wzdtuz osi zq

r=(2'+ R)cosa —y sina,

y= (24 R)sina+y cosa.

(2',y') jest ukladem o poczatku O’ lezacym na okregu o promieniu R. Prosta p w mo-
mencie, gdy jest do tego okregu styczna w O, pokrywa sie z osia 3. Jesli prosta ta z
polozenia zajmowanego w t = 0 przetoczyla sie bez poslizgu stale pozostajac styczna do
okregu w O’, to punkt A przesunal sie w kierunku punktu stycznosci prostej z okregiem
(lub od niego oddalit - zaleznie od tego, czy y4 > 0, czy ya < 01 od tego, w ktdra strone
po okregu przetacza sie prosta p) o odleglo$¢ Ra. Przyjmujac, ze kat « rosnie przeciwnie
do kierunku ruchu wskazéwek zegara, zauwazamy, ze w ukladzie (2’,y’) punkt A ma po
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przetoczeniu sie wspélrzedne (0, ya — Ra). Stad, w wyjSciowym ukladzie kartezjanskim
xy jego wspolrzednymi beda

z(t) = Reosa(t) — (ya — Ra(t)) sina(t),
y(t) = Rsina(t) + (ya — Ra(t)) cosalt) .

Zaleznosé a(t) moze byé, oczywiscie, dowolna.
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Zadanie 1.4

Wyprowadzi¢ wzory na sktadowe wektorow predkosci i przyspieszania we wspotrzednych
biegunowych (r, ¢) na plaszczyznie i we wspéhrzednych sferycznych (r, 0, p) w przestrzeni
tréjwymiarowe;.

Rozwiagzanie:
Ze wspolrzednymi kartezjanskimi x, y i z stowarzyszone sa ustalone jednostkowe wektory
(wersory) e, e,, e,. Wektory polozenia r, predkosci v i przyspieszenia a zapisane jako
kombinacje liniowe tych wersoréw wyrazaja sie oczywistymi wzorami
r=e,r+e,yt+e,z,
v=e,T+e,y+e,z,
a=e,rTte,yte,z.

Uklad wspétrzednych biegunowych na plaszczyznie zadaja wzory

T =TCcosy,
y=rsing.

Ze wspotrzednymi tymi stowarzyszone sa wersory e, i e,, ktére zmieniaja sie od punktu
do punktu. (Nalezaloby wiec pisa¢ e, (z,y) i e,(x,y) lub e,(¢) i e, (y) - w istocie wersory
zaleza tylko od kata ¢.) Sporzadzajac odpowiedni rysunek (i rozpatrujac przypadki ¢ = 0
i p =7Z) latwo jest zobaczy¢, ze’

€. = €,Ccosp+e;siny,

€, = —€,SInyY + e,cosy.
Wzory te latwo odwréci¢ i otrzymacd

€, = €,Co8p —e,sinp,

e, =e,.siny +e,cosp.

Oczywiscie kazdy wektor mozna zapisa¢ albo w bazie wersoréw kartezjanskich e,, e,,
albo w bazie wersoréw e,, e, w odpowiednim punkcie.® Piszemy zatem (wprowadzajac
oczywiste skrétowe oznaczenia)

I =e,7Cosp+e,rsinp

= (e,Ccp — €,5,) TCy + (€,5, + €,C,) TS, = €, 7,

5Dalej zobaczymy, ze wzory takie mozna zawsze otrzymaé bezposrednio ze wzoréw definiujacych krzy-
woliniowe (tu biegunowe) wspélrzedne.

%Na pozér wersory e, e, zdefiniowane w dowolnym punkcie stanowia baze, w ktérej mozna rozlozyé
dowolny wektor, np. wektor predkosci odpowiadajacy innemu polozeniu. Jednak przy bardziej geome-
trycznym spojrzeniu okazuje sie, ze gdyby zajmowadé si¢ ruchem na dowolnej tzw. rozmaitosci, to z
kazdym punktem takiej rozmaitosci stowarzyszona jest naprawde inna przestrzen wektorowa. I to ele-
mentami przestrzeni wektorowej witasciwej dla danego punktu rozmaitosci - tzw. przestrzeni stycznej
do rozmaitosci w tym punkcie - sa wektory predkosci i przyspieszenia zdefiniowane w danym punkcie
rozmaitosci. Wektory te, mo zna zatem rozklada¢ tylko na bazowe wektory przestrzeni stycznej wlasciwej
dla danego punktu rozmaitosci przestrzeni stycznej.
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jak tez mozna sie bylo spodziewaé¢. Analogicznie

vV =€, (rc, — rs,) + ey, (s, + r¢cy,)
= (e,cp, — €,8,) (Tcy, — TPSy,)

+ (ers5, +e,cy) (15, +1¢c,) = e 7 +e,rd.

Sktadowa r-owa predkosci jest oczywista - gdyby ruch odbywat sie wzdtuz promienia tylko,
jego predko$¢ w tym kierunku bylaby w oczywisty sposéb réwna 7. Podobnie oczywista
jest sktadowa p-fowa: r¢ jest po prostu predkoscia liniowa zwiazana z ruchem po okregu
o promieniu r. Wreszcie

a=e, (7';% — 2rps, — 1S, — T¢2C¢)
+e, (fssp + 2rpc, + rpe, — rgb28¢)
= (e,cp, — €,5,) (i‘cw — 21 pSy, — TPSy, — rgbzc@)

+ (ersp + €pcy) (fsso + 27pc, +rpcy, — 7’@23@) =€ (T - T‘p2) +e, (2rp+rg).

Zméw wiekszos¢ wyrazow wystepujacych w koncowym wzorze jest oczywista: 7 jest przy-
spieszeniem ruchu wzdluz promienia, —r@? jest przyspieszeniem dosrodkowym w ruchu
po okregu o promieniu r, a r¢ jest liniowym przyspieszeniem zwiazanym z przyspiesza-
niem ruchu po okregu o promieniu r. Jedynie wyrazu 27¢ nie mozna tatwo otrzymac na
podstawie rozpatrywania takich szczegdlnych postaci ruchu.

Zauwazmy tez, ze powyzsze wzory mozna by bylo otrzymac nieco inaczej, gdyby naj-
pierw znalez¢ pochodne po czasie wersorow e, (¢) i e,(¢). To za$ jest latwe (wersory e,
i e, jako stale, nie podlegaja rézniczkowaniu):

d

pri e (€excp +€ys,) = —Ps, (€0, — €,5,)

+pCp (€r5p + €pCy) = €pp,
d d ;
dt €p = at (—ers, +eycy) = —pc, (e.cp, — €,5,)

— S, (€r5, +€4C,) = —€,.

Mozna (i wlasciwe nalezy) ugdlni¢ te wzory tak, by nie wystepowala w nich zaleznosé
od czasu; nalezy po prostu pytaé¢, jak zmieniaja sie wersory przy przejsciu od punktu o
wspéhrzednych (7, ) do sasiedniego o wspétrzednych (r 4 dr, ¢ + dyp). Zmiany te sa dane
przez

0 e =0 0 e e
o 9p T
0 e, =0 0 e, = —e
or 7 odp ¢
Majac te wzory mozna juz predkos¢ i przyspieszenie znalezé “na piechote”:
d L : .
V= (e,7) =€, 7+ & r=er7r+e,rp,
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i podobnie

d ) i . .. . . .9
a=— (e, +e,r9) =€, 7 +e,7p+e,(rp+rp)—e,re
=e (i —r¢?) +e, (2rp+rd),
tak jak i poprzednim sposobem.
W przypadku ukladu wspétrzednych sferycznych zadnych wzorami
x =rsinf cosp = rspc,,
xr =rsinfsing = rsps,,
x =rcosf =rcy,

trudniej jest graficznie zobaczy¢, ze

€. = €,;59C, + €yS5pS, + €,Cq,
€9 = €;C9C, T €yCyS, — €:5¢,
€, = —€;5, + €yC, .

Wzory te mozna jednak natychmiast dosta¢ wspomnianym juz sposobem, ktéry przed-
stawimy nizej. Aby je odwréci¢, tj. wyrazi¢ e, e,, e, przez wersory e,, €g, €,, MNozZymy
pierwsze z wypisanych wyzej réwnan przez sq (cg), drugie przez ¢y (s), dodajemy (odejmu-
jemy) je do (od) siebie i zestawiamy z trzecim, otrzymujac uktad (ostatnie z poprzednich
réwnan teraz napisane zostato jako srodkowe)

e.Sg+epcy = €,;Cp + €Sy,
e, = —€;S, +€,C,,
€-Cp —€9Sp = €,

ktéry juz latwo rozwiazaé ze wzgledu na e, i e, (e, juz jest). Ostatecznie

€, = €;59C, + €9CeCy, — €4S, ,

€y = €595, + €9CyS, + €,C,

€, =€,.Cp —€9Syp.

Mozna traz standardowym sposobem znalez¢ pochodne wersoréw e, eq, e, po katach

0 i ¢ (jest miej wiecej jasne, ze ich pochodne po r musza znika¢). Obliczymy, zeby byto
sprawniej, pochodne zupelne po czasie (wektory mnozace 7, 6 1 ¢ beda wtedy pochodnymi
rézniczkowanych wersoréw po wspétrzednych r, 6 1 ¢):

d . _ . ' .
7 e =e, (6’09% — g08984p> +e, (909% + @sacgj) + e, (—9$9>
= (e,s9cy, + €gcoCy, — €4,5,) (909% — cps(gs@)
+ (e,505, + €9CoSy, + €4Cy) (9093@ + @secw)
+ (e, cog — €y sp) (—939)
=g 0+ €, Sy,
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d : . . ) .

7 e =e, (—939(:@ - goces¢> + e, (—939% + goc(;c@) + e, (—9@)
= (e,sgc, + €gcocy, — €45,) (—989% — gbcesg;)
+ (ers95, + €9cos, + €,cy) <—9898¢ + gbcec¢>
+ (er Cyp — €y 89) (—éCQ)
= —eré+ewgb09,

1 wreszcie

d . )

E €, =€; (—(pc¢) + €y (_SOSSD)
= (e,50c, + €gcocy, — €,5,) (—pcy,)

+ (€r805, + €aCaS, + €,C,) (—Ps,)

= —€, PSp — €9 PCy .

Stad bezposrednio odczytujemy pochodne wektoréw e, eg i e, po katach

ge—O ge =e€ ie—es

or r — U, 90 r — €6, 84,0 r — Cpob,
ge—O 2e——e ge =e,cC

or 0 — Y, o0 0 — T 8@ 0 — Cp Lo,

0 0 0

Eecp:(), %ecp:(), %e¢:—er89—6969.

Mozna teraz tatwo napisaé¢ wzory na predkosé i przyspieszenie:”

d ) . :
v = %(err) =e. 7 +eyrd+e,rpsg,

d . .
a= 7 (er 7+ eprd + e, rgbsp) =e, (r —ré? — rgbzsg)

+eg <r9 + 270 — rgb23909>
+e, (r¢39 + sy + 2r9gbce> .
Znéw czesé wyrazéw daje sie prosto zintepretowad: czton —r6? w skladowej a, jest

oczywiscie przyspieszeniem dosrodkowym ruchu po wielkim kole (po potudniku), a czton
rf w skladowej ag jest przyspieszeniem liniowym takiego ruchu; ruch po réwnolezniku

"W popularnym u nas (przynajmniej na naszym warszawskim Wydziale Fizyki) podreczniku mechaniki
autorstwa G. Biatkowskiego wzory na sktadowe przyspieszenia (wzér 2.12 s. 44) sa podane z bledami: w
sktadowej a, brak czynnika sz, a w sktadowej ag opuszczony zostal ostatni czlon z (2.
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daje tez przyspieszenie dosrodkowe, ale promien réwnoleznika zalezy od kata 6 i jest
rowny rsg - przyspieszenie to jest jednak skierowane do $rodka lezacego w plaszczyznie
réwnoleznikowej (a nie ku poczatkowi uktadu) i wobec tego rozklada sie z czynnikiem sy na
kierunek e, i z czynnikiem ¢y na kierunek ey - co wyjasnia pochodzenie ostatnich cztonow
sktadowych a, i ap; wreszcie, pierwszy czton sktadowej a,, jest oczywistym przyspieszeniem
liniowym ruchu po réwnolezniku.

Mozna to troche uogdlni¢ i znacznie uprosci¢ znajdywanie skladowych predkosci w
ukladzie krzywoliniowym. Niech &1, €2, €3 beda trzema wspéhrzednymi krzywoliniowego
uktadu. Oznacza to, ze dane sa wzory

z = 1’(51’ 52’ 53) )
y =y e,¢8%),
z=2(6,8,8).

W naturalny sposéb z uktadem takim stowarzyszone sa trzy wektory ij, is, i3, dane

VVZOI"GHI8

a
ij (5) =€, g—z] s
gdzie z' =z, 22 =y, 2° = 2z, a e; = e,, €2 = e,, €3 = e,, sa trzema kartezjaniskimi wer-
sorami tworzacymi uklad ortonormalny: (e,|ey) = €,-€, = 6. Wektory i; sa, jak latwo
zrozumied, styczne do krzywych wytyczanych w trojwymiarowej przestrzeni, gdy zmienia
sie tylko parametr & przy ustalonych pozostatych dwu pozostatych £&. W ogdlnym przy-
padku wektory te nie tworza uktadu ortonormalnego: macierz ich iloczynow skalarnych

ox® Oxb o0x® 0x°

(ij]ix) = €7 Dk (€ales) = D€ DEx
definiuje tensor metryczny g;x(£):
. Ox* Ox*
9i1(§) = (i]ix) = 0—51 (‘3—5’“

Tensor ten jest w ogdélnym przypadku niediagonalny. W trojwymiarowej przestrzeni ist-
nieje jednak 11 uktadéw wspétrzednych krzywoliniowych (wsréd nich cylindryczny, sfe-
ryczny, paraboliczny, etc.), wyrézniajacych sie tym, ze stowarzyszone z nimi wektory iy,
ip, i3 sa (w kazdym punkcie) wzajemnie prostopadle. Tensor metryczny ma wiec w tych
uktadach postac

9ik(€) = h3(€) O -

Wspodlczynniki h; nazywaja sie wspétczynnikami Lamé. W takich ukiadach krzywolinio-
wych mozna stworzy¢ latwo stowarzyszone z nim wektory e;(§), j = 1,2, 3 stanowiace

8Jak zwykle obowiazuje tu konwencja sumacyjna wujka Albercika i po wskazZnikach powtarzajacych
sie na dwu réznych poziomach (na gérze i na dole) jest zawsze domyslne sumowanie.
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w kazdym punkcie uktad ortonormalny (baze ortonormalna). Wystarczy tylko podzieli¢
dane w sposob naturalny wektory i; przez ich dlugosci h;:

i
e, = —.

J hj
Dowolny wektor V (“zaczepiony” w danym punkcie, tzn. nalezacy do przestrzeni stycznej
w tym punkcie) mozna rozlozy¢ albo w bazie tworzonej przez wektory i;, albo w bazie
tworzonej przez wektory e;:

V = i]‘/(Jlk) = ejVék) = ejV] .

(Dwie pierwsze postacie wektora V sa tu zapisane w notacji z mojego stynnego skryptu do
algebry; ostatnia posta¢ jest wzigta z Gravitation and Cosmology S. Weinberga.) Jasne
jest wiec, ze V7 = Vék) = thJik). W przypadku ukladu sferycznego &' = r, €2 = 0,
&3 = ¢, sktadowymi wektoréw i, ip, i, w bazie wersoréw kartezjaiskich (e,, e,, e.) sa

S56Cyp TCpCy —T'SpSyp
895@ s ’/’C@Sw s rSpCyp s
Cy —7Sg 0

skad h, = 1, hg = r, h, = 154 1 wektory e,, ey, e,, sa dane przez unormowanie tych wypi-
sanych wyzej (tj. podzielenie kazdego z nich przez odpowiedni czynnik h), czyli wzorami,
ktore zostaly wypisane juz wezesniej “spod duzego palucha” (a w istocie wykorzystujac
wlagnie podany tu sposéb).

Skladowe wektora predkosci w bazie ortonormalnej’ tworzonej przez wektory e; sto-
warzyszone z jednym z owych 11 ukladéw krzywoliniowych mozna teraz otrzymac bez
zadnych rachunkdw:!°

a Ox® d&7 , d&l d¢i
o :e“@%:‘j%:;ej(hﬂ'ﬁ)'

Tak wiec w ukladzie sferycznym v, = h,7 = 1, vg = hgé =70 i vy, = hop = rsgp. Jak
widac, nie wymaga to odwracania wzoréw wiazacych wersory e; wersorami kartezjanskimi
€,.

Zasadne jest pytanie, czy ta sama metoda upraszcza znalezienie skladowych krzywo-
liniowych wektora przyspieszenia. Niestety nie za bardzo. Zobaczmy:

. wa d or® dé‘] o 821'0‘ i ik or? i
am e =eu (56 ) = (e ¥ 56 €)

9Przypomnijmy jednak, ze to jest tylko takie dazenie do wygody oraz sila przyzwyczajenia, ktére
powoduja, ze w problemach fizycznych jakie rozpatruje sie w mechanice korzysta si¢ na ogél z baz orto-
normalnych - w istocie baza moze byé dowolny uktad liniowo niezaleznych wektorow rozpinajacych cala
przestrzenn wektorowa. Dlatego na zaawansowanym poziomie, np. w Ogdlnej teorii wzglednosci, jako
bazy uzywa sie bardziej “naturalnych” wektoréw ij;.

10Po ostatniej réwnoéci piszemy tu jawnie znak sumy, bo wprowadzenie czynnikéw Lamé zakléca kon-
wencje sumacyjna Einsteina - wskaznik j po ktérym biegnie suma powtarza sie trzykrotnie.
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7 drugiego cztonu w nawiasie daje sie tak jak poprzednio wyciagnaé¢ przed nawias macierz
0x/0¢7, ktéra w polaczeniu z wektorem e, da wektor i;, ale z pierwszego czlonu nie.
Wszystko co mozna zrobi¢, to napisaé

B aé"] 02 Gk 5
a_zejhj <% agzagkgg +§ ) .

Macierz 0¢7 /0x® stojaca w pierwszym czlonie jest odwrotna do macierzy D§ = 0z o0&

o b, et 98
oxe 963 I

Otrzymany wzor na @’ (uzywajac notacji Weinberga) zgadza sie z tym, co juz wiemy
w przypadku ukladu sferycznego: kawalki z druga pochodna & maja tam postaé h;&?
(bez sumowania po j). Widaé tez, ze jesli kartezjanskie wspohrzedne z* polozenia sa
nieliniowymi funkcjami wspélrzednych &7, we wzorach na @’ musza wystapi¢ czlony z
iloczynami pierwszych pochodnych wspétrzednych 7. Jawne ich otrzymanie jest jednak
pracochtonne. Po pierwsze trzeba odwréci¢ macierz D;. To jeszcze daje sie w miare
latwo zrobi¢. Wprawdzie jest to macierz zmiany bazy taczaca baze ortonormalna z baza
nieortonormalna, i; = e, D% (i = €,[R(e,«i,)|"; W notacji z mojego skryptu do algebry)
ale, w przypadku owych 11 specjalnych ukladéw wspétrzednych, baza i; wiaze si¢ prosto
(bo tylko przez wspélczynniki Lamé) z baza ortonormalna e;. Zatem (sumowanie jest tu
po a, ale nie po j!)

ox® 1 ay—
e =e, <8§j h_J) =e, (Djhj 1)>

a stojaca tu w nawiasie macierz zmiany bazy R (lub [Re,e;)|{ W mojej algebraicznej
notacji) jako taczaca ze soba dwie bazy ortonormalne musi by¢ macierza ortogonalna i jej
odwrotnos¢é R~! jest dana po prostu przez transpozycje: R~! = RT. Zatem

TG _ s (-1 pT
e, = ¢[R']; =1; (7' [R']]) .
Stojaca tu w nawiasach okragtych macierz jest wlasnie szukana macierza [D‘l]ia odwrotna
do D?,.
W przypadku ukladu sferycznego macierz R jest macierza stworzona z postawionych

“na sztorc” skladowych (w bazie wersoréw kartezjanskich) wektoréw e,, ey i e,,. Biorac jej
transpozycje i nastepnie przemnazajac j-ty wiersz macierzy R’ przez hj_l otrzymujemy

S9Cy S0Sy Co
D! = CoCy /T Cosp/r  —Sp/T
—sof(rse) cp/(rse) 0

Jak tatwo sprawdzi¢, jest to rzeczywiscie macierz odwrotna do

SCp TCYCp —T'SpSy
D = | sgs, 1TCeS,  TSeC,
Coy —TSg 0
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Mozna teraz sprébowaé otrzymaé sktadowe przyspieszenia w uktadzie sferycznym.

0%z
ar = by (T+S"%agagl55 o *08885155 8&@8@55)

Poniewaz h, = 1 daje to (od razu uwzgledniamy, ze z,. = Y = 2, = 0)

a, =7+ sgc, (2:@97’"9 + 2%, 7 + 2x9¢9¢ + T090? + xw<p2)
+50C, (ergfé 2 + 250,00 + Yool + ngbz)
+cp <2z,,97"6" + 22,70 + 229¢9¢ + 2p96% + ZW<P2> .

Jak wida¢ nie jest to bardzo przyjemne... Ale cierpliwie rézniczkujac mozemy dojsé do
celu:

a, =7 + 54Cy (2090@7‘6’ — 289S,TP — 2r09$¢9gb — rsecqjéz — rsecspng)
+ SpCy (209%7*9 + 2sgc 10 + 2rcac¢9gb — 7’89%92 — rsesspng)
+ o <—2897'”¢9‘ — T09é2> ,
i po poskltadaniu wszystkiego do kupy otrzymac
a, =i —rf* — rsap?.
Otrzymanie ag i a, ta metoda pozostawimy juz czytelnikowi.

Najszybszy jednak sposob otrzymania przyspieszen w dowolnym krzywoliniowm ukta-
dzie wspolrzednych polega na odwotaniu sie do réwnan Lagrange’a II-go rodzaju: po-
niewaz otrzymanie wzoréw na predkosci jest, jak wynika z przeprowadzonych WyZej rozwa-
zan, bardzo proste, wystarczy wyrazi¢ przez nie energie kinetyczng T = —mv i napisac
lagrangian czastki swobodnej L = T'; wyprowadzone z niego rownania Eulera - Lagrange’a
dadza natychmiast szukane wzory na przyspieszenia. Np. w ukladzie sferycznym

1 .
L= g™ (7’"2 + 7267 4 r?p* sin? 9) ,

i rownania Eulera - Lagrange’a maja postac

mit = m(r6* + r$? sin® 0),

m(r?6 + 2ri-f) = mr?¢? sin 6 cos 0

m(r?@sin? 0 + 2ripsin® 0 + 2r’p 0 sinf cos ) = 0.
Poniewaz sa to rownania ruchu czastki swobodnej, ma = 0, sktadowe przyspieszenia musza
by¢ proporcjonalne do wyrazen, ktére sie dostaje po przeniesieniu wszystkich cztonow
na jedna strone i podzieleniu przez m. W ustaleniu czynnikéw proporcjnalnosci mozna
sie poshuzy¢ analiza wymiarowa (przyspieszenia musza mie¢ wymiar [L|[T]72 i pewnym
wyczuciem (fizycznym zdrowym rozsadkiem). Drugie z wypisanych wyzej réwnan daje
ag po podzieleniu przez czynnik r (analiza wymiarowa); trzecie za$ po podzieleniu przez

rsin @ (czlon z ¢ musi dawaé zwiazane ze zmiana ¢ przespieszenie styczne do réwnoleznika
o promieniu 7 sin ).
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Zadanie 1.9

Wiedzac, ze podczas ptaskiego ruchu czastki kat pomiedzy kierunkiem jej wektora wodzacego
r i wektorem jej predkosci v jest staly (i réwny «) znalezé we wspohrzednych biegunowych:
a) wzor na tor czastki,

b) dlugosé toru w funkcji potozenia czastki.

Przyja¢ jako warunki poczatkowe ©(0) = 0 i 7(0) = 7o. Zaleznosé szybkosci |v(t)| od
czasu moze by¢ dowolna.

Rozwigzanie:
Jesli r = r e, jest wektorem wodzacym (czyli wektorem polozenia), a v = re, +r¢pe,,
wektorem predkosci, to cosinus kata a pomiedzy nimi jest rowny

r-v T

rllvl 222

Stad (pamietajac, ze 7/$ = dr/dp) otrzymujemy natychmiast réwnanie rézniczkowe wy-
znaczajace tor w postaci r = r(p):

cos =

- — = ctga.

r dy &
Warto tu sie zastanowi¢ nad znakiem (po drodze podnosiliSmy co$ do kwadratu i wyciagali
pierwiastek - znak mogt sie zgubic¢). Jest on jednak poprawny: jesli 0 < o < 7, to wektor
predkosci jest tak skierowany, ze odleglos¢ » powinna rosnac ze wzrostem ¢ i rzeczywiscie
kotangens jest wtedy dodatni;'! gdy —5 < a < 0, to r rosnie ale wtedy, gdy ¢ maleje
(kat ¢ jest liczony przeciwnie do kierunku ruchu wskazéwek zegara) i rzeczywiscie ctg jest
wtedy ujemny. 7 kolei, gdy § < a <7, to r maleje, gdy kat rosnie i ctg jest ujemny, tak
jak powinien. Rozwiazaniem uzyskanego réwnania rézniczkowego jest spirala

() = (o) exp { (¢ — wo)ctga} .

Gdy chodzi o dlugos¢ toru, to widaé (patrz przypis nizej) ze wystarczy rozpatrzy¢ tylko
przypadki 0 < a < 7, kiedy to tor jest spirala rozwijajaca sie i jego dlugos¢ rosnie ze
wzrostem  nieograniczenie, oraz przypadek § < a < m, gdy tor jest zaciesniajaca sie
spirala i powinien mie¢ skoniczona dlugosé nawet wtedy, gdy ¢ — co. Przyjmujac wiec,

ze ¢ > 0 obliczmy dlugosé toru s(t) jako funkcje czasu przechodzac po drodze do s(¢(t))

t t t
S(t)Z/dt’\V(t/)\ =/dt’ Ug(t’)+vi(t/):/dt/\/m
0 0 0

(1) dr\ 2 12
:/ ng <—> +T2
¥o d(p

(1) 1/2 1 (t)
= / dy [r2ctg20z + 7‘2} = / dpr(p),
©

1/2

S1n e ©o

A co, gdy —% < a < 0 ? Powinno by¢ tak samo, tzn. odleglo$¢ r tez powinna rosnaé, bo na rysunku
sytuacja wyglada tak samo, ale ctga jest w tm zakresie katow ujemny... No tak, ale wtedy ze wzrostem
r kat ¢ nie rosénie, tylko maleje wiec réwnanie znéw jest poprawne!
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gdzie skorzystalismy ze zwiazku 1 + ctg?a = 1/sin® a i wzoru na dr/dp. Calkujac otrzy-
mujemy

Y

sin « COS & COS (v

e(t) e(t)
s(t) = r(%o) / d elp—vo)ctea r(%o) e(p—vo)ctaa r(¢o) [e(¢(t)—<ﬂo)0tga _ 1}
©0 ®0

Wzo6r mozna uprosci¢ przyjmujac, ze po = 0. ctga jest dodatni, gdy 0 < a < 7 i dlugos¢
toru jest wtedy nieograniczona, gdy kat ¢ rosnie nieograniczenie. Jedli za$ ctga < 0 (czyli,
gdy 7 < a < ), dlugos¢ toru jest skonczona, gdy ¢ — oo:

7“(@0)
cosa’

s(o0) = —

(oczywiscie, gdy § < a < 7 to cosa < 0 i dhugoé¢ toru jest dodatnia). Przypadek oo = §
jest szczegdlny: odleglo$é r pozostaje stala, réwna 7(pp). Dlugosé toru jest oczywiscie
nieskonczona jesli ¢ rosnie nieograniczenie, ale jesli rozpatrzy¢ diugo$é¢ toru od g do
¢ = o + 27, to w granicy a — & uzyskany wzor daje oczywiscie s = 277 (¢):

s(p =2m) = lim rlgo)

1
i osa 1+ 2metga + 5(27Tctga)2 +- =1 =27r(p) .

Wreszcie przypadki o = 0 lub 7 sa szczegdlne w tym znaczeniu, ze wektor predkosci jest
skierowany wzdhuz wektora wodzacego i kat ¢ pozostaje staty.!? Nie mozna wiec w tym
przypadku napisa¢ réwnania toru w postaci r = r(p). Mozliwy jest tylko parametryczny
opis toru (naturalnym parametrem jest tu czas) r = r(t), ¢ = @(t) = const = y.

2Dobrze jest przepisaé uzyskane réwnanie rézniczkowe w (zalecanej przeze mnie na Matmie IT) postaci
drtga =rdp. Wtedy widaé, ze gdy o = 0 lub 7, zmiana r nie pociaga za soba zmiany kata .
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Zadanie 2.5
Na ciatlo o masie m i predkosci poczatkowej v(0) = v dziala tylko sita oporu

v
Fo, = —k|v|*— Kkya > 0.

v’
Zbada¢, jak czas trwania takiego ruchu i jego zasieg zaleza od wykladnika .

Rozwiazanie:
Poniewaz na cialo dziata tylko jedna sita, ktéra ma zawsze ten sam kierunek, co chwilowa
predkos¢ ciata (i przeciwny do niej zwrot), dobrze jest wybraé¢ o§ x w kierunku vq. Problem
staje sie wtedy jednowymiarowy i redukuje sie dorozwiazywania réwnania

K

mo(t) = —kv®(t), czyli  o(t) = - v (t),

z warunkami poczatkowymi v(0) = vy (vg > 0) oraz, bez straty ogdlnosci, z(0) = 0.
Rozdzielenie zmiennych prowadzi do catki

v(®) dy K
oy U m

0

ktéra, jako caltka z funkcji potegowej, jesli o # 1, daje

1 o o K
[0 -] = -,

czyli, po “odkreceniu”,

1
11—«

v(t) = v [1 +(a—1) %vg‘_l t]

Wynik dla o = 1, ktéra to warto$¢ « jest, jak widaé¢, wyrézniona (uzasadnione jest
wiec nazwanie jej wartoscia krytyczna), mozna dostaé albo obliczajac bezposrednio catke
z a = 1, albo, co jest bardziej ksztalcace, dokonujac w powyzszym wzorze przejscia

granicznego o — 1:

o . . ﬁ a—1 m_ . ]-
U(t)—voil_{nl [1+(0z 1)mv0 t] —voil_{nlexp{l_a

In [1 + (a — 1)%@8‘_14 }

a1 1—« m 2 m2

1 2
e L |

(Pod logarytmem mozna juz bylo spokojnie potozy¢ vy ™! = 1).
Z otrzymanych wzoréw tych widaé, ze jesli @ < 1, to czas trwania ruchu jest skonczony:
cialo zatrzymuje sie po czasie

m vy ®
tmax:_
k1l—a«

>0.
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Zasieg ruchu, jest w takim przypadku, rzecz jasna, skonczony.

Jedli zas o > 1, to ruch trwa wiecznie (co nie znaczy jeszcze, jak zobaczymy nizej, ze
zasieg jego jest nieskoriczony) i asymptotycznie v(t) o< 1/ pa=T (lub v(t) o< e="&/™t gdy o =
1). Wynik ten moze na pierwszy rzut oka wydawaé sie dziwny: przeciez wydaje sie, ze dla
wiekszych wartodci a sita oporu jest wieksza! I istotnie tak jest, ale dla duzych predkosci;'3
jednak dla kwestii, czy sita oporu spowoduje calkowite zatrzymanie sie ciala, decydujaca
jest wielkos¢ silty oporu dla predkosci malych, nie zas duzych, a w sposéb oczywisty
jeshi (v/Vehar) < 1, gdzie venar jest jakas predkoscia charakterystyczna, to (v/vepar)® >
(V/Vehar)??, gdy a1 < as.

Zaleznosé przebytej drogi x od czasu jest dana catka

t t t ﬁ
x(t) = / dt' v(t') = vo/ dt' (1 — —) :
0 0 T

gdzie wielkos¢é 7 = (m/k)(v) /(1 — @)) = tmax jest, gdy a < 1, tozsama z czasem
trwania ruchu ¢,.x, dla a > 1 za$ |7| jest po prostu pewnym czasem charakterystycznym.
Otrzymujemy stad

—1

t/T
. 1 j— 1+171a
o -9

l-« £\ e m vy @ £\ e
= UgT 1—11—-- =— 1—11-= :
2 —« T K 2—« T

Ze wzoru tego od razu widaé, ze 2 jest druga krytyczna wartoscia wyktadnika . Oczywiscie
jesli ae < 1, zasieg d jest skonczony i wynosi

2—a
m v

d = x(tmax) = 5o

Otrzymany wzér na z(t) pozostaje stuszny takze przy a = 1 (gdy ruch trwa wiecznie),
co mozna sprawdzi¢ albo caltkujac bezposrednio wzér na v(t) z a = 1, lub tez dokonujac

13 Jak zawsze, aby orzec, czy wielkoéé wymiarowa, jest duza, czy mala, trzeba powiedzieé, w poréwnaniu
z czym. W zwiazku z tym zauwazmy, ze wymiar wspotczynnika k w podanym wzorze na sile oporu zmienia
sie z a; aby operowaé wspétczynnikiem o wymiarze niezaleznym od «, nalezy wzor ten zapisaé w postaci

v v

Fo, =

’U(?har |V| 7

(e} —2

w ktérej k' = kv§ ., ma juz wymiar [M][L][T]~* niezalezny od . Pojawia siec wtedy predkos¢ charakte-
rystyczna vehar 1 to poréwnanie z nig decyduje, czy predkosé v(t) jest duza czy mala.
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przejscia granicznego we wzorze na x(t):

K a—1

m . 2 -« K a1
—;voi:rri{l—exp<1_aln [1—(1—a)avo t])}

)

x(t):@volim{l_ [1—(1—04)%?;3‘%]%3}

co dla t = 0o daje do—1 = (m/K)vy. Zasieg ruchu pozostaje skoniczony az do o = 2, gdyz
dla 1 < a < 2 wykladnik (2 — «)/(1 — a) jest ujemny podobnie jak i 7 i, gdy t — oo,

2—« 1 2—«
e(ty="2Y0 Jy L Mm%
n2-a @) s 2-a

Dla av = 2 wzdr na x(t) jest osobliwy i konieczne jest znowu przejscie graniczne

22—« 2-a
B @ . /UO B i 11—«
x(t>_f<a£1—>r%2—a{1 <1+|T\) }

Po rozwinieciu funkcji exponens otrzymujemy stad

m t m K

Zasieg jest wiec wtedy nieskonczony: przebyta droga rosnie wolno, jak logarytm czasu,
ale jednak rosnie nieograniczenie. Oczywiscie zasieg jest tez nieskonczony dla wszystkich
a > 21 wtedy rosnie juz z czasem potegowo:

a—2 —2
t\ o=t t\ ot
(1 + —) — 1| — const. x <—) .
7| 7]

2—«
w(t) = = 20

K a—2
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Zadanie 2.21

Punktowa masa m porusza si¢ pionowo w polu grawitacyjnym g. Sita oporu dzialajaca
na nia jest dana wzorem F = —\|v|v. Znalez¢ zaleznosé predkosci i potozenia masy m od
czasu w przypadku, gdy jej ruch rozpoczal sie z zerowa predkoscia na pewnej wysokosci.
Poda¢ jak zmieniaja sie te wielkosci na samym poczatku ruchu i po dostatecznie dhugim
czasie. Przedyskutowac¢ jako$ciowo takze przypadki niezerowej predkosci poczatkowej i
jej dwu mozliwych kierunkéw (w gére i w dot).

Rozwiazanie:
Jesli masa m porusza sie w dot, a tak bedzie w przypadku zerowej predkosci poczatkowej,
to réwnanie wyznaczajace zaleznosé jej predkosci od czasu ma postac

dv 9 A
— =g— KV, K

dt

O$ z uktadu odniesienia, wzdluz ktérej odbywa sie ruch zostala tu skierowana w doét.
Réwnanie to mozna scatkowaé rozdzielajac zmienne

/t o g 1 [o® dv 1 " dp
0 vo g—rv* g vo 1_(\/’%/9@)2 VIt Jno L=

Wprowadzona tu zostata zmienna n = v4/k/g. Calke wykonuje sie rozkladajac wyrazenie
podcatkowe na UAMKki proste:14

t 1 n g nt) g 1
[a=g ([ [T ) = ) - =i
0 296 \Jy, 1+4nm w L= 2,\/gK 0

co prowadzi do wzoru

m .

ln<|1 +Z|) — 2 /Rt + 24,
w ktérym 2Ag = In(1+4179) —In |1 —ng|. Aby wywiktaé stad zalezno$¢ predkosci od czasu,
trzeba zdecydowaé (z powodu wystepowania pod logarytmen modutu), czy wartosé n
jest wieksza, czy mniejsza od 1. Jesli ruch zaczal sie od zerowej predkosci poczatkowej,
to, przynajmniej przez jakis czas (ale zaraz zobaczymy, ze zawsze) warto$¢ n pozostaje
mniejsza od 1. Zatem w takim przypadku

1
1+_77 = exp(2\/grt + 24),
—-n

i po odwiktaniu dostajemy

v(t) = \/%th(\/g_/{t—i—Ao).

MKorzystajac w razie koniecznosci z porad specjalistéw z Uniwersytetu Adama Mickiewicza w Pozna-
niu.
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Wzér ten pokazuje, ze jesli poczatkowa predkos¢ vy byla réwna zeru badz dodatnia
ale mniejsza od predkosci (nazwijmy ja graniczna) v, = 1/g/k, bedzie ona z czasem
rosna¢ dochodzac do vy, asymptotycznie (oczywiscie fizycznie wezesniej masa m wyrznie
w ziemie), ale nigdy jej nie przekroczy. Jest to oczywiste z samej postaci wyjsciowego
réwnania rézniczkowego, ktérego prawa strona zeruje si¢ przy v = vg - warto$¢ ta jest
tzw. punkem stalym réwnania; poniewaz réwnanie to jest pierwszego rzedu (czyli wy-
maga tylko jednego warunku poczatkowego), rozwiazanie v(t) = v, dzieli przestrzen
pozostalych rozwiazan na dwie klasy: w jednej klasie zawsze v(t) > vg, W drugiej zas
v(t) < vg. Gdyby predkosé poczatkowa vy byla dodatnia i wieksza od vg,, “zdejmujac”
modul w przeksztalceniach powyzej trzeba by zamiast 1 — ) napisa¢ n — 1 i w rezultacie
otrzymalibysmy jako rozwiazanie

g 1
vlt) = \/;th(mt+Ao) '

Predko$¢ v(t) dochodzitaby wtedy do predkosci granicznej od gory.

Zaktadajac, ze vy = 0, znajdziemy teraz polozenie masy m w funkcji czasu:

0= [ - L[S0

= 2o+ p ln[ch(\/ﬁt)] .

Gdy czas dazy do nieskonczonosci, predkosc¢ staje sie réwna vg, 1 wzor ten powinien dawac
liniowy przyrost drogi z czasem. Jest tak rzeczywiscie:

2(t) — 20 = lln{1 (evort +e_\/~"_’”)} R~ \/gt— l1112.
K 2 K K
Ujemna stala bierze si¢ z tego, ze masa m nie porusza si¢ caly czas predkoscia vg; wy-
nika stad pewna strata dystansu (reprezentowana wiasnie przez czynnik —(1/k)In2) w
stosunku do ciala, ktére od poczatku poruszatoby sie z predkoscia ve, od t = 0.

Mozemy tez sprawdzi¢, jak przebyta przez mase m droga przyrasta zaraz po starcie,
tj. dla czaséw bliskich zeru. Argument { = /grt funkcji kosinus hiperboliczny jest wtedy
maly (< 1) i korzystajac ze wzoréw na rozwiniecie funkcji cosh i rozwiniecie logarytmu
mamy

1 1 1
z(t)—z(]:gln<1+§§2+ﬁ§4+...),

(rozwiniecie kosinusa hiperbolicznego jest takie jak kosinusa, tylko wszystkie znaki sa
dodatnie, co wynika z tego, ze cos(i§) = chf) i teraz korzystajac z rozwiniecia In(1 +¢) =

12 4 . mamy

1 1 1/1 2 1/1 1

t) — — 4 U iy =z ¢t .
2t = 2 YR 2(2ng )} m(zg 2t T

N

—N
N —
Iy
)
+



Tak wiec, gdy t < 1/,/9~,

1 1
2(t) — 2= = gt* — — ¢’ktt 4+ ...
(t) =20 =59t = 5 g Rt +
W pierwszym przyblizeniu, kiedy predkos¢ jest jeszcze niewielka, sita oporu nie gra roli
(jest znikoma) i w pierwszym przyblizeniu masa m spada swobodnie, “po szkolnemu”; w
nastepnym przyblizeniu dochodzi poprawka opdzniajaca spadek, proporcjonalna do t*.
Przy okazji warto zobaczyé, jak ten sam wynik dla t < 1/,/gk mozna uzyskaé

rozwiazujac wyjsciowe rownanie rézniczkowe metoda Banacha. Zapiszmy rownanie w
postaci

dv 9

— =g — KV,

at
i potraktujmy cala jego prawa strone jak zaburzenie (oczywiscie zeby tak mozna bylo
zrobi¢ mata musi by¢ predkosé poczatkowa vgy). Pierwszym przyblizeniem rozwiazania,
czyli rozwiazaniem zerowego rzedu jest v(®)(t) = vy (po prostu!). Nastepnie szukamy
rozwiazania pierwszego rzedu, v\ (t), catkujac powyzsze réwnanie z prawa strona obli-
czong 7 rozwiazania zerowego rzedu:

dvM ()

dt :g—K(U(O))2,

co da

v () = vy + (9 —Kug)t.
Nastepnie szukamy rozwiazania drugiego rzedu obliczajac prawa strone ze znalezionego
wyzej rozwiazania rzedu pierwszego

dv® ()

dt
itd. Kladac dla prostoty vg = 0 mamy tu réwnanie
dv® ()

dt

:g—m[vo—l-(g—/wg)t}z,

=g— Kkg't*,

ktorego rozwiazaniem jest

1
0@ (t) = gt — 3 kg*t?

i ktére po scatkowaniu jeszcze raz da otrzymane juz wyzej przyblizenie z(t), ktére jest
stuszne, gdy t < 1/,/gk.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze gdyby predkosé poczatkowa vy byta ujemna (skiero-
wana w gore), nalezaloby rozwiazywaé¢ réwnanie

dv 4
—_ = RV
dt g Y
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Roéwnanie to nie ma punktu statego, ale przy vy < 0, dyktuje ono wzrost v(t) od v do zera.
W chwili ¢, w ktorej predkosé stanie sie réwna zeru réwnanie to przestaje obowiazywac
i nalezy od tego momentu rozwiazywac¢ poprzednie rownanie z warunkiem poczatkowym
v=0.
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Zadanie 2.6
Zbada¢ mozliwe ruchy jednowymiarowego oscylatora harmonicznego z thumieniem bedace
rozwigzaniami réwnania

mx+2yx+kxr=0,

gdzie v > 0, k > 0 (czynnik 2 w drugim wyrazie zostal wprowadzony dla rachunkowej
wygody). Rozpatrzyé¢ wszystkie mozliwe przypadki.

Rozwigzanie:
Réwnanie
T4 2\i +wir =0,
gdzie A\ = v/m, w? = k/m jest rézniczkowym réwnaniem liniowym drugiego rzedu.

Zgodnie z ogdlnymi zasadami powinno ono mie¢ dwa liniowo niezalezne rozwiazania,
a najogdlniejsze rozwiazanie jest kombinacja liniowa tych dwu rozwiazan z dowolnymi
wspotczynnikami. Wystepuja w nim zatem dwie stale dowolne. Zgodnie z tradycja fi-
zyczna przekazana nam w Feynmana wyktadach z Fizyki, rozwiazan szukamy w postaci

z(t) = et

tj. szukamy funkcji speliajacej wypisane wyzej réwnanie ale przyjmujacej wartosci ze-
spolone. Poniewaz rownanie jest liniowe o rzeczywistych wspoélczynnikach, spelnia¢ je
bedzie osobno zaréwno czesé¢ rzeczywista jak i urojona zespolonego rozwiazania z(t) i
ktérakolwiek z nich mozna wzia¢ jako rozwiazanie wyjsciowego rzeczywistego réwnania.
Podstawiajac ten tzw. Ansatz (liczba mnoga die Ansétze, gdyby ktos nie wiedzial) do
rozwiazywanego réwnania otrzymujemy warunek na « (czyli inaczej réwnanie charakte-
rystyczne tego réwnania liniowego)

—a? + 2ida+wi =0.
Rozwiazaniami tego warunku sa

ay =i\t Jwd — A2,

Zatem ogolnym zespolonym rozwiazaniem jest
Z(t) _ Cl 6—)\t+i\/wg—)\2 t + C2 6—)\t—i\/wg—)\2 t
C1 2 sa dwiema dowolnymi zespolonymi stalymi. Jesli wi — A% < 0, tj. jesli wyktadniki

eksponenséw sa czysto rzeczywiste, wziecie czesci rzeczywistej (lub urojonej) x(t) zespo-
lonego rozwiazania z(t) sprowadza sie po prostu do wziecia ReC; i ReCy (ImC; i ImCs)
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jako dwu statych rzeczywistych. Gdy zas$ w2 —\? > 0, aby wydzieli¢ czes$¢ rzeczywista (lub
urojona) tego rozwiazania, wygodniej jest, przedefiniowujac stale, przepisa¢ je w postaci'®

Z(t) =C e—)\t+i\/wg—)\2 t + C* e—)\t—m /wg—)\Q t
+B e—At-ﬁ-i«/wg—)\? t_R* g Min fw2—N2 t

Pierwsza linia tak zapisanego zespolonego rozwiazania z(t) jest czysto rzeczywista, a druga
czysto urojona. Zatem jako rozwiazanie rzeczywiste z(t) mozemy wzia¢ np. Rez(t), czyli

o(t) = e ((C etV wi—At +C* e~V Wi—A? t) .

Powyzsze rozwiazanie x(t) zalezy, tak jak powinno, od dwoch statych dowolnych, ktérymi
sa czes¢ rzeczywista i cze$¢ urojona C.
Tak wiec, w zaleznosci od wzajemnego stosunku wg i A?, mozliwe sa trzy przypadki

e Gdy w? > A% rozwiazanie mozna zapisa¢ w postaci
z(t) = e ™M (Acoswt + Bsinwt),
gdzie A=C+ C* =2ReC, B=i(C—-C*) = —2ImC, a w = \/wi — \2.

o Gdy wi < A\, piszemy /w3 — A2 = —ixk oraz (w pierwotnej formie rozwiazania z C,
i Cy) ReCy = 3(A+ B), ReCy = 5(A — B), co sprowadza czes¢ rzeczywista Re z(t)
rozwiazania do postaci

x(t) = e (Achkt + Bshrt).

e Gdy w? = A2, dwa znalezione rozwiazania staja sie wzajemnie proporcjonalne czyli
liniowo zalezne i trzeba znalez¢ jeszcze jedno liniowo niezalezne rozwiazanie, gdyz
inaczej ogdlne rozwiazania zalezaloby tylko od jednej tylko (rzeczywistej) stalej do-
wolnej, co nie pozwalaloby spehi¢ warunkéw poczatkowych (z ogélnej teorii réwnan
rozniczkowych wiadomo, ze najogdlniejsze rozwiazanie musi mie¢ dwie state do-
wolne). Okazuje sie, ze ogdlnym rozwiazaniem jest wtedy

x(t) =e M (A+ Bt).

Ze jest to istotnie rozwiazanie, mozna sprawdzi¢ wstawiajac je do wyjsciowego
réwnania (w ktérym nalezy polozy¢ w? = A?).16 Wynik ten, jak zobaczymy nizej,
mozna tez otrzyma¢ dokonujac odpowiedniego przejécia granicznego.

15Choé nie jest to do niczego potrzebne, zanotujmy, ze C; = C+B, Co = C* —B* czyli C = %((Cl +C3),
alB= %((Cl — C;)
Tstotnie: & +2\i+ A2z = e M (A2A—2AB+ A2Bt) +2\e M(=AA+ B—ABt) + \2e (A + Bt) = 0.
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Dowolne stale rzeczywiste A i B w powyzszych ogdlnych rozwiazaniach sa wyznaczone
przez zadane warunki poczatkowe. Jesli sa nimi

z(0) =z, (0) = vy,
to, jak tatwo sprawdzi¢,
[ A
x(t) = e |2 coswt + Yot A%o G wt] :
w

z(t) = e M [%co + (vo + Axo) t]

Vo + Az

x(t) = e |zochkt + % sh mt] ,

K

gdy, odpowiednio, wg > A2, w2 = A? i w2 < A%

Majac rozwiazania dla dwoch skrajnych przypadkéw zalezne od warunkow poczatko-
wych tatwo zobaczy¢, ze rozwiazanie w przypadku wi = A? mozna otrzymaé przez przejécie
graniczne. Np. biorac w pierwszym rozwiazaniu granice w — 0 (czyli wg — A?) widzimy,
ze coswt — 1, a drugi wyraz w tej granicy daje

Vo + Az
lim L2 AT Gy — (vo + Azo) T,
w—0 w
i otrzymujemy rozwiazanie dla przypadku w? = A% W podobny sposéb mozna to

rozwiazanie otrzyma¢ w granicy kK — 0 z trzeciego rozwiazania. Przejécia granicznego
mozna dokona¢ dopiero po wyrazeniu statych dowolnych przez warunki poczatkowe, gdyz,
jak wida¢, wspolczynniki tych liniowo niezaleznych rozwiazan nie pozostaja stale przy
zmienianiu w lub k.

Tylko w przypadku, gdy w? > A2, tj. gdy sita oporu nie jest zbyt duza, ruch wykazuje
charakter quasi-periodyczny: kolejne zera funkcji x(t) (przechodzenie oscylatora przez
polozenie réwnowagi) wystepuja regularnie, w odstepach czasu At = %T, gdzie T' = 27 /w.
Kolejne maksima funkcji |z(t)| wystepuja zas, gdy #(t) = 0 i sa nieco przesuniete w
stosunku do polozen, jakie mialyby przy niewystepowaniu sity oporu. Np. jesli (dla
prostoty) zo = 0 i z(t) = (vo/w)e * sinwt, maksymalne wychylenia, tj. maksymalne
wartosci |z(t)| przypadaja w tych momentach, w ktérych znika @(t), czyli gdy

6—)\t(

wcoswt — Asinwt) =0,

tj., w ktérych tgwt = w/A; jesli sila oporu jest staba, A < w, przypadaja one niemal

dokladnie wtedy, kiedy wt = 7/2 + nm; jesli zas A ~ w lub A > w, chwile te sa nieco

wezesniejsze (co zrozumiate, bo sita oporu powoduje wezesniejsze wytracenie predkosci).
W przypadku, gdy wg < A? (a 2o = 0) wychylenie oscylatora z(t) jest tylko jednego

znaku (zaleznego od znaku predkosci poczatkowej vg) i |z(t)| ma tylko jedno maksimum

wystepujace w chwili, gdy 4(¢) = 0, czyli gdy

thist) = %,/Az—wg <1.

Jest bowiem jasne, iz rownanie to ma tylko jedno rozwiazanie.
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Rysunek 3: Obrét ukladu wspotrzednych o kat 6.

Zadanie 2.7

Pokaza¢, ze tor ruchu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego, czyli
lezacy na plaszczyznie tor ruchu czastki o masie m poddanej dziataniu sity sprezystej
F = —mw?r jest elipsa. Jaki warunek musza spelia¢ czestosci w; i we nieizotropowego
tréjwymiarowego oscylatora o sile F = —m(wire, + wiye, + w3ze,), by tor jego ruchu
byt krzywa zamknieta?

Rozwiazanie:
Réwnania ruchu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora

f+wr=0, jJ+wiy=0,

najtatwiej rozwiaza¢ wprowadzajac zmienng zespolona § = r+iy. Rozwiazaniem rownania
€ + W% = 0 jest wtedy

f(t) — A_"_eiwt + A_e—iwt — ‘A+|€iwt+i5+ + |A_‘e—iwt+i6, — ei@ (|A+‘6iwt+i5 4 ‘A_‘e—m—m) ’

przy czym zespolone state calkowania AL zaleza od warunkéw poczatkowych. W ostat-
nim kroku fazy 6, i 6_ statych A, zostaly zapisane w formie 6, = 0+, 6_ = 6 — 6.
Podstawiajac nastepnie |Ay| = $(A £ B), mozna wyrazenie w nawiasie napisa¢ jako

é (ez’wt-i-ié + e—iwt—ié) 4 E

5 5 (et — e t=10) = Acos(wt + 6) + iBsin(wt + 6) .
i

Mozemy teraz zinterpretowaé to jako & = x'(t) +iy/(t), gdyz jesli uktad O’ jest wzgledem
ukladu O obrécony o kat 6 tak, jak na rysunku 3, to x = 2’ cosf — y'sin 6, y = 2/ sin 6 +

y'cosl, czyli wlasnie &€ = e”¢’. Zatem w ukladzie obréconym o kat 6 tor jest dany
réwnaniem (2//A)? + (y'/B)?* = 1, ktére jest wlasnie réwnaniem elipsy.

Jedli rozwiazanie nieizotropowego oscylatora zapisa¢ w postaci x(t) = A, cos(wit+49,),
y(t) = Aycos(wat + 9y), 2(t) = A, cos(wst + 6,), to jest jasne, ze tor bedzie krzywa
zamknieta, gdy mozna dobra¢ wielokrotnosci okreséw ruchow wzdiuz poszczegdlnych osi
tak, by byly sobie rowne, czyli gdy istnieje okres T taki, ze

wiT:27rn2-, 121,2,3

Tor bedzie wiec krzywa zamknieta, gdy wy : ws : w3 =Ny : ng @ n3.

39



Zadanie 2.8
Zmalez¢ ruch jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m, stalej sprezystosci
k = mw? i wspdlezynniku sity thumiacej 2y = 2mA pobudzanego sita zewnetrzna o har-

monicznej zaleznosci od czasu
F(t) = Fycos(Qt +9).

Przedyskutowa¢ zaleznos¢ amplitudy wychylen oscylatora od czestosci ) sity wymu-
szajacej oraz korelacje maksiméw wychylen oscylatora z maksimami sity. Zakladajac, ze
A # 01 ze ruch trwa juz dostatecznie dtugo, by zaleznosé ruchu od warunkéw poczatkowych
stala sie nieistotna (tj. ze t > 1/)), obliczy¢ usredniona po okresie sity wymuszajacej
moc przekazywana przez nia oscylatorowi i zbadac jej zaleznos¢ od czestosci 2. Co sie
dzieje z ta pobierana przez oscylator energia?

Rozwiazanie:
Réwnanie Newtona, wyznaczajace ruch oscylatora ma postac

EF
i+ 200 + wie = =2 cos(Qt + 6) .
m

Jego najogolniejsze rozwiazanie jest suma najogdlniejszego rozwiazania rownania jedno-
rodnego (tj. powyzszego réwnania z sita F'(t) réwna zeru) oraz jakiegokolwiek rozwigzania
(tzw. rozwiazania szczegdlnego) powyzszego réwnania z sita F'(t). Najogdlniejsze rozwia-
zania (w zaleznosci od wzajemnego stosunku A do wp) réwnania jednorodnego zostaly
znalezione w Zadaniu 2.6. Znalezé rozwiazanie szczegdlne jest najprosciej przepisujac
powyzsze réwnania w zmiennej zespolonej z(t) i modyfikujac jego prawa strone:

Fy .
E4 22X 4 wiz = 2 i)
m

Poniewaz réwnanie to jest liniowe, a wspétczynniki prawej jego strony sa rzeczywiste,
czesé rzeczywista z(t) bedzie spelnia¢ whasnie to réwnanie, ktére chcemy rozwiazaé (czesé
urojona z(t) bedzie za$ speliaé réwnanie z sita F(t) = Fysin(Q2t + §)). Podstawiamy
nastepnie do tego rownania

2(t) = Ae™,
z amplituda A bedaca liczba zespolona i widzimy, ze jest ono spemione, jesli

FO 62‘6
m wi — Q%+ 2iAQ

A=

Szczegdlne (niezalezne od zadnych statych dowolnych) rozwiazanie wyj$ciowego réwnania
ma zatem postac

FO ei(Qt+6) FO 1
SL’SZ(T,) = Re E 5 0z - =
W + 2102 m \/(wE — 02)2 + 4)202

cos(QU+6— ).
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¢ jest faza mianownika wg — Q2 4+ 2iIAQ = /(w2 — Q2)2 + 42202 €' zespolonej amplitudy.
Jest ona dana wzorem
20
g (p - w% - QQ )

albo, co wygodniejsze, bo nie wymaga zmieniania galezi arcusa tangensa przy przecho-
dzeniu przez Q? = w2, wzorami

wi — Q2 sin 200
: inp = :
V(W2 —Q2)2 + 42202 7 V(W2 = Q22 + 42202

cos p =

Poniewaz, jak wida¢, sin ¢ jest nieujemny, faza ¢ nalezy do przedziatu [0, 7.
Alternatywna (ale réwnowazna) postaé rozwiazania szczegélnego uzyskujemy piszac

sz t) = - !
Ty (1) Re(m (w8—92)2+4)\2926

B 1
om (wg — 02)2 4+ 42202

[(wg — Q%) cos(Qt + 6) + 2AQsin(Q + 0)] .

Wprawdzie pelne rozwiazanie réwnania ruchu wymaga dodania do znalezionego tu
rozwiazania szczegolnego rownania niejednorodnego jeszcze ogdlnego rozwiazania rownania
jednorodnego zaleznego od dwdéch dowolnych stalych (dopiero wtedy mozna narzucié
na rozwiazanie warunki poczatkowe - zobacz Zadanie 2.9), to, jesli tylko sita oporu
(wspélezynnik ) nie znika, efekty tego ogdlnego rozwiazania, a z nim zalezno$é¢ ruchu
od warunkéw poczatkowych, beda z czasem male¢ do dowolnie maltej wielkosci. Roz-
patrujac ruch oscylatora w chwilach ¢t > A~!, mozna sie ograniczy¢ wtedy do badania
samego szczegblnego rozwiazania réwnania niejednorodnego, gdyz (1) & Tgye,(t).

Zatem gdy t > A\7! amplituda A drgan oscylatora (czyli maksymalne wychylenie)
jest réwna

Fy 1
A(Q>:H 2 _02)2 202
V(W2 —02)2 + 4220

Gdy sita oporu nie jest zbyt duza, amplituda ma maksimum w punkcie, w ktorym mianow-
nik ma minimum, a jeszcze lepiej, tam, gdzie minimum ma wyrazenie pod pierwiastkiem
czyli tam, gdzie znika pochodna po x funkcji f(z) = (z — w2)? + 4\%x, tj. przy czestosci
Q, = Jw? — 2)2, zwanej czestosciq rezonansowq. Czestosé ta, jak widaé, jest nizsza niz
czestosé whasna wy oscylatora. Oczywiscie, gdy wi < 202, amplituda A(£2) jest monoto-
nicznie malejaca funkcja czestosci 2. Wykres amplitudy wychylen oscylatora jako funkcji
czestosci sity wymuszajacej jest pokazany na lewym panelu rysunku 4. W obu przypad-
kach, zaréwno, gdy wi < 2A?% jak i gdy wg > 2\%, amplituda spada do zera, gdy Q — oc:
oscylator majacy bezwladno$é (m # 0) nie zdaza reagowaé znaczacym wychyleniem na
nastepujace niemal natychmiast po sobie pochodzace od sily pchniecia w przeciwnych
kierunkach. Gdy € = 0, rozwiazanie ¥, (t) redukuje sie do stalej z,e, = (Fo/mw}) cosd,
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Rysunek 4: Po lewej: wykres amplitudy wychyleri oscylatora (w jednostkach Fp/mw?)
w funkcji czestosci €2 sity wymuszajacej dla A/wg = 0.2 (krzywa niebieska z wyraznym
maksimum) i 0.75 (krzywa czerwona). Po prawej: wykres fazy ¢ w funkcji £2/wq oscylatora
dla A\/wy = 0.5 (krzywa niebieska) i 0.1 (krzywa czerwona).

co odpowiada spoczynkowi oscylatora w punkcie przesunetym w stosunku do centrum sity
sprezystej; sila sprezysta Fi,, = —mwiTee, jest w tym polozeniu réwnowazona przez sile
zewnetrzna, Fi cosd.

Faza ¢ zadaje opdznienie maksymalnych wychylen oscylatora w stosunku do maksy-
malnych wartosci sity pobudzajacej (jesli sita ta ma maksimum w chwili ¢, to wychylenie
maksymalne wystepuje w chwili ¢z + ¢/Q). Faza ta, jak wynika z podanego wzoru, jest
bardzo mala, gdy czestosé €2 sity pobudzajacej jest mala (w stosunku do A) - oscylator
mimo dziatania sily oporu, “nadaza” za sila pobudzajaca. Przy (2 = w, faza ¢ jest rowna
7/2 (w chwilach, gdy sila jest maksymalna, wychylenie oscylatora zeruje sie) i dazy do ,
gdy © — oo (oscylator jest wtedy z sita w przeciwfazie). Zaleznosé fazy ¢ od thumienia
A ilustruje prawy panel rysunku 4. Przy A = 0 zalezno$¢ fazy ¢ od czestosci € sity dege-
neruje sie do ¢ = 0, gdy Q < wp i do ¢ =, jesli Q > wy. Rozwiazanie xg,.,(t) pozostaje
jednak ciagla funkcja € (co widaé z przytoczonej wyzej alternatywnej formy rozwiazania)
i przybiera wtedy postac
Fy 1 Fy

lim cos(Qt 4 6) cosp = —

=" _ -
Zea(1) m |wi — Q2| tep—0 m wi — 02

cos(2t +6) .

Trzeba jednak pamietac, ze gdy A = 0, rozpatrywanie samego tylko rozwiazania szczegolne-
go traci sens, bo zalezna od statych dowolnych (czyli od warunkéw poczatkowych) czesé
pelnego rozwiazania nie zanika z czasem.

Poniewaz w stanie ustalonym (gdy zanikta juz pamie¢ ukltadu o warunkach poczatko-
wych) ruch uktadu jest okresowy, mozna obliczy¢ érednia (po okresie T' = 27 /€)) moc
pobierana przezen od sity wymuszajacej F'(t). Chwilowa jej moc jest réwna Pp(t) =
F(t)&(t), a usredniona jest dana calka



Bez straty ogélnosci przyjmiemy tu 6 = 0. Wéwczas
Fy Q
m \/(wg — Q2)2 4 42202

Potrzebna calke oblicza sie najszybciej, gdy fukcje trygonometryczne zostana zapisane
przez eksponensy:

F(t) = FycosQt,  i(t) =

sin(Qt — ) .

— Fg 0 g
Pp=—-" / dt sin(Q2t — ) cos QU
T'm \/(wd — Q2)2 +4X2Q2 Jo
_ Fg Q 1 Tdt [ei%-ie _ o=i0tHie] [ | o=if%)
T'm \/(wg — 02)2 442202 4i Jy
F? Q T, _. o F2 0

- _ _ - __ oy — Y 1
T e 5 ) T o oo

Mimo iz chwilowa moc pobierana przez oscylator od sily wymuszajacej moze byé¢ ujemna
(Z(t) o sin(Q2t + 6 — @) moze by¢ przeciwnego znaku niz F(t) o< cos(2t + d)), usredniona
po okresie moc pobierana jest zawsze dodatnia bo, jak juz zauwazyliSmy, faza ¢ nalezy
do przedziatu [0, 7]. Po podstawieniu tu wzoru na faze

200
V(wd —Q2)2 402027

sin g =

otrzymujemy
F? Q2

P = )
m (wg — Q%)% + 4X2Q2

Moc pobierana ($rednio w okresie) przez oscylator jest mala przy malych czestosciach
Q) sity wymuszajacej i spada rowniez do zera, gdy czestosé ta staje sie bardzo duza (w
poréwnaniu z czestoscia wlasna wy oscylatora). Maksimum osiaga, jak tatwo sprawdzié
szukajac maksimum funkcji

x

J(@) = (r —wd)?+ 4N’
przy 2 = wy (a nie przy czestosci rezonansowej, jak mozna by sadzi¢) i jest tam réwna
??ax = FZ/4m\. Oczywiscie, poniewaz ruch oscylatora jest stanem ustalonym, pobierana
przezen od sily wymuszajacej moc musi w calosci by¢ tracona wskutek dzialania sity
oporu. Istotnie, chwilowa moc tej sity, dana wzorem Py (t) = —2Ami?(t) (jak widac jest

ona zawsze ujemna - sita oporu w kazdej chwili, a nie tylko w sredniej, powoduje strate
energii oscylatora), po usrednieniu po okresie

23m 2 9%
dr (1) = —2m o

— o2am [T T
— dt sin®(Qt —
T J T m? (W2 — Q)2 +4>\2Q2/0 i (§ = ¢),

A=

poniewaz $rednia po okresie funkcji sin? jest réwna % (reguta, ktéra warto pamietac), jest
dokladnie réwna wzietej z przeciwnym znakiem usrednionej mocy Pp.
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Zadanie 2.9

Dokonujac odpowiednich przyblizen w Scistym wzorze na zaleznos¢ od czasu polozenia
rozpatrywanego w zadaniu 2.8 oscylatora (i przyjmujac, ze faza § sily wymuszajacej jest
réwna zeru) przedyskutowaé jakosciowo charakter jego ruchu w réznych rezimach (tj. dla
réznych stosunkéw wielkosci wg, € i A), jesli w chwili ¢ = 0 oscylator spoczywalw swoim
potozeniu réwnowagi (z(0) = 0, £(0) = 0). W szczegdlnosci rozpatrzy¢ przypadek bez
thumienia (A = 0), oraz przypadki 0 < A < |wg — Q| 1 |wg — Q| < A.

Rozwiazanie:

Aby zbada¢ zachowanie sie oscylatora w réznych rezimach trzeba najpierw wypisaé¢ kom-
pletne rozwiazanie uwzgledniajace warunki poczatkowe x(0) = 0, #(0) = 0, ktére ozna-
czaja, ze w chwili t = 0, gdy sila pobudzajaca jest maksymalna, oscylator znaduje sie
w w spoczynku w polozeniu réwnowagi. Przyjmiemy tez, ze w3 > A2, czyli Ze thumienie
oscylatora jest stabe. Ogdlna postaé zaleznego od dwu stalych dowolnych rozwiazania jest
nastepujaca (przypomnijmy, ze w = \/wi — \2):

z(t) = e (A coswt 4+ Bsin wt)
Fo/m

o)y e

[(w§ — Q%) cos Qt + 2X\Qsin Q1] .

Przyjete warunki poczatkowe, z(0) = 0, #(0) = 0 prowadza do réwnan

FQ wg — Q2
A+ =0 —
+ m (wg —02)2 4 4202 0,
Fy 2002
At wB+ m (wg — Q2)2 + 4202 0
Ich rozwiazaniami sa
A:@ Qz—wg B:—FO )\(Qz—l—wg)
m (wg — Q?)% + 41202 mw (wg — Q%)% + 42202

Pelne rozwiazanie z przyjetymi warunkami poczatkowymi ma wiec postaé:

. Fo/m
"0 = oy e

{(wg — %) (cos Qt — e M coswt)

2 2
42X [ sin it — M e M sin wt .
20w

Mozna teraz zbada¢ rézne przypadki.
1) Zbadajmy najpierw ruch w przypadku, gdy tlumienie nie wystepuje, tj., gdy A = 0
(wtedy w = wp). Wypisane wyzej rozwiazanie redukuje sie wtedy do

Fo/m

x(t) = - (cos Qt — coswot) .
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Rysunek 5: Wychylenia (w jednostkach Fy/mwg) oscylatora bez thumienia (A = 0) pobu-
dzanego sita harmoniczna F'(t) = Fp cos((wp +¢)t) w funkcji wot. Po lewej: €/wy = —0.05;
Scisty wzér - linia niebieska; wzoér przyblizony - linia czerwona. Po prawej w przypadku
Scistego rezonansu €2 = wy.

Szczegdlnie interesujacy jest przypadek ruchu wymuszanego przez site o czestosci €2 bliskiej
czestoéci wlasnej wy oscylatora. W przeksztalconej!” postaci powyzszego wzoru'®

mozna, gdy €2 = wg + € & wy, zastapi¢ wy + 2 przez 2wy. Daje to

Fo et
x(t) =~ sin wot sin .
MWOE 2

Wychylenie oscylatora zmienia sie wtedy niemal periodycznie, jak sin wyt, ale amplituda
jest modulowana przez wolnozmienny czynnik Sin(%st). Zachowanie to ilustruje lewy panel

"Wykorzystujemy tu wzor

cosa —cosf3 = —2sin<a;5> sin(a;—5> ,

(nie trzeba go szukaé po Internetach... wystarczy pamietaé, ze taki wzoér istnieje i ma w jednej funkeji
polowe sumy katow, a w drugiej polowe réznicy; poniewaz po lewej kosinusy nie maja w zapisie przez
eksponensy czynnika ¢ w mianowniku, po lewej musi by¢ albo iloczyn dwéch sinuséw, albo dwéch kosi-
nuséw (zeby nie bylo ¢ w mianowniku) ale lewa strona zmienia znak przy zamianie « «+ 8, wiec to musza
by$ sinusy, a ogdélny znak latwo dopasowa¢ ktadac np. o =01 § = 7, czy cos takiego.

18 Alternatywnie mozna by prébowaé od razu polozyé¢ Q = wy + €, piszac

cos((wo + &)t) — coswot = coswpt coset — sinwyt sinet — cos wot ,

i uzyé argumentu, ze coset ~ 1, dzieki czemu pierwszy i ostatni czton sie zredukuja i zostanie tylko
— sinwpt sinet. Takie przyblizenie jest jednak shuszne tylko dla czaséw ¢ takich, ze |et| < 1 i doéé szybko
sie zalamuje. W rezultacie otrzymany w ten sposdéb wzoér daje dwukrotnie krotszy okres modulacji
(Tmod = 27 /e zamiast Tyoq = 47/¢). Scisla granice 2 = wqy otrzymuje sie, oczywiscie, poprawna.
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rysunku 5. W granicy Scistego rezonansu, gdy 2 = wy otrzymuje sie

Fy
2

x(t) ~ S
0

(A)Ot sin (A)Ot .

Amplituda wychylen narasta wtedy z czasem liniowo (zob. prawy panel rysunku 5).

2) Drugi przypadek to sytuacja, gdy A < | — wy| < wp. Thlumienie jest stabe, ale
niezerowe, a odchylenie czestosci sity wymuszajacej od czestosci wlasnej oscylatora jest
zawsze wicksze niz parametr A (granicy |2 —wg| — 0 w tym rezimie nie mozna zatem
osiagnac).

W tym przypadku w pelmym rozwiazaniu mozna opuscié¢ cztony z sinusami (bo sa
proporcjonalne do parametru A, ktéry moze by¢ dowolnie maly) i zastapi¢ w przez wy:

Fo/m
w0~ F =y 5 e

(wg — Q%) (cos Ut — e coswot) -
Ponadto mozna pominaé czynnik A\2Q? w mianowniku i, wprowadzajac € = Q + wy, spro-
wadzi¢ powyzszy wzor do

_F()/m
20)05

A

x(t) ~

(cos wot cos et — sinwpt sin et — e~ cos wot) .

Zeby latwiej dostrzec jakosciowy charakter ruchu, dobrze jest wyrazenie w nawiasie przed-
stawi¢ w postaci A(t) cos(wot+p(t)), tj. w postaci ruchu harmonicznego z (wolno) zmienna,
z czasem amplituda i (wolno) zmienna z czasem faza. Przypuszczamy bowiem, ze po do-
statecznie dlugim czasie ruch oscylatora powinien si¢ jakos ustabilizowac¢. Trzeba zatem

tak dobra¢ A(t) i ¢(t), by

A(t) cos p(t) = coset — e M,
A(t)sin p(t) = sinet .

Latwo zobaczy¢, ze rozwiazaniem tego problemu sa

sin et
A(t) = V1 — 2e M t —2Xt tep(t) = ———— .
(1) = V1= 2e N coset + e, tgalt) = ——

Zatem

Fo/m
2&)08

x(t) ~ — V1= 2e=Mcoset 4 e—2M cos(wot + ¢(t)) .

Amplituda wychylenia dazy, gdy t — oo do Fy/2mwpe, ale “po drodze” wykazuje lokalne
maksima i minima wypadajace, gdy

€ . — Xt
coset + Xsmst =e .
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Rysunek 6: Wychylenia (w jednostkach Fy/mw?) oscylatora z thumieniem pobudzanego
sita harmoniczna F(t) = Fycos((wp + €)t) w funkcji wot. Po lewej: €/wy = —0.05,
A/wo = 0.01; linie czerwona i zielona pokazuja przebieg modulujacego czynnika A(t)/2]e|.
Po prawej: £/wg = —0.01, A/wy = 0.2; linie czerwona i zielona pokazuja przebieg modu-
lujacego czynnika A(t)/2X. Wykresy zostaly otrzymane z przyblizonych wzoréw podanych
w tekscie; optycznie nie réznia sie jednak od otrzymywanych ze $cistego rozwiazania.

Maksima te, z ktérych najwyzsze jest pierwsze, moga, jesli [e/A| > 1, znacznie prze-
kraczaé¢ asymptotyczna wartosé amplitudy, co wida¢, gdy sie ja zapisze eliminujac z niej
czynnik e~ z pomoca wypisanego wyzej warunku wyznaczajacego ekstremum:

)
Amax/min = \/]- —cos? et + F sin? et .
Typowa zalezno$¢ od czasu wychylenia oscylatora w tym rezimie pokazuje lewy panel
rysunku 6.

3) Trzeci przypadek zachodzi, gdy |wy — Q2| < A < wy, co oznacza, ze thumiony oscylator
jest bardzo blisko rezonansu (i granice scistego rezonansu mozna osiagna¢). W tym przy-
padku w pelnym rozwiazaniu mozna pominaé czlony z kosinusami (bo sa mnozone przez
wig — Q2 a zostawi¢ nalezy te z sinusami. Ponadto, w mianowniku na przedzie mozna
po prostu polozyé¢ wi = Q2 i przyblizyé¢ przez 1 czynnik (Q2 + w2)/2Qw. Po potozeniu
2 = wp + € otrzymuje sie wtedy

_ Fo/m
- 2)\&]0

A

x(t)

(sin wot cos et + coswpt sin et — e~ sin wt) .

Jesli jeszcze w ostatnim sinusie przyblizy¢ w przez wg, to mozna z pomoca takiej samej
sztuczki, jak w poprzednim przypadku przedstawi¢ przyblizone rozwiazanie w postaci
Fo/m
z(t) =~ o/
2)\(,4.)0

A(t) sin(wot + ¢(1)),

w ktérej A(t) i ¢(t) sa dane tymi samymi wzorami, co w poprzednim przypadku (mozna
tu jednak pod pierwiastkiem potozy¢ e = 0, co sprowadzi caly czynnik modulujacy A(t)
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do 1 — e™). Typowa zalezno$é¢ od czasu wychylenia oscylatora w tym rezimie pokazuje
prawy panel rysunku 6.

W sytuacji, gdy A ~ |Q2—wp| trudno jest napisa¢ jakies przyblizenie $cistego rozwiazania,
ktore by czynito charakter ruchu tatwo widocznym. Niemniej poréwnujac oba panele ry-
sunku 6 mozna oczekiwaé, ze przy przechodzeniu of A < |2 — wg| do | — wp| < A przez
rezim, w ktérym A ~ |Q — wp|, “falowania” obwiedni (krzywych czerwonej i zielonej)
powinny po prostu male¢.

48



Zadanie 2.11

Poda¢ rozwiazanie réwnania ruchu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie
m, czestosci wy 1 wspélezynniku thumienia 2y = 2mA pobudzanego sita F(t) o dowolnej
zaleznosci od czasu.

Rozwigzanie:
Najogoélniejsze rozwiazanie réwnania

T+ 207 +wiz = f(1),

gdzie f(t) = F(t)/m, ma posta¢ sumy z dowolnymi wspélczynnikami dwu liniowo nie-
zaleznych rozwazan x1(t) i z2(t) réwnania jednorodnego (z f(t) = 0) i jakiegokolwiek (tzw.
szczegllnego) rozwiazania rownania niejednorodnego. Gdyby to bylo réwnanie pierwszego
rzedu, szczegdlne rozwiazanie rownania niejednorodnego mozna by bylo znalezé metoda
uzmiennienia stalej w rozwiazaniu rownania jednorodnego. Tu jednak mamy do czynienia
z rownaniem drugiego rzedu i jesli przyjmiemy, ze

Iszcz(t) = Cl(t> T (t) + Cg(t) l’g(t) s
to po wstawieniu tego zg,(t) do wyjSciowego réwnania otrzymamy

011’1 + 2011’1 + Cli’l + 2)\(015(71 + Cljfl) + wgClscl +
021'2 + QC'gi’g + Cg!i’g + 2)\(02!13’2 + 021'2) + WSCQZL'Q = f(t) .

Nawet po wykorzystaniu tego, ze x; i xo spelniaja réwnanie jednorodne pozostaje jedno
rézniczkowe réwnanie na dwie nieznane funkcje (C; i Cy), i to réwnanie drugiego rzedu z
zaleznymi od czasu wspolczynnikami:

01251 + 2011’1 + 2)\015(31 +
02252 + 2021’2 + 2)\025132 = f(t) .

7 klopotu wybawia nas to, ze wystarczy znalez¢ jedno jakiekolwiek rozwiazanie réwnania
niejednorodnego. Mozemy wiec narzuci¢ na C'y i Cy jakies dodatkowe warunki pozwalajace
uprosci¢ powyzsze rownanie. Okazuje sie, ze wlasciwa sztuczka jest zazadanie, by C i Cs
nie byly od siebie niezalezne, lecz by spemialy zwiazek
011'1 —l—OQI’Q =0.
Zwiazek taki oznacza, ze takze
011'1 + Oli'l + CQIQ + Cgi’g =0.

Wykorzystanie narzuconego warunku upraszcza rownanie do rownania pierwszego rzedu:

Criy 4 Coiy = f(t).
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Narzucony zwiazek pozwala ponadto uzyska¢ zamkniete réwnania na C i Cs: podsta-
wiajac do powyzszego réwnania

C2:——101, lub 01:——202,
) T1
otrzymujemy dwa réwnania
. Lo
Cl = T f(t) )
T1T9 — X1X2
. T
Co=—""—"-/(1),

Toly — LTy
ktére juz tatwo scatkowaé.!®
W przypadku rozpatrywanego réwnania, dwoma liniowo niezaleznymi rozwiazaniami

réwnania jednorodnego sa

r1(t) = e Mcoswt,  wo(t) = e Msinwt,  w=/wi— A2,
i latwo znalezé, ze @179 — 1109 = —we™ 2. Po wstawieniu tych rozwiazan do powyzszych
wzordéw znajdujemy, ze
1 (" F(r) ,
Cy=—— [ dr —2 eV sinwr,
W m
1 [t F(r
Co= — dTLe’\T COS WT ,
w m

Zatem szczegdlne rozwiazanie rownania niejednorodnego ma postac

1 t R
Tpen(t) = —— e M cos wt/ dr ﬂ e sinwT
w m

t
—i—l e Msin wt/ dr M e coswr .
w m
Dolne granice calek sa tu dowolne - rézne ich wybory daja funkcje C;(t) i Cy(t) rézniace
sie o stale, co daje rozwiazania xg,.(t) rézniace sie od siebie o pewna kombinacje li-
niowa rozwiazan x1(t) i x2(t) réwnania jednorodnego. Poniewaz pelne (najogdlniejsze)
rozwiazanie wyjsciowego réwnania ma postac

1 tOF(r
z(t) = Aye M coswt + Ay e Msinwt — — e cos wt/ dr L M sinwr
w m

1 tOP(r
+= e Msinwt / dr L M coswT
w m

1 [t F
= Aje Mcoswt + Aye Msinwt + — / dr Fir) e M sinfw(t — 7],
w m

¥Przy okazji: wspélny mianownik tych wyrazei nazywa sie wronskianem od Jézefa Marii Hoene
Wrorniskiego - polskiego fizyka, matematyka i filozofa, jednego z przedstawicieli polskiego mesjanizmu.
Pamietamy: Mickiewicz, Towianski i te sprawy. Zob. Gorgy Spiro “Mesjasze”. Cho¢, jak twierdzi Milosz
(w “Ziemi Ulro”), Hoene-Wrorniski “wierszoklety i jego mistycznej bandy” nie znosit...

200graniczamy sie tu do przypadku w3 > A? - zob. Zadanie 2.6
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wiec wyb6r dolnych granic calek (czy tez jednej calki, w ostatnim wariancie wzoru, ktéry
zaklada, ze dolne granice obu calek sa takie same) sprowadza sie do przedefiniowania
dowolnych statych A; i Ay, ktére wyznacza sie z warunkéw poczatkowych. Jesli warunki
poczatkowe sa zadane np. w t = 0, to wygodnym wyborem dolnych granic catek jest zero,
gdyz woéwezas® x(0) = Ai2(0) = wB — MA.

Innym sposobem uzyskania tego rozwiazania jest sprowadzenie wyjsciowego rownania
rézniczkowego drugiego rzedu (z niejednorodnoscia) do ukladu dwu réwnan liniowych
pierwszego rzedu z niejednorodno$cia. Do znalezienia rozwiazania szczegdlnego réwnania
niejednorodnego mozna wtedy zastosowaé zwykla metode (juz nie wymagajaca sztuczek z
wronskianami) uzmienniania stalej, ktérej role gra wtedy dwuwymiarowy wektor. (Sposéb
ten jest przedstawiony w moim skrypcie do analizy).

Jeszcze jedna wazna metoda znalezienia rozwiazania szczegdlnego jest metoda wy-
korzystujaca funkcje Greena. W przypadku rozpatrywanego réwnania jest to funkcja
G(t — t') speliajaca réwnanie

G+ 220G+ WiG =0(t—t),
w ktérym funkcja po prawej stronie jest delta Diraca, czyli “funkcja’?? réwna zeru
wszedzie oprécz punktu ¢ = ¢/, w ktérym przyjmuje ona wartos¢ nieskonczona, tak iz
dla dowolnego a > 0

/adtd(t) =1, lub inaczej: /adt h(t)o(t) = h(0).

a —a

Rozwiazanie T, (t) réwnania 7 + 2\t + wiz = f(t) jest wtedy dane wzorem

Las(t) = / Tar G- 1) £(F).

[e.e]

Rzeczywidcie: dzialajac na obie strony tej réwnogci operatorem rézniczkowym d?/dt* +
2)\d/dt+w? dostajemy po lewej odpowiednie pochodne Zg,,, a po prawej, wprowadziwszy
ten operator pod znak calki i zadziatawszy nim na G(t — t’), dostajemy pod catka po dt’
iloczyn 6(t — ') f(t'); zgodnie z podana wyzej wlasciwoscia funkceji delta, catka da wtedy
f(t). Aby znalezé¢ taka funkcje Greena wygodnie jest zapisa¢ ja w postaci transformaty

2IRézniczkowanie Ty, (t) po t daje dwa wyrazy, ale oba one przy takim wyborze dolnej granicy catki
znikaja w t = 0: jeden bierze sie z rézniczkowania po ¢ funkcji podcatkowej - wyraz ten znika poniewaz
gbérna granice calki kladziemy potem réwna zeru - a drugi z rézniczkowania po t w gornej garnicy calki;
w wyniku tej operacji dostajemy funkcje podcalkowa wzieta w punkcie, ktéry byt gérna granica calki, a
to znéw da zero, bo sinw(t — t) = 0.

228cigle rzecz biorac delta Diraca jest dystrybucja, tj. funkcjonatem liniowym F[h(t)] na przestrzeni
funkeji h(t), czyli méwiac jezykiem praktycznym, maszynka, do ktérej wrzuca sie funkcje h(t) i otrzymuje
w rezultacie liczbe wedlug przepisu, ktéry jest liniowy wzgledem funkeji h(t). Przepis F[h(t)] = h(0)
definiuje delte Diraca jako taka wlasnie dystrybucje.
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Fouriera® z nieznana na razie funkecja G(€):
*dQ - -
Git—t)= [ —G(Q)e .
t-t)= [ GG
Poniewaz

(S(t i t/> _ /OO C2i_Q e—iQ(t—t’) :
oo 4T

réwnanie na funkcje G(t — t') przyjmuje postaé

d? d s . / ay . /
- 2N — 2 0) e~ U=t — / e~ 1920t—t)
(dt2 2 dt ) /_Oo 27 G(@)e o ’

czyli, po “wjechaniu” z operatorem rézniczkowym pod catke i zadziataniu nim na funkcje
eksponens,

d 2 2 o —iQ(t—t’)_/ df2 —iQt—t)
/ o G(Q) (W2 — Q% —2i\Q) e = o :

Wida¢, ze rownanie bedzie spetnione, jesli

R 1
G0 =—q — W2 200 T

1
[Q+ A+ Jwd — N2][Q+ i\ — Jwi — \?]

Dopoki A # 0, osobliwosci mianownika znajduja sie poza osia rzeczywista, po ktérej bie-
gnie catkowanie po d). Leza one pod nia** w punktach Q0 = —i\+ /w2 — A2 = —idt+w
plaszczyzny zespolonej zmiennej (2. Umozliwia to jawne obliczenie calki metoda residuow.

ZPoniewaz G jest funkcja zmiennej majacej interpretacje czasu, przedstawiamy ja jako catke z minusem
w wyktadniku funkeji eksponens. Transformaty Fouriera funkcji zmiennych przestrzennych, np. (x),
przedstawiamy zas$ w postaci catek z plusem w wyktadniku:

v = [ (dgl)‘ D1 .

Konwencja w przypadku funkcji zmiennych przestrzennych x jest uzasadniona interpretacja transformaty
Fouriera w mechanice kwantowej: reprezentuje one rozklad funkcji falowej 1 (x) czastki reprezentujacej
kwantowomechaniczny stan tejze na funkcje falowe e’ stanéw bedacych stanami wlasnymi operatora
pedu, ktéry ma postaé P = —ihV; funkcja e’ jest funkcja wlasna tego operatora z wartoscia wlasna
hk. Odwrotny znak wyktadnika w przypadku funkcji zmiennej majacej interpretacje czasu bierze sie
oczywiscie ze Szczegélnej Teorii Wzglednodci: wyktadnik funkeji e ~#*+-X jest jedli A2 i Ak transformuja
sie przy przejsciu do innego ukladu odniesienia tak jak energia i ped, niezmiennikiem. Wreszcie czynniki
27 w mianownikach calek sa jak najbardziej wlasciwe w kontekécie fizyki statystycznej: d3k/(27)3 jest
objetoscia elementarnej komorki przestrzeni pedowej. Tak wiec wszystkie inne konwencje w jakich mate-
matycy, a niestety czesto i fizycy, zapisuja transformaty Fouriera (inne znaki w wykladnikach, czynniki
27 w innych miejscach lub, horrendum!, jakie$ v/27) powinny by¢ przez studentéw fizyki wytupane i
wybuczane!
24 Jak sie tatwo zorientowaé, jest tak takze i wtedy, gdy A\? > w3, tj. gdy w jest wielkoscia urojona.

52



Zgodnie z lematem Jordana,?® gdy t — t’ > 0, kontur calkowania nalezy domknaé¢ duzym
pétokregiem w dolnej pétptaszezyznie (catka po tylko tym pélokregu znika w granicy nie-
skoriczonego jego promienia). Oba punkty osobliwe, w ktérych funkcja podcatkowa ma
bieguny proste, leza wewnatrz tego konturu. Otrzymujemy wtedy wyrazenie

-7 { —e~ A=t piw(t—t) o= A(t—t) piw(t—t') }

2 2w + —2w

ktére mozna zwinaé do sinusa. Jesli zas t — ¢’ < 0 kontur catkowania nalezy domknaé
duzym polokregiem w gornej péiplaszczyznie. Poniewaz wewnatrz konturu catkowania
niema w tym przypadku zadnych osobliwosci, catka daje zero. Zatem

1 ,
Git—t) =0t —t)=e M sinw(t —t).
w
Funkcja 6(t — t') Heviside’a jest réwna 1, gdy ¢t — ' > 01 zero, gdy t — ¢’ < 0.
Rozwiazanie szczegdlne jest wiec dane przez

mw mw

[e.e] —00

e’} F / , t F / ,
Tager(t) = / dt' o(t —t') ﬂ e M) sinw(t —t) = / dt’ ﬂ e M) sinw(t —t).

Funkcja (t —t') “obcina” gdérna granice calki po dt’. Rozwiazanie to odpowiada znalezio-
nemu poprzednio w przypadku szczegdlnego wyboru (—oo) dolnej granicy wystepujacej
tam catki.?

2570b. méj skrypt z calkami zespolonymi.

26Warto tu jeszcze uczynié nastepujacy komentarz. Jesli A # 0, czyli gdy w ukladzie wystepuje
thumienie powodujace asymetrie wzgledem zmiany kierunku czasu, tj. nieodwracalno$é ruchu (pusz-
czony od tylu film z nagranym takim ruchem ukaze ruch, ktéry w sposéb oczywisty jest “niefizyczny”
i funkcja Tywspak(t) = Tssen(—t) go reprezentujaca nie spemia réwnania ruchu i + 2A\& 4+ wiz = f(—t)).
Funkcja Greena jest w takim przypadku catkowicie przyczynowa. Wyraza sie to funkcja (¢t — t') réwna
zeru gdy ¢ < t': na Tge,(t) w chwili ¢ dane calka

Teren(t) = /7 T Gl — ) £,

wplywa tylko przebieg sity f(t') w chwilach wezesniejszych od t.

Jedli A = 0, funkcja podcatkowa we wzorze na funkcje G(t —t’) ma osobliwosci na osi rzeczywistej, czyli
na drodze catkowania. Aby znalezé G(t—t'), trzeba nadaé calce sens, podajac jakis sposéb ominiecia tych
osobliwoéci. Sposobdéw jest kilka: mozna np. przesunaé oba bieguny infinitezymalnie pod o$ rzeczywista,
co da przyczynowa fukcje Greena, tak jak wtedy, gdy A # 0. Mozna tez przesunaé oba nad o$, co da
funkcje antyprzyczynowa, réwna zeru gdy t > ¢’ - warto$é Zg,c,(t) w chwili ¢ bedzie wtedy wyznaczona
przez zachowanie sie sity w przysztosci, ale poniewaz réwnanie ruchu jest teraz niezmiennicze wzgledem
odwrdécenia czasu, przyszlosé jest nieodréznialna od przesziosci. Mozna wreszcie przesunaé jeden biegun
pod 0§, a drugi nad; prowadzi to do tzw. feynmanowskiej funkcji Greena, szeroko wykorzystywanej
w kwantowej teorii pola (propagator feynmanowski!). Oczywiscie wszystkie funkcje Greena uzyskane z
rézmych przepiséw spehiaja réwnanie G + w3G = §(t — t') - réznia sie one o jakie§ rozwiazanie AG
réwnania jednorodnego AG + WAAG = 0.
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Rozwiazanie z funkcja Greena mozna takze otrzymacé¢ mniej “apriorycznie”, argumen-
tujac, ze kazda sile F(t) mozna przedstawié w postaci superpozycji sito réznych harmo-
nicznych zaleznosciach od czasu, czyli po prostu w postaci catki Fouriera

O _ (4O o

m 02T m

Amplitudy F(Q)/m sa dane przez odwrotna transformate:

m:/wdtwemt_

m m

—00

Poniewaz funkcja F'(t) jest rzeczywista, zespolone amplitudy F(Q) spehiaja zwiazek
F*(Q) = F(—9Q). Z Zadania 2.8 znamy juz rozwiazanie réwnania

F(Q)
F420+wiz = Le_mt.
m

Ma ono postac:

F(9) 1 i

t,Q) =
A == T ana ¢

(w poréwnaniu z Zadaniem 2.8 zostal tu zmieniony znak 2). Rozwiazanie réwnania z
dowolng sita, F'(t)/m musi wiec by¢, dzieki liniowosci, superpozycja takich rozwiazan, tj.

calka po €
> dQ F(Q) 1 o
szez(t) = R
Zcat) / 2 m wi— 02— 200 °

Wstawiajac tu transformate F(Q)/m sity wyrazona przez catke z samej sity F(t) i zamie-
niajac kolejnoéé catkowan otrzymujemy?>”

© R() [%dQ 1 o
wren 1) = d/ iQt"  —iQt
a1 /_ m / 2 Wi — 220" °

oo

co jest tym samym, co dostalismy metoda funkcji Greena. Aby to zobaczy¢, wystarczy
napisac

oo —iQ(t—t’)
racs(t) = | d’F()/ o
e —c0 m 2 [Q+iX — Jwd — N2][Q + i\ + JwE — A\?]

i wykona¢ caltke po d) metoda residuéw, by otrzymaé (w = \/wg — \2)

T (t) = /_ at T gy e300 ginfiot — ).

mw

2"TPowinniémy tu jeszcze wziaé czesé rzeczywista: xSZCZ( ) =Re(2ssc2(t)), ale jak latwo sie zorientowaé
(co potwierdza wynik koricowy), poniewaz F*(Q) = F(—Q), rozwiazanie zgc,(t) jest juz samo z siebie
rzeczywiste.
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Zadanie 2.14

Rozwiazujac réwnanie Newtona z sila Lorentza F = ¢(E + v x B), przedyskutowaé
ruch czastki o tadunku elektrycznym ¢ i masie m w stalych i jednorodnych, wzajem-
nie prostopadtych polach: elektrycznym E i magnetycznym B, w zaleznosci od predkosci
poczatkowej v czastki. Sprawdzi¢ otrzymane rozwiazanie r(t) w przypadku znikania pola
magnetycznego lub elektrycznego. Przedyskutowaé takze wszystkie mozliwe typy rzutéw
toru czastki na plaszczyzne prostopadia do pola magnetycznego w zaleznosci od rzutu
predkosci czastki na te plaszczyzne w chwili wybranej za poczatkowa.

Rozwiazanie:
Réwananie Newtona determinujace ruch czastki ma (w tym nienormalnym uktadzie SI)
postac

d2

m—r(t)=q(E+v(t)xB).

3 r(t) = g (B+ (1)< B)
Aby rozpisaé je na poszczegdlne sktadowe, wybieramy (zgodnie z wielowiekowa tradycja)
o$ z kartezjanskiego ukladu odniesienia tak, by pokrywala sie z kierunkiem pola magne-
tycznego, a o$ y kierujemy wzdluz pola elektrycznego:

E=e/ L, B=e.B.

Poniewaz pola E i B sa stale i jednorodne, mozemy, bez straty ogdélnosci, wybrac¢ poczatek
tego ukladu odniesienia w punkcie, w ktorym czastka znajduje sie w chwili t = 0. Wa-
runkami poczatkowymi sa wiec

r(0)=ro=0, oraz 1(0)=vy.
Je?i v(t) = e, + e,y +e,2, to
vit)yxB=|0 0 B|=e,By—e,Bi.
e, € e,

Rozpisane na sktadowe rownanie Newtona ma wiec postac

T = wpy,
y :_WB$+WB§7
Z=0.

Zostalo tu wprowadzone tradycyjne oznaczenie tzw. czestosci cyklotronowej

Poniewaz trzecie rownanie jest niezalezne od dwu pierwszych, jego rozwiazanie jest oczy-
wiste (uwzgledniamy tu, ze 2(0) = 0): z(t) = vit. Zauwazmy przy tym, ze zadanie mozna
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bytoby uogélni¢ odrzucajac warunek prostopadtosci pol E i B: mozna by wtedy przyjac
E i B: mozna by wtedy przyja¢c B = e.B i E = e,/ + e, F*; dwa pierwsze rownania
wyznaczajace ruch czastki w plaszczyznie xy pozostalyby wtedy bez zmian, a trzecie
przybratoby posta¢ Z = gE*/m, nadal niezalezna od dwu pozostalych i rozwiazaniem jego
bytaby funkcja z(t) = vit + (qE*/2m)t?.

Dwa pierwsze rownania mozna rozwiazac¢ kilkoma sposobami. Tu podamy dwa z nich.

Sposdb pierwszy: Drugie z réwnan, §j = —wpd + wp(F/B), mozna przepisaé w postaci

—d )+ w —t] =0
T — w
dt Yy B BB )

z ktérej wynika, iz

) E

y(t) + wpx(t) — wBEt =Cy.
Stata C'y mozna natychmiast wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych obliczajac lews strone
powyzszej réwnosci dla ¢ = 0. Poniewaz x(0) = 0, znajdujemy w ten sposéb C, = v.
Podstawiajac teraz tak znalezione g(t) do pierwszego réwnania, otrzymujemy zamkniete
réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu na x(t)

E
T +w]23x:w]23§t+w3vg.

Jest to oczywiscie réwnanie oscylatora harmonicznego o czestosci wg poddanego dziataniu
zaleznej od czasu “sity pobudzajacej” F(t) = m(w%(E/B)t+wpv]). Poniewaz jednak owa
sita jest od czasu zalezna liniowo, byloby malto praktyczne korzysta¢ z wyprowadzonego
w Zadaniu 2.11 ogélnego rozwiazania tego réwnania. (Ale jak ktos chce, to prosze bardzo
- to moze by¢ pozyteczne ¢wiczenie.) Zamiast tego lepiej postuzy¢ sie tu znana sztuczka
i przepisaé¢ to rownanie w zmodyfikowanej postaci

d? E vy ) FE vy

czyli w postaci € + w3e = 0z £(t) = z(t) — (E/B)t — (vl /wg), w ktérej rozwi??zanie jest
ju?? oczywiste: £(t) = Acoswpt + D sinwgt, czyli
y FE
x(t) = SR Acoswpt + Dsinwgt.
wp B

Warunki poczatkowe z(0) = 0, #(0) = v} pozwalaja od razu wyznaczy¢ stale A i D:

A=—v§/wp, D =1§/wp — E/Bwg, co prowadzi do
E 4 1 E
x(t) = Et+ 5—(;(1 — coswpt) + o (vé” - E) sinwpt .

56



Majac juz jawne rozwiazanie x(t), mozna teraz wréci¢ do réwnania na y(t):
. y E
y(t) = v + WBEt — wpx(t).

Wstawiajac tu znalezione x(t), otrzymujemy réwnanie

d y R A
Ey:vocosw]gt— UO—E sinwpt,

ktére juz jest latwo scatkowaé¢. Zauwazmy jednak, ze po prawej stronie tego réwnania
nie wystepuje czlon liniowy w ¢t. Oznacza to, ze v¥(t) = y(t) nie rosnie liniowo z czasem,
mimo, ze to wlasnie w tym kierunku (na plaszczyznie xy) na czastke dziala stala sita
pochodzaca od pola elektrycznego E! Catkujac powyzsze réwnanie, otrzymujemy

vy 1 E
t)=C+ Lsinwpt + — (vf — = | coswpt,
y(t) oy, St + (Uo B) wp

a stala catkowania C ustalamy z warunku y(0) =0: C = —(v§ — E/B)/ws.
Sposob drugi: Dwa rownania

T —wpy =0,

?J‘I‘WBi'ZWBE,

po pomnozeniu drugiego przez ¢ dodajemy do siebie stronami. Wprowadzamy przy tym
zespolong zmienna,

§(t) = x(t) +iy(t),
na ktéra w ten sposéb otrzymujemy réownanie
£ +iwgé = Wwp -

Réwnanie to przepisujemy w rownowaznej postaci

d? E o d E

Na zespolona zmienna 7(t) = £(t) — (E/B)t mamy zatem réwnanie

d ) . .
E(?’H—szn) =0, czyli N +iwgn=C.

Ma ono oczywiste rozwiazanie

C )
n(t) = —i— + De 5",
WwpB

o7



Stad

E C
E(t) =x(t) +iy(t) = =t —i— + D (coswpt — isinwpt) .
B wp
Zespolone state C i D wyznaczamy teraz z warunkéw poczatkowych £(0) = 0 oraz £(0) =
vE + ivy. Daje to réwnania

C
—i—+D =0,
WB
1)
E—ZMBID) = vaﬂ—i—ivé’,

czyli

]D):E<—E+vo+wg), C:—E+vo+wé’.

Obydwiema metodami dostajemy zatem te same rozwiazania

W =Ly g 04— (op = L) sinwpt
z(t) = =t+ —(1 —cosw — (v — = | sinw
B wp 5 wp 0 B B
vy 1 E
t) = 0 t+— (7= =) (=1 t
y(t) o, Snws +WB (UO B)( + coswpt),
2(t) = vit.

Od razu zauwazmy, iz z rozwiazania tego wynika, ze jesli v§ = 0, a v§ = E/B, to rzut
czastki na plaszczyzne xy przemieszcza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym wzdhiz
osi = ze stala predkoscia v = e,(E/B). Jest to mozliwe, gdyz sila gv x B ma wtedy
doktadnie kierunek sity ¢E, te sama co ona warto$¢, ale przeciwny zwrot. Sily te wiec
catkowicie sie rownowazg.

W ramach kontroli poprawnosci uzyskanego rozwiazania zbadamy jeszcze inne przy-
padki graniczne.

e B=0. W tym przypadku powinniSmy (na plaszczyZnie xy) otrzymaé ruch jedno-
stajnie przyspieszony w kierunku osi y i jednostajny w kierunku osi x. Pamietajac,
ze wg X B, rozwijamy funkcje sin wgt i coswpgt i bierzemy granice wg — 0:

E 4 1 1 E
:c(t):Et—i-Z—(;(l—l—i-ﬁw%t?qL...)—i-@(vg—g) (wpt+...)
E

xT E x
:§t+vot—§t+(’)(w3t2) — gt

i podobnie

Yy
Yo 1 . E Ly
t) = — t+ ... — —— | (-14+1—-wit*+...
y() (A)B(WB >+MB (UO B)( QWB )

1 E
— ot = —— Wit + O(wpt) — vt + g—m 2.

E
2B(A)B
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e E = 0. Rozwiazania (na plaszczyznie xy) redukuja sie w tym przypadku do

T

vy g

x(t) = —(1 — coswpt) + — sinwpt,
wp wp
vy v

y(t) = —sinwpt + —(—1 4+ coswpt) .
wp wpB

Pozwalaja one znalezé tor ruchu czastki (przenosimy wyrazy bez funkcji trygono-
metrycznych na lewa strona, podnosimy oba tak otrzymane réwnania stronami do
kwadratu i dodajemy stronami do siebie):

2 2 2
vy vE V3% + v
r— ) gyt L) =00
wpB wp )

Torem ruchu jest wiec w tym przypadku okrag o promieniu R = m|vo,|/q|B|,
gdzie vi, jest prostopadia do pola magnetycznego sktadowa predkosci poczatkowej.
Polozenie §rodka okregu zalezy od wartosci sktadowych of i v§. Dlugosé |vo, | tej
predkosci nie ulega w trakcie ruchu zmianie, gdyz dzialajaca na ladunek sita wy-
twarzana przez pole magnetyczne, bedac zawsze prostopadia do chwiliwej predkosci
tadunku, nie wykonuje pracy:

Wg = /dtv(t)-FB = /dtv(t)-(qva) =0.

Okresem obiegu czastki po okregu jest T = 27 /wp. Jedli skladowa v§ predkosci
poczatkowej nie jest zerowa (ale pole elektryczne E nie ma skladowej wzdluz pola
B), czastka porusza sie po linii srubowej (ktérej rzutem na plaszczyzne xy jest
okrag) o skoku [ = v§T'. Jesli zas pole elektryczne E ma niezerowa skladowa wzduz
pola B, skok linii sSrubowej rosnie liniowo z czasem.

W ogdélnym przypadku, gdy niezerowe sa oba pola ruch czastki na plaszczyznie xy jest
zlozeniem ruchu po okregu z dryfem w kierunku osi x z predkoscia réwna Va,y = €, (E/B).
Aby sie o tym przekonaé¢ mozna, tak jak w przypadku zerowego pola E, dodaé¢ stronami
podniesione do kwadratu réwnania, co da

E, v 2+ (e E 2 vg2+1 . E\?
r——t—— — (v — = =+ (v -=) .
B wp YT\ B wy  wy \ " B

Otrzymany zwiazek z z y nie jest wprawdzie rownaniem toru w Scistym sensie, gdyz czas ¢
nie zostal zen catkowicie wyeliminowany, ale pozwala przekonaé sie o stusznosci powyzszej
interpretacji: przedstawia on bowiem okrag, ktoreg srodek przesuwa sie rownolegle do osi
x ze stala predkoscia V. = €, (E/B).

Jakosciowo (i do$¢ nieprecyzyjnie) powstawanie dryfu mozna zrozumie¢ tak. Jesli
czastka naladowana (dodatnio) porusza sie w plaszczyznie xy po okregu zgodnie z ruchem
wskazowek zegara, to w okolicach “godz. 9”7 jest przyspieszana przez pole elektryczne, a
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w okolicach “godz. 3” jest przez to pole opdzniana. W rezultacie, w okolicach “godz. 127,
gdy porusza sie w prawo ma wieksza predko$¢ niz w okolicach “godz. 67, gdy porusza sie
w lewo. Skutkiem tego w czasie obiegania calego okregu przemiesci sie troche w prawo.

Ten sam wniosek mozna takze otrzymac, jak teraz pokazemy, rozpatrujac ten ruch
wzgledem ukladu poruszajacego sie w kierunku osi x z odpowiednio dobrana predkoscia.
Réwnanie Newtona m a = F . jest niezmiennicze wzgledem transformacji Galileusza,
przy czym wystepujace w nim zwykle sity “mechaniczne” F.a (zaliczajac do takich
réwniez sity grawitacji traktowanej po newtonowsku, czyli nierelatywistycznie) sa takie
same w dwu ukladach poruszajacych sie jeden wzgledem drugiego z predkoscia V. Silty
elektromagnetyczne zachowuja sie jednak w zasadzie inaczej, gdyz teoria Maxwella jest
niezmiennicza wzgledem transformacji Lorentza, a nie Galileusza. W zwiazku z tym, aby
dowiedzie¢ sie, jakie pola elektromagnetyczne E'(¢',r') 1 B'(¢',r") wystepuja w ukladzie
poruszajacym sie, gdy w uktadzie nieruchomym wystepuja pola E(¢,r) i B(¢,r), przyto-
czymy tu dla bezpieczenstwa pelne relatywistyczne wzory i “przykroimy” je do matych
wzglednych predkosci V. Wzory te (w uktadzie SI) maja postac:

2 V[V
E=vE+VxB) - Y (1.E
@+ VB - T (Tom),
72

c ¢ 1+~ ¢ \ ¢ ’

gdzie v = 1/4/1 —V?2/c2. Po lewej stronie pola E' i B’ sa tu wziete w czasoprzestrzen-
nym punkcie (¢, 1'), a pola E i B po prawej stronie w punkcie (¢,r) zwiazanym z (¢', ')
transformacja Lorentza (poniewaz w naszym problemie pola sa stale i jednorodne, jest to
tu nieistotne). Z doktadnoscia do wyrazéw malych, gdy |V|/c < 1 (a v &~ 1) mozna te
wzory przyblizy¢ przez

E~E+VxB, B ~B,

a czas t’ utozsami¢ z t. W ukladzie poruszajacym sie z predkoscia V réwnanie Newtona
bedzie mialo zatem postaé (v’ jest predkoscia czastki w primowanym ukladzie odniesienia)
d I d r_ / / N o~ /
MmooV Amo v =q¢(E+ v xB)~q¢E+VxB+vxB).
Poniewaz po praawej stronie v/ +V = v, wiec rzeczywiscie w rozpatrywanym przyblizeniu
prawa strona réwnania Newtona nie zmienia sie (tj. sila jest taka sama, jak w ukladzie
pierwotnym bo wystepujaca w sile Lorentza predko$¢ v jest ta, jaka czastka miata w
tamtym uktadzie). Jesli wybierzemy

B ExB

V =
B2~

to wéwczas (ogdlnie)

(E-B)

VxB=-E-+B
8 MANTTE
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Przy prostopadlych (w wyjsciowym ukladzie odniesienia) polach E i B drugi czlon w
powyzszym wzorze znika i w uktadzie poruszajacym sie z predkoscia V o wartosci |V| =
E/B pole E zostaje wyeliminowane i ruch, jak juz to analizowali$my, jest ruchem po
okregu.

Przeanalizujemy teraz charakter toru czastki na plaszczyznie xy w zaleznosci od jej
predkosci poczatkowej. Aby uproscié¢ to zadanie, przyjmiemy, ze v§ = 0. Nie ogranicza to
ogolnoéci, gdyz predkosé

E
y(t) = v§ coswpt + (E - vg) sinwpt,
nieuchronnie zeruje si¢ co jakis czas (réwnanie () = 0 ma nieskonczenie wiele rozwiazan,
bo funkcja tgwpt jest okresowa i przyjmuje wszystkie mozliwe wartosci od —oo do +00).
Zatem wybér v§ = 0 jest w gruncie rzeczy wyborem chwili od ktérej liczony jest czas t.
Przy tym uproszczeniu, réwnania, ktére trzeba analizowaé, to?®

E
x(t) = Et_l_ — (vf)” — E) sinwpt,

1 /. E
y(t) = o (UO — E) (—1 + coswpt) .

Mozemy teraz rozpatrzy¢ rézne przypadki (zgodnie z tym, co powiedzieliSmy wyzej, przy-
padki te wyczerpuja zbiér wszystkich mozliwosci ruchu w skrzyzowanych polach B i E;
kazdy ruch jest klasyfikowany podiug wartosci, jaka przyjmuje z-owa sktadowa predkosci
w chwili, gdy zeruje sie jej y-kowa skladowa).

e vj = 0. Rozwiazania upraszczaja sie do

W =Zi- £ nwpt
x(t)=—=t— sin w
B" Bwp 7V
E
y(t) = By (1 — coswpt) .

Tor ruchu jest w tym przypadku najpospolitsza cykloida. Jest to krzywa plaska jaka
zakresla punkt na obwodzie kola toczacego sie po plaszczyznie. Jest wiec to ciag
z lekka splaszczonych tukéw opartych na prostej y = 0 (zmienna y nigdy nie jest
ujemna) - co$ jak warszawskie Arkady Kubickiego (zob. lewy panel rysunku 7); dwa
sasiednie tuki w miejscu stykania sie ze soba i z prosta tworza dziubek. Charakter
zmiany wspétrzednych x i y w okolicach takich dziubkéw mozna wydoby¢ patrzac
na powyzsze wzory w granicy t ~ O:

E
1)~ — Wi t) ~ — wpt?.
Pt) % BByl e
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Rysunek 7: Rzut na plaszczyzne xy toru czastki naladowanej dodatnio poruszajacej sie
w skrzyzowanych polach elektrycznym i magnetycznym E = Ee,, B = Be,, (E,B > 0).
Potozenia z i y sa tu mierzone w jednostkach F/Bwg. Po lewej: v = 0 - torem sa Arkady
Kubickiego. Po prawej: v¥ = —0.4 (w jednostkach E/B).

Wynika z tych przyblizen, ze gdy t ro$nie od zera, rosng zaroéwno x jak i y, ale y
rosnie szybciej - stad ostrosé “dziubkéw” (dzieki periodycznosei ruchu w zmiennej
y, ten sam charakter ma przechodzenie przez kolejne “dziubki”).

e v7 < 0. Rozwijajac Scisty wzér na x(t) wokét t = 0 znajdujemy, ze z(t) ~ vt
- dla malych dodatnich ¢ wspélrzedna x jest ujemna, czyli w swoim ruchu wzdtuz
osi x punkt przez chwile sie cofa (w chwili £ = 0 punkt jest w x = 0). Jest to
jednak efekt chwilowy (wiemy, ze w sumie wystepuje dryf do przodu i zZe jest on
niezalezny od wartosci 7). Ponadto, poniewaz v§ < 0, zmienna y nigdy nie jest
ujemna. Wynika stad, ze “dziubki” arkad Kubickiego wygtadzaja sie, tj. przechodza
w precelki. Oczywiscie w punktach najwigkszego wzniesienia, tj. tam, gdzie y = 0
iy > 0, czyli gdy coswpt = —1 (wpt = 7(2n + 1)), predko$¢ w kierunku osi
x nie znika, @ = 2(F/B) — v§ > 0 (na dole za$, gdy y = 01z = 0, tj. gdy
coswpt = 1 dla wt = 2nm, jak juz stwierdziliSmy, predkos¢ w tym kierunku jest
ujemna, & = v§ < 0). Wielkos¢ precelkdéw oraz maksymalny ich zasieg w kierunku
y sa oczywiscie tym wicksze, im bardziej ujemna jest warto$¢ v¥ (gdy —vf > E/B
rzut toru przypomina raczej kolejne okregi nieznacznie tylko przesuniete wzgledem
siebie w kierunku dryfu).

e 0 < v} < E/B. W tym przypadku zmienna y(¢) nadal nigdy nie jest ujemna, (bo
vy — E/B < 0) i narasta, gdy t 2 0 jak

1 (E
y(t)%§ 5 wpt + ...,

W punktach o y = 0 (czyli, gdy coswpt = 1) & = v > 0; takze w punktach
najwyzszego wzniesienia nad o$ z-6w (gdy coswpt = —1) @ = 2(E/B) — v >
0 (w istocie predkosé¢ #(t) jest stale dodatnia i zmienia si¢ w zakresie od v§ do
2(F/B)—uv}). Najwyzsze wzniesienie, czyli maksymalna wartos¢ y(t) maleje jednak
ze wzrostem vf i, gdy v§ = E/B, staje sie ono rowne zeru, y(t) = 0 - ruch przechodzi
wtedy w analizowany juz dryf.

ZNajlepiej mierzy¢ v§ w jednostkach E/B, x i y w jednostkach E/Bwp, a czas w jednostkach 1/wp;
wtedy wzory, ktére analizujemy maja posta¢ x =t + (v — 1) sint, y = (1 — v)(1 — cost).
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Rysunek 8: Rzut na plaszczyzne xy toru czastki naladowanej dodatnio poruszajacej sie
w skrzyzowanych polach elektrycznym i magnetycznym E = Ee,, B = Be,, (E,B > 0).
Potozenia = i y sa tu mierzone w jednostkach F/Bwg. Po lewej: v§ = 0.3 (w jednostkach
E/B) - dziubki Arkad Kubickiego si¢ wygladzaja. Po prawej: v§ = 1.3 (w jednostkach
E/B) - wygtadzone arkady przesuwaja sie ponizej osi y.

e F/B < v} < 2(E/B). W tym przypadku z kolei zmienna y(¢) nigdy nie jest
dodatnia, predkos$¢ () jest tez stale dodatnia. Jakosciowo ruch wyglada podobnie
jak w poprzednim przypadku, tj. dla 0 < v < E/B, tylko wygtadzone “cokoty”
arkad sa ponizej osi y i sa przesuniete w prawo. Dokladniej: tory odpowiadajace
0 <vj < E/BiFE/B— v} sa wzgledem siebie przesuniete o 2E/Bwp wzdluz osi y
iomFE/Bwg wzdhiz osi .

e vj =2(E/B). W tym przypadku powstaja dziubki w punktach o minimalnej (mak-
symalnie ujemnej) wartosci zmiennej y(t), czyli tam, gdzie y = 01y < 0 - predkosé
& jest tam réowna zeru (oczywiscie © = vf tam, gdzie y = 01y = 0). Tor wiec
przypomina znéw Arkady Kubickiego, tylko przesuniete w dét o —2(E/B)/wp i w
prawo o mE/Bwg.

e v > 2(E/B). Tor ponownie robi precelki, tj. # < 0 tam, gdzie y =01y < 0.

Scisle rzecz biorac tylko krzywa “Arkady Kubickiego” nazywa sie cykloida; krzywe
wygladzone i te z precelkami nosza inna zawita nazwe, ktéra mi uleciata z glowy. Wszyst-
kie te krzywe mozna jednak otrzymac jako tory wytyczane na plaszczyznie przez punkt
znajdujacy sie na kole toczacym sie bez poslizgu po prostej rownoleglej do osi x. Jesli
koto toczy sie po osi x, a punkt znajduje sie na jego obwodzie, dostajemy cykloide (“Ar-
kady Kubickiego”). Jesli punkt jest blizej srodka kota, otrzymujemy wygtadzone cokoty
arkad. Wreszcie, gdy punkt jest dalej od srodka kota niz obwdéd, ktéry toczy sie po prostej,
dostajemy precelki.
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Przypomnienie
Jedli sita F wystepujaca w réwnaniu Newtona

d
ﬁmV:F,

wyznaczajacym ruch jednej czastki jest potencjalna, tj.
F=-VV(x),
i potencjal V(x) nie zalezy jawnie od czasu, to

B d d (1 dr d (1 ., d
0=v <dtmv F>_dt <2mv)+dt VV(X>_dt <2mv>+dtV(x).

Stad rownanie Newtona ma w takim przypadku catke pierwsza

1

§mv2 +V(x)=FE.
Stata F jest energia catkowita (kinetyczna plus potencjalna). W przypadku ruchu jedno-
wymiarowego wykorzystanie tej calki - tzw. calki pierwszej energii - sprowadza problem
znalezienia ruchu do kwadratury (tj. do wykonania jednej calki):

V2 Ja=t [ 7e5m

— |dt=%4 | ——,

m E—V(x)

Zmak =+ jest znakiem predkosci. Ruch moze sie odbywaé tylko w obszarze, w ktérym
E > V(x). Punkty z;, w ktérych zachodzi réwnosé V(z;) = E nazywaja sie punktami
zwrotnymi. Czastka poruszajaca sie w kierunku takiego punktu nie moze go przekroczy¢:
albo po dojsciu don znak jej predkosci zmienia sie na przeciwny i zaczyna sie ona oden
oddalaé¢ (nalezy przy tym naogél “recznie” zmienié¢ znak w powyzszym wzorze), albo
dociera do tego punktu zwrotnego dopiero w granicy t — oo. Z kolei punkty xo, w
ktorych V'(xq) = 0 (ogdlniej, punkty xq, w ktérych VV (x) = 0) sa punktami réwnowagi
- znika z nich sila dzialajaca na czastke. Jesli V" (xq) > 0 (forma kwadratowa 0,0;V jest
w Xo dodatnio okreslona), punkt x¢ jest punktem réwnowagi trwalej.

W mechanice lagrangeowskiej, jesli uklad ma jeden stopien swobody, tzn. do podania
jego polozenia potrzebna jest tylko jedna wspdlrzedna uogélniona ¢(t), a jego lagrangian
L = L(q, ¢) nie zalezy jawnie od czasu, wykorzystanie calki pierwszej, jaka jest “hamilto-
nian” (ktéry czesto, choé nie zawsze, jest catkowita energia mechaniczna uktadu mierzona
w ukladzie inercjalnym)

L
'a——L:h:const,

q EX,
pozwala sprowadzi¢ rozwiazanie problemu do podobnej kwadratury.
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Czesto rowniez w przypadku uktadéow o wigkszej liczbie stopni swobody istnienie in-
nych wielkosci zachowanych (statych ruchu) pozwala sprowadzi¢ rozwiazanie problemu do
kwadratury. Typowym przykladem jest tu ruch masy m w polu sity centralnej (zob. roz-
dziat 10), tj. sity potencjalnej F(r) = —VV (r) = —e,.(dV(r)/dr), ktérej potencjal zalezy
tylko od r = |r|. Uktad taki ma a priori 3 stopnie swobody; stalo$¢ w tym przypadku
wektora momentu pedu L = mr X r pozwala jednak ograniczy¢ ruch do plaszczyzny (dwa
stopnie swobody), a stalosé¢ jego sktadowej prostopadlej do tej ptaszczyzny pozwala wyeli-
minowac jeszcze jedna zmienna i z pomoca calki pierwszej energii sprowadzi¢ rozwiazanie
do kwadratury. Statosci momentu pedu L dowodzi sie rézniczkujac go po czasie:

L d

E—mﬁ(rxi‘):m(fxi‘erxi‘):mrxi‘,

i wykorzystujac réwnanie ruchu mi = F. Poniewaz r x F, gdy F = —e,(dV/dr), otrzy-
mujemy ze L = 0.
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V(x)

Rysunek 9: Krzywa niebieska: potencjal Morse’a V' (z) (na pionowej osi odlozono V/V;).
Przeciecie tej krzywej z linia zielona (odpowiadajaca V = E > 0) wyznacza punkt zwrotny
x_, a jej przeciecia z linig czerwong (V' = E < 0) wyznacza punkty zwrotne x_ i x.

Zadanie 3.1
Zmalez¢ jednowymiarowy ruch czastki o masie m w potencjale Morse’a

Viz) =V (e —2e7), Vo, a > 0.

W przypadku ruchu z ujemna catkowita energia E wyznaczy¢ jego okres. Pokazaé, ze
gdy € = Vy — |E| < Vp, ruch jest w przyblizeniu harmoniczny i sprawdzié¢, ze czestosé
tego ruchu harmonicznego (czyli takze okres) mozna znalezé rozwijajac potencjal wokdt
minimum. W przypadku E > 0, pokaza¢, ze dla t — 400 ruch jest niemal ruchem
jednostajnym. Podaé¢ odpowiadajaca tej granicy asymptotyczna postaé x(t).

Rozwiazanie:
Ruch moze sie odbywaé jedynie w obszarze, w ktérym E > V' (z). Punkty zwrotne x4, w
ktérych E =V (z+), znajdujemy, podstawiajac z = e=°%, z réwnosci E/Vy = 2% — 2z:

ze =121+ E/Vy.

Poniewaz zmienna z = e~** musi by¢ dodatnia, dwa rozwiazania istnieja tylko, gdy £ < 0,
tj. gdy /1 4+ E/Vy < 1; Jesli E > 0, rozwiazaniem jest tylko z_. Znajdujemy wiec, ze

s _ 1 171+ E/V

1+ /11 EV,  —E/Vy
czyli:

1 V2 E—
x_:—ln( Vi + V% VO), gdy E >0,

@ E

L (VoF VG = VlE]

=—1 dy F )
Tx Oén< ‘E‘ ) gay <0
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Gdy E = 0, wziecie granicy daje x_ = —(1/a)In2 (punkt =, istniejacy, gdy £ — 07,
ucieka wtedy do +00).

Dzieki zasadzie zachowania energii, zalezno$¢ x(t) wyznaczana przez réwnanie New-
tona (ktére jest rownaniem drugiego rzedu) jest, poniewaz badany ruch jest jednowymia-
rowy, dana jedna catka

dx

2 z(t) /m(t
\ —(t—t .
m ( 0) /to /E V (t0) \/E ‘/0 —2ax _ Q- am)

Znaki + odpowiadaja dwu mozliwym kierunkom predkosci @(t). Znalezione wyzej punkty
zwrotne sa punktami, w ktérych zeruje sie wyrazenie pod pierwiastkiem. Wyznaczaja
one dopuszczalne zakresy catkowania (wybory x(t9) i x(t)). Po podstawieniu y = e**
otrzymujemy (przechodzimy tu dla wygody do calki nieoznaczonej traktujac ¢y jak stala

catkowania)
/2 d
— (t—to) = 2
m VEY? +2Vy — Vo

Oczywiscie domy$lnie zakres calkowania w zmiennej y pozostaje nadal ograniczony do
obszaru, w ktorym wyrazenie pod pierwiastkiem jest nieujemne.

Zbadamy najpierw ruch zachodzacy z £ > 0, gdy jest tylko jeden punkt zwrotny x—.
Wprowadzajac oznaczenie a = Vy/E > 0, przepisujemy ostatnia réwnosé w postaci

20%°F (t— 1) / /
\/ T (t —to) ’
m VY2 —|—2ay—a V22— b?
po dokonaniu w calce podstawienia

z=y+a V' =a+ad’.
Calka jest standardowa. Po przeskalowaniu zmiennej, £ = z/b, podstawiamy ¢ = ché i
otrzymujemy:2?

202F z z 22

P Réwnowaznoéé dwu postaci wyniku tatwo ustalié: jedli Arch & = 6, to ch @ = &, a zatem, przy

oznaczeniu t = e?,

1 1

5 <t+ Z) =¢, czyli 2 -2t +1=0.

Stad (Arch&)y =01 =1In(§ £ /€2 —1). Sa oczywiscie dwa rozw1azan1a gdyz funkCJa ch 6 jest funkcja
parzysta; tatwo wiec zobaczy¢, ze 9, = —0+, bo In(§ + /& —1)+In(§ — /& —-1) =Inl =0. Tym

samym w rozwiazaniu wyzej mozna wzia¢ dowolne z tych dwu rozwiazan, bo i tak przed calym wyrazeniem
wystepuje +.
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Odwiktujac i wracajac do zmiennej y mamy stad

m

202F
y+a:\/a+a20h< a (t—t0)>.

Pamietajac, ze a = Vy/F, a y = exp(ax), otrzymujemy ostatecznie ruch w postaci

x():ll {‘g —1+,/1+%ch< 20:2E(t—t0)>]}.

Widaé, ze x(ty) = x_, tj. w chwili ¢t = ¢, czastka osiaga punkt zwrotny i w tejze chwili, co
takze widaé, @ (tg) = 0 - predkosé¢ zeruje sie, gdyz w punkcie zwrotnym musi ona zmieni¢
znak na przeciwny. Widacé tez, ze dla duzych wartosci |[t—to| funkcja ch(y/2a2E/m(t—tg))
staje sie niemal czysta funkcja 3 exp(\/202E/m |t — ty]), a zatem (—1 mozna pominac,
gdy kosinus hiperboliczny jest duzy)

2F (L) Yo 1 [m
w(t) ~ | — [t —to| + <§ ﬁth), gy [t—tol> —y/op-

Ruch przechodzi wtedy w ruch jednostajny. W taki sam sposéb ruch jednostajny (dla
wszystkich czaséw) daje granica o« — oo, w ktérej zanika potencjat V(z).

W przypadku ruchu o E < 0 przeksztalcamy zwiazek catkowy (taki sam, jak poprzed-
nio) w zwiazek

2a2|E| /
(t—to) =
m \/2ay—a—

ktérym teraz parametr a = Vy/|E|. Zatem

202|E|
(t—to) = ,
m «/62 _zz

gdzie teraz z = y —a i b*> = a® — a, przy czym wciaz b*> > 0, gdyz a > 1 (ruch moze

zachodzié tylko tam, gdzie |E| < V;). Ponownie traktujac o jak stala catkowania mozemy
przyjaé, ze calka daje funkcje arccos i po prostych przeksztatceniach otrzymujemy (dzieki
parzystosci funkgji cosinus znaki + daja to samo), ze

m

202|E
zzy—azx/cﬂ—acos( w(t—m)),

czyli ostatecznie

A %2—%|E|cos< 2a2|E|/m(t—t0))

t)=—1
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Zalezno$é polozenia od czasu jest okresowa. Okresem 7' ruchu jest®”

2 m
T=—=2 .
w T\ 2Bl

Ruch nie jest wiec harmoniczny, bo jego czestosé zalezy od calkowitej energii (w ru-
chu harmonicznym czestosé jest niezalezna od energii), czyli od amplitudy odchylent od
polozenia réwnowagi, ktérym tu jest punkt z = 0 (punkt, w ktérym znika pierwsza po-
chodna V(x)). Latwo zobaczy¢, ze punkty, w ktérych zeruje sie &(t) (w punktach tych
sinus znika, a cosinus jest réwny F1) pokrywaja sie z wyznaczonymi wczesniej punktami
zwrotnymi z.

Gdy wychylenia z polozenia réwnowagi = 0 sa niewielkie, tj. gdy ¢ = Vo — |E| < Vj,
ruch staje sie w przyblizeniu harmoniczny, a okres takiego ruchu jest w przyblizeniu réwny

~1/2
m 15 m £
T=or /- (1-2) ~om /- (14 2).
: 2a2VO< V0> : 2a2VO< +2V0>

Pierwszy (gléwny) wyraz w czestosci w = 27/T mozna oczywiscie znalezé rozwijajac
potencjal V() wokét polozenia réwnowagi

1 7
Viz)=-Vy + 5 2Woala? — Vyala® + D Vooltzt + ...

i przyréwnujac 2Voa? do mw?. Sposéb obliczenia poprawki do okresu zaleznej od energii
€ jest trescia Zadania 3.7. Oczywiscie, gdy wychylenia sa male, $ciste rozwiazanie mozna
przyblizy¢ nastepujaco

1 1—|—\/6/V0cos(\/2a2%/m(t—to)>
:c(t):aln i

= /o;Vo cos(\/m (t— to)) +0(e).

Wida¢, ze zaleznos¢ amplitudy A drgan jest, tak jak powinna by¢, zwiazana z catkowita
energia mechaniczng ruchu e (w ktérej energia potencjalna jest liczona od “dna” poten-

cjalu) wzorem A = /2¢/mw?.

30 Argument cosinusa mozna wiec zapisa¢ w postaci (27/T)(t — to), z ktérej widaé, ze przy n € Z,
x(to+nT)=x4,ax(to+ 2n+ 1)T/2)=x_.
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Zadanie 3.6

Zmalezé w pierwszym przyblizeniu zmiane 67" okresu T jednowymiarowego ruchu czastki
o masie m spowodowana mala zmiana 0V (x) wiazacego te czastke w ograniczonym ob-
szarze potencjalu V' (z), przy niezmienionej calkowitej energii E ruchu. Zakladamy tu,
ze zmiana 0V (x) potencjalu nie zmienia jakosciowo charakteru ruchu (czastka nadal
pozostaje uwieziona w ograniczonym obszarze). Obliczy¢ w tym przyblizeniu 67", gdy
V(z) = gmw?a?, a 6V (x) = ymf a*, gdzie § > 0. Sprawdzi¢ ten wynik na przykladzie
potencjatu z Zadania 3.2

Rozwiazanie:
Jedli z1 1 x5 sa punktami zwrotnymi ruchu okresowego czastki w potencjale V' (z), to

Vi e

a po zmianie potencjatu

T+6T  [m /“"’2”‘02 dx
2 2 1471 \/E - V(I) - (5V($) '

Przy zmianie potencjatu (przy ustalonej energii E ruchu) przesunieciu ulegaja w ogélnosci
takze punkty zwrotne. Zatem

T _ m / rton dz B / v de
2 2 T1+0x1 \/E - V(x) - 6‘/(1') 1 \/m
=4 l% (F[l’l +5.§L’1, To —|—5.§L’2, V+5V] - F[xh L2, V]) :

W pierwszym przyblizeniu zmiane 67" powinno sie da¢ otrzymacé z tego wzoru dokonujac
rozwiniecia pierwszej catki wokotV (z), z1 oraz .

Konieczny tu jest pewien komentarz. Mamy do czynienia z rozwijaniem nie funkcji,
lecz funkcjonatu, czyli odwzorowania z przestrzeni funkcji V(z) w R. W istocie bowiem
(przy ustalonej energii ruchu) x15 = x12[V]. Zatem bardziej prawidlowy bylby zapis
Flzy + 01, vo + 09, V 4+ 0V] = F[V + 0V, a rozwijanie nalezaloby wiec tu rozumie¢ w
sensie funkcjonalnym:

FIV +6V] — F[V] = /mzdx 5v () SELV)

) oV (x)
. r2 (SF[LUDSL’Q,V] 8F[:L’1,x2,V] 51’1[‘/] 8F[:L’1,:L’2,V] 51’2[‘/]
B /QE1 da oV (x) { oV (z) * Oxy oV (x) * Oy oV (x) }

Z praktycznego punktu widzenia mozna jednak potraktowaé F'xy,zs, V] jak “funkcjo-
funkcjonal”, tj. funkcje 1 i 9 oraz funkcjonal V' (z) i rozwija¢ w tych trzech zmiennych
niezaleznie (zawsze, jesli to konieczne, mozna na koricu odpowiednio skorelowaé zmiany
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0x1 1 dxy ze zmiana 6V (z)). Okaze sie bowiem, ze (przy odpowiednim potraktowaniu -
zob. nizej) przesuniecia 0z 2 punktéw zwrotnych nie wplywaja na zmiane okresu 7'
Zgodnie z powyzszymi uwagami, chcialoby sie zatem napisac:

Flzy + 01, 23 + 029, V 4 6V| — Flz1, 29, V]

oF oF 2 0 1
=0xr] — 0xy — —I—/ dz 6V (1) == —— + ...
8x1 x1,x2,V 81’2 x1,x2,V 1 8‘/ v E - V x1,x2,V
Pojawia si¢ tu jednak klopot:
or 1
0r] — = — 00 —F/—,
a:L’l z1,x2,V FE— V([L’l)

(pochodna funkeji F' po x; bedacym dolna granica calki jest po prostu réwna minus funkcji
podcatkowej obliczonej w x réwnym x;. Ale w tym punkcie wlasnie F — V(x) = 0! Tak
samo nieskonczonosé¢ da wyraz z pochodna F' po x5. Konieczny jest wiec jakis chwyt, bo
oczywiscie wyjsciowe wyrazenie na 071 jest zupelie “zdrowe” i zadne nieskonczonosci w
nim nie wystepuja.

Chwyt polega na napisaniu wzoru na 07" w nastepujacy sposob:

§T m O x2+0x2 z2
7 =2 V E a—E {/:v1+5w1 e \/E - V(x) - 6V($) - /901 VB V(:p)}

m 0
= 21/5 3E (G[:)sl + 01, To + 09, V + 6V]| — Glz1, 29, V]) .

Zysk jest podwojny: po pierwsze nie wystapia teraz nieskonczonosci, a po drugie
= —5.1’1 \ E— V(Il) =0.

Tak samo znika przyczynek do 7" od przesuniecia punktu z,! Otrzymujemy zatem prosty
wzOr:

or /m 0 2 d oV (z)
— == = T
2 20E Jo,  JE-V(2)
Wzér ten mozna zapisé inaczej, dokonujac zamiany zmiennych = = xy(t), gdzie xo(t) jest

po prostu funkcja zadajaca ruch czastki od ;7 w ¢t = 0 do xo w t = T'/2 w potencjale
niezaburzonym V' (x), i korzystajac z tego, ze

m dxo(t) _
2 E = V(xo(t))

Po takiej zamianie zmiennych otrzymujemy wzor

dt .

oT o [T
5 = _8—E/0 dt oV (zo(1)) ,
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lub
0T = 88E %dtcﬂ/(xo( ),

gdzie kéleczko na calce oznacza catkowanie po calym okresie T' ruchu niezaburzonego (ta
druga, bardziej ozdobna posta¢ wzoru jest jednak malo uzyteczna praktycznie).

W przypadku, gdy V(z) = smw?z?, a 6V (z) = tmfz* ruch x(t) czastki o masie

m i ustalonej energii E' w potenqale V( ) od x; = —\/2E/mw? do x5 = +4/2F/mw?

(punkty zwrotne wyznaczone przez réwnosé¢ V(z12) = E) jest dany wzorem

zo(t) = —\/2E /mw? coswt .

Zatem

T T/w 1 42 QBE [T
5_ — _i/ dt _mﬁ COS4 wt = — 5 / do COS4‘9.
0 0

2 oF 4 m2w* mwd
Calka daje

T 1 4 37

df cos’ 9 = — d9 e e 0 =

| 16 J, @) =3

(po podniesieniu nawiasu do czwartej potegi niezerowy wynik daje tylko catka ze srodkowego

wyrazu 6 ¢; pozostale wyrazy daja catki po pelnym okresie, ktére znikaja) i

3rBE

0T = — )
2mw®

Mozna tez wykonaé¢ bezposrednio catke we wzorze

T _ _ /Tilmﬁ xzde
2 2 OF 4 o E—V(z)
Mathematica daje®!

x4 1 1 5 o
/dx = E——mw2x2(3+mwx)
/E_%mMQxQ Qmw 2

3E? . T /mw?/2
arctg
/2 mb/25 E— %mw2x2

Przy obliczeniu tego wyrazenia w granicach xy i 7 pierwszy czton daje zero, a argument
arctg jest rowny odpowiednio 400 i —oo i po prostych przeksztalceniach otrzymuje sie
ten sam wynik, co poprzednio. Bez Mathematici wymaga to jednak sporo cierpliwosci...

31Pewnie po odpowiednim przeskalowaniu bestia i tak podstawia y = sinf, tylko potem wraca do
wyjsciowej zmiennej...
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Wynik ten mozna sprawdzi¢ na przykladzie potencjatu

Vo 12V, s 2V
V = - :_V _
(I) Ch2({E/a) 0+ 2 2 x 3a 2

badanego w Zadaniu 3.2. Z poréwnania widaé, ze nalezy przyja¢ w = +/2Vy/ma? oraz
B = —(8Vy/3ma*). Podstawienie do otrzymanego wzoru na zmiane okresu daje

3rE ma? E ma?
0T = — —
2m 3ma4 4V2 Vo W\ 2W

co (po utozsamieniu F z ) jest doktadnie poprawka do okresu otrzymana w Zadaniu 3.2
z rozwiazania Scistego.
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Zadanie 3.7

Zmalezé zmiane 0T okresu T jednowymiarowego ruchu czastki o masie m spowodowana
maly zmiang 6V (x) = myx® potencjatu V() = imw?z? wiazacego czastke w ograniczo-
nym obszarze przy niezmienionej catkowitej energii mechanicznej E ruchu. Wykorzystujac
ten wynik znalezé pierwsza poprawke (tj. poprawke proporcjonalna do energii F ruchu),
o ktéra rézni sie okres ruchu w potencjale Morse’a (Zadanie 3.1) od okresu ruchu w poten-
cjale oscylatora harmonicznego o odpowiedniej czestosci i poréwnaé¢ wynik z poprawka
otrzymana z odpowiedniego rozwiniecia okresu wyznaczonego ze Scistego rozwiazania.
Wyrazi¢ takze zmiane 07 okresu, gdy potencjal jest doktadnie réwny V(z) 4+ 0V (z) w
postaci nieskonczonego szeregu i przypadku potencjatu Scigle réwnego %mwzxz + %mv 3
powiedzie¢, kiedy ten szereg jest zbiezny.

Rozwiazanie:

W przypadku poprawki 6V (z) = %mvz?’ do potencjatlu oscylatora harmonicznego trzeba
Scisty wzér na zmiane §7/2 (polowy) okresu z Zadania 3.6 rozwinaé¢ do drugiego rzedu.
Istotnie, pierwsza poprawka w tym przypadku znika:

6T o [ 1 2F \*? i
oL __ Y dt = — cos® wt df cos®0=0.
2 aE/(; 3m7 (mw2) ( COS W ) &A COS

Sprébujemy wiec napisa¢ ogélny wzoér na rozwiniecie poprawki 67'/2 do potowy okresu
wedlug poteg 0V. Rozwiniecie to powinno mie¢ ogdlna postac:

0T o~ [ n
o :;/ dx f,(x)(0V (2))".

Aby ustali¢ postaé¢ wspétezynnika f,(x), trzeba znéw wykazaé sie sprytem. Przepisujemy
mianowicie Scisty wzér

T vt )

32

w réwnowaznej formie

5T on m o xo+0x2 n—1 x2 ni
Ty 3 o, V@ -V - [ v

i nastepnie rozwijajac wyrazenie w nawiasie klamrowym do n-tego rzedu wlacznie bie-
rzemy 7z niego tylko wyraz, w ktérym wystepuje n-ta potega 6V (pozostalte wyrazy odrzu-
camy). Tak jak poprzednio (Zadanie 3.6) branie n-tego wyrazu rozwiniecia tego wzoru w
przyrostach 6V oraz dxy o (tzn. branie takich wyrazéw, w ktérych suma poteg dxy, dzo i

2kz*l,z1Sk§n—1Wpunkciex:xl

0V jest rowna n) wymaga obliczania [E — V()]

Zn-=02n-1)-2n—-3)----- 3 -1, jak by kto$ nie wiedzial...
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lub o = x5, co zawsze daje zero i zostaje zawsze tylko ten jeden wyraz,®® w ktérym jest
(=6V)". n-ty za$ , szukany, wyraz rozwiniecia funkcjonalnego w §V daje®*

I"G[V] N
Y1) -0V (yn)

Zmaleziony w ten sposob wyraz wykorzystujemy w wypisanym wyzej wzorze na rozwiniecie
0T /2 wedtug poteg §V. Prowadzi to natychmiast do wzoru (druga jego postaé otrzymuje
sie dokonujac takiego samego podstawienia, jak w Zadaniu 3.6)

5T )" 2 [0V (z)]™
RS L
1 oon [T

3 nl, e RO

n=1

GV +0oV] = —/ dy, 6V (y1)- / dy, 6V (yx) 5V

wyrazajacego calkowita zmiane okresu, tj. 07 = T[V 4 6V] — T[V], w postaci nie-
skoniczonego szeregu. Szereg ten oczywiscie moze by¢ niezbiezny: np. w rozwazanym tu
przypadku poprawki 6V (z) = smyaz?® do V (z) = $mw?2?, musi on by¢ rozbiezny dla ener-
gii E wyzszych od pewnej krytycznej energii F., (bedacej funkcja m, w i), gdyz poprawka
0V zmienia globalny charakter potencjatu - nie rosnie on juz do 400 w obu kierunkach -
co umozliwia czastce o energii wyzszej niz Viax = V(Tmax) + 0V (Tmax) = mw® /672, gdzie
Tmax = —w? /7, ucieczke do nieskoriczonosci; ruch czastki o takiej energii nie jest okresowy
i pytanie o poprawke d7 nie ma juz wtedy sensu (zob. rysunek 10). Oznacza to takze,
ze juz dla E bliskich E.,, kiedy to, jak wiadomo z Zadan 3.4 i 3.5 okres T ro$nie do nie-
skoniczonodci, szereg moze nie by¢ zbiezny; mogloby tez sie zdarzy¢ tak, ze dla wszystkich
wartosci energii szereg ten jest tylko szeregiem asymptotycznym.

Biorac wyraz z n = 2 (jak ustaliliémy, wyraz z n = 1 daje tu zero), otrzymujemy

ST 18> (™% 1 ,,(2B8\" 16 . ,, 8 [T 6
- 28E2/ dt§m7 (muﬂ) cos’ wt :§§Emfy m2w7/0 df cos® 0 .

Ogdlnie (catke obliczamy, tak jak w Zadaniu 3.6)

T 2k T (2k) " 2k+1
/Odﬁcos 0= 2%(/4:) 2% LIl /OdﬁcoerH:O.

33Wyisze wyrazy rozwiniecia tego wzoru, tj. te z potegami 6V wyzszymi niz n-ta beds juz osobliwe.
Na tym polega wladnie sztuczka: aby znalezé wyraz z (6V)" rozwijamy wzér z n-ta pochodna po energii
E.

34Korzystamy tu ze standardowego wzoru rachunku funkcjonalnego
oV (x)

GV _ 0 v = [ g 29V
SV(y)  oV(y) /m deG(V(z)) /w oy Vv V()

s —y) = 20

V=V(y)
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V(x)
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Rysuneck 10: Potencjaly V(z) = smw?z? (krzywa niebieska) i V(z) = smw?a?® (krzywa
pomarariczowa). Na pionowej osi odlozono V (x)/(mw?/2). Poziomymi liniami: zielona i
czerwong zaznaczono dwie moliwe catkowite energie E ruchu: dla pierwszej szereg, ktérym
wyraza sie¢ poprawka do okresu moze by¢ zbiezny; dla drugiej, réwnej E., juz nie.

Calka z cos® @ wynosi wiec 57/16 i ostatecznie

_57T’)/2E_57T E
T3 mw” 18 wViax

oT

Potencjal Morse’a

1
V(x) =V (6—2(190 . 2€—aw) = -Vo+ 5(2‘/00z2)x2 . (Voa?,u)x?,\ + %Vba‘lx‘l T

z Zadania 3.1 odpowiada potencjalowi oscylatora harmonicznego o w = /2Vya?/m z po-
prawkami (w pierwszym nietrywialnym przyblizeniu) 65V (z) = mvya® z v = =3Vpa®/m
oraz 6,V(z) = ympa* z B = TVoa*/3m. Nietrudno sie zorientowaé, ze zaréwno po-
prawka d3V (x) w uzyta drugim rzedzie rozwiniecia wzoru na 67/2 (rozpatrywanego w
tym Zadaniu) jak i poprawka 6,V (x) uzyta w pierwszym rzedzie tegoz rozwiniecia daja
poprawke proporcjonalna do pierwszej potegi E, czyli tego samego rzedu, i musza zatem

by¢ uwzglednione razem.

5T_7TE 5% 3 N _mE (5.9 7\ Vo' 7wE m
Comwd \3 w2 2 ) mwd L6 2) m Vil 2Vpa?”

Zgadza sie to dokladnie (po utozsamieniu E z €) z rozwinieciem Scistego wzoru na okres
ruchu w potencjale Morse’a. W rozpatrywanym tu przypadku wiemy z rozwiazania
Scistego, ze okres T' mozna rozwina¢ w szereg zbiezny dla wszystkich ¢ < V4 (jest to
rozwiniecie funkcji (1 —e/Vp)~/2). Zatem takze szereg otrzymywany z rozwiniecia wzoru
na 07'/2 bedzie zbiezny, z tym, ze w kolejnych rzedach trzeba by uwzgledniaé wszystkie
wyrazy dajace dana potege E (tj. €), ktorych jest coraz wiecej (pochodza one z calek z
[03V (x) + 04V (x) 4+ 65V (z)+...]"; do wyrazu z dana potega E rozwiniecia 071" przyczynki
wnosza calki z réznymi n i réznymi iloczynami 0,V (x)).
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W przypadku potencjatu réwnego $cisle %mw2:£2 + %mvx?’ rozwiazanie $cisle nie istnieje
ale mozna zato wypisa¢ ogdlny wyraz rozwiniecia wzoru na d7/2. Po pierwsze, jest jasne,
ze w rogwinieciu tym znikaja wszystkie wyrazy z nieparzystymi n, gdyz

/ df cos®™9 =0,

0

jesli n nie jest parzyste. Zatem

5T 1 0% N2k (2B \* 1 [T o
5 =L amior= (5) (—W) | oo
STy (6k)! +E \"
S w = kI(2k)1(3k)! \ T2mw® )

Aby oszacowaé k-ty wyraz dla duzych k korzystamy ze wzoru Stirlinga3®
In(n!) ~nlnn —n.

Daje on tu

(6k)! B
BI2R)(3k) exp(kIn432).
Tak wiec wyrazy szeregu maja postac

2 k
T v E
— 432 —— .
w < 72mw’ )

Jest wiec to (dla duzych k, zeby wzorek Stirlinga byt stuszny) szereg geometryczny, ktéry
jest zbiezny tylko, gdy
72mw®  mwS

E < =
4322 672’

tj. doktadnie wtedy, gdy energia nie przekracza Vi, .x.

35Wzér Stirlinga jest jednym z tych, ktére fizyk musi pamietaé przez cale zycie. Na nim opiera sie
bowiem znaczna cze$é¢ réwnowagowej fizyki statystyczne;j.
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Zadanie 3.12

Czastka o masie m nadlatuje z nieskoniczonosci, gdzie ma predkos$¢ v, i zderza sie centralnie
(tzn. caly ruch odbywa sie wzdluz jednej prostej) ze spoczywajaca poczatkowo druga
czastka o takiej samej masie. Czastki odpychaja sie za posrednictwem sity o potencjale
]

V(xy,29) = V(|21 — 29|) =

o — @

Jaka bedzie minimalna odleglos¢ miedzy czastkami? Wyznaczy¢ potoznie punktu do
ktorego dotrze nadlatujaca czastka.

Rozwiazanie

Niech 7 i 2o beda polozeniami czastek na prostej. W chwili poczatkowej, to, z1(tg) =
—R (do granicy R = oo przejdziemy na koncu), za(ty) = 0, &1(to) = v, a @a(ty) = 0.
Przechodzimy nastepnie do zmiennych

X(0) = (i (8) + maza(8) = (8 + 22(t).

y(t) = zo(t) — 21 (1),

tak iz (bo my = my = m)

na(t) = X() ~ 3 u).
ra(t) = X(0) + 5 u(t).

W zmiennych X iy réwnania ruchu czastek maja postac

omX = ,

m d
=V
5=~V (lu)

7 pierwszego wynika, ze

X(t) = X(to) + X(to)(t —to) = —%R + %U(t — o).

Drugie ma calke pierwsza, ktora jest energia ruchu wzglednego:

1m , || m o K|
——y+—=FE= t. = —0v" + —.
2 2 Y ly|™ cons 4U R»

Poniewaz @ = X — 59, nadlatujaca czastka zatrzyma sie (i1 = 0), gdy X = 5y, czyli
(bo X = const. = 5v), gdy § = v.

Ze wzoru wyrazajacego zachowanie energii ruchu wzglednego wynika, ze y = v tylko,
gdy |y| = R. Warunek ten jest, oczywiscie, spelniony, w chwili ¢, gdy x; = —R, a
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x9 = 0. Poniewaz nastepnie, jak mozna sobie wyobrazi¢, y maleje do pewnej minimalnej
odleglosci ymin, & potem, gdy druga masa nabierze predkosci, y zaczyna znow rosnac i
warunek |y| = R jest znéw spelniony w pewnej chwili ¢,: y(t,) = R. Czas t, — to zmiany
y od wartos$ci R poprzez ymi, do R jest dany catka

—ty =2

Ymin \/’U2 4EL — 4|H7‘Z
m

B mvz+1 —1/n
Yuin =\ YJu] T Rr '

Wprowadzajac zmienna & = y/ymin calke mozna przepisaé w postaci

2ym1n R/ymln
t, —tog = .
L Alsl VI=-&n —5 n

mR”

gdzie

Zatem potozenie nadlatujacej czastki w momencie, gdy sie ona zatrzyma, jest dane przez

1 1 1
z1(te) = X () — §y(t*) = ——R+ (t —to) — §y(t +)
R/ymm
— —R + min
4|;\ J V1 —5 n

Aby przejé¢ do granicy R = oo, przepisujemy ten wynik w postaci

R ) R/ymind 1 R
t) = —R+ ———— Yin 1)+ -1
r1(ts) Ug_l_ﬂy /1 5(\/1_5_” ) Ymin

mR™
R/Ymin
v U Ymin 1
R —— 1 +7{—1+/ d§<7_—1)}.
v2+7i|—gll 1224-2'—;1 1 VI=¢

W granicy R = oo pierwszy wyraz znika, jesli n > 1, a istnienie skonczonej granicy catki
w drugim czlonie zalezy od wyktadnika3®

1 V- \/gn 1 1 1

Zatem gdy n > 1, calka jest zbiezna w granicy R = co. Gdy n < 1 calka jest rozbiezna i
réwniez pierwszy wyraz nie znika (jest on skoriczony, gdy n = 1 i rozbiezny, gdy n < 1).

36Uzywamy tu standardowej sztuczki: a — b = (a? — b?)/(a + b).
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Oznacza, to, ze nadlatujac z nieskonczonosci czastka nie zatrzyma sie nigdy; jesli zas
n > 1, zatrzyma sie ona w polozeniu

xstop:ymin{_1+[ d§ (%—1)}

Gdy n = 2 calka daje sie tatwo obliczy¢ (trzeba tylko ja zregularyzowaé, biorac jako jej
gérna granice R i przechodzac do granicy R = oo dopiero na koniec) i otrzymuje sie
Tstop = 0. Jesli jednak 1 < n # 2, numeryczne calkowanie daje xgop # 0.
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