
MECHANIKA KLASYCZNA R

Wyk lad prof. K. Pachuckiego

• 17 listopada 2025 o 9.00, sala 1.03 & B.014 - pierwsze kolokwium

• 12 stycznia 2026 o 9.00, sale w cyklotronie - drugie kolokwium

• 29 stycznia 2026 o 9.00, sala 0.06 - pierwszy egzamin pisemny

• termin pisemnego egzaminu poprawkowego zostanie uzgodniony później z osobami
nim (z konieczności) zainteresowanymi
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ZADANIA Z MECHANIKI1

1Tu zamieszczam wszystkie zadania, także te, które sa֒ przerabiane na zaje֒ciach (rozwia֒zania tych
zadań sa֒ zamieszczone w dalszej cze֒ści tego pliku). Symbol R nie oznacza, że jest to zadanie “radzieckie”
(choć niektóre z nich takie sa֒) tylko coś innego.
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1 KINEMATYKA

Zadanie 1.1R

Dane sa֒ cztery wektory A, B, C oraz D. Wyrazić wielkość

(A × B) · (C × D)

przez same iloczyny skalarne tych wektorów. Przedstawić wektor

(A × B) × (C × D)

w postaci kombinacji liniowej wyrażeń, z których wyste֒puje tylko po jednym iloczynie
wektorowym dwu wektorów.

Zadanie 1.2R

Dany jest tor r = r(λ), gdzie λ jest jakimś parametrem. Wiadomo, że przy dowolnej
wartości λ

r· dr
dλ

= 0 oraz r× dr

dλ
= 0 .

Pokazać, że tor taki jest po prostu punktem (tzn. że r(λ) jest sta lym wektorem).

Zadanie 1.3R

Dany jest uk lad wspó lrze֒dnych (x, y) na p laszczyźnie oraz okra֒g o promieniu R i środku
w punkcie (0, 0). Dana jest też prosta p styczna do okre֒gu, która toczy sie֒ po nim bez
poślizgu. (Bez poślizgu to znaczy, że jeśli w dwu różnych chwilach czasu zaznaczymy i
na okre֒gu i na prostej punkty styczności, to odleg lość mie֒dzy tymi punktami na prostej
be֒dzie równa d lugości  luku pomie֒dzy punktami styczności na okre֒gu). Biegunowy ka֒t α
wyznaczaja֒cy punkt styczności prostej p z okre֒giem zmienia sie֒ z czasem: α = α(t). W
chwili t = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R, 0), tj. α(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili t = 0 wspó lrze֒dne (R, yA). Znaleźć jego wspó lrze֒dne w dowolnej chwili czasu.

Zadanie 1.4R

Wyprowadzić wzory na sk ladowe wektorów pre֒dkości i przyspieszania we wspó lrze֒dnych
biegunowych (r, ϕ) na p laszczyźnie i we wspó lrze֒dnych sferycznych (r, θ, ϕ) w przestrzeni
trójwymiarowej.

Zadanie 1.5R

Podać (tj. wyprowadzić) wzory na wszystkie trzy kartezjańskie sk ladowe Li wektora (or-
bitalnego) momentu pe֒du cza֒stki o masie m wyrażone przez: a) zmienne (i ich pochodne
po czasie) ρ, φ, z cylindrycznego uk ladu wspó lrze֒dnych, b) zmienne (i ich pochodne) r,
θ, φ sferycznego uk ladu wspó lrze֒dnych. W obu przypadkach podać także wzory na L2.
Podać także sk ladowe wektora L w bazach wersorów er, eϕ, ez oraz er, eθ, eϕ zwia֒zanych
z tymi uk ladami wspó lrze֒dnych wyrażone przez zmienne tychże uk ladów.
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Zadanie 1.6R

W uk ladzie kartezjańskim tensor elastycznych odkszta lceń cia la ma sk ladowe

Uij(x) =
1

2

(

∂ui(x)

∂xj
+

∂uj(x)

∂xi

)

,

gdzie ui(x) to sk ladowe wektora przemieszczeń. Rozpatruja֒c cia lo p laskie moga֒ce od-
kszta lcać sie֒ tylko w p laszczyźnie xy ≡ x1x2 wyprowadzić sk ladowe tensora odkszta lceń
w uk ladzie cylindrycznym wyrażaja֒c je oczywíscie przez pochodne po zmiennych r i ϕ
sk ladowych wektora przemieszczeń w tymże uk ladzie.2

Zadanie 1.7R

Wyprowadzić wzory wyrażaja֒ce wspó lczynniki rozk ladu wektora pre֒dkości v, wektora
przyspieszenia a oraz pochodnej po czasie ȧ wektora przyspieszenia na trzy ortonormalne
wektory

t ≡ dr

dl
, n ≡ ρ

dt

dl
, |n| = 1 , oraz b ≡ t × n ,

(dl v = |v|,jest tu różniczka֒ d lugości toru), przez szybkość v = |v|, promień ρ (lokalnej)
krzywizny toru, ich pochodne po czasie oraz skre֒cenie (torsje֒) τ . Promień ρ krzywizny i
skre֒cenie τ sa֒ zdefiniowane zwia֒zkami

dt

dl
=

1

ρ
n ,

dn

dl
= α t + τ b .

Wspó lczynnik γ w drugim zwia֒zku nie jest niezależny od ρ i τ i trzeba go wyznaczyć.3

Zadanie 1.8R

P laska kolista tarcza obraca sie֒ wokó l prostopad lej do niej osi ze sta la֒ pre֒dkościa֒ ka֒towa֒
ω. Od środka tarczy rusza żuczek4 i poda֒ża ku jej brzegowi ze sta la֒ pre֒dkościa֒ v0 skiero-
wana֒ wzd luż promienia tarczy. Jak wygla֒da ruch żuczka w nieruchomym kartezjańskim

2Wystarczy zaja֒ć sie֒ przypadkiem dwuwymiarowym, żeby zobaczyć, jak to robić. Rachunki sa֒ dość
żmudne, a przypadek trzech wymiarów nic od strony koncepcyjnej by nie wniós l; wzory w trzech wymia-
rach w uk ladach cylindrycznym i sferycznym można znaleźć w Teorii spre֒żystości Landaua i Lifszyca (tom
VII ich s lawetnego Kursu fizyki teoretycznej). Zauważmy jeszcze, że tensor jest obiektem geometrycznym.
Jeśli ograniczamy sie֒ do ortogonalnych uk ladów krzywoliniowych i pos lugujemy unormowanymi wekto-
rami bazowymi zwia֒zanymi z takim uk ladem, można tensor odkszta lceń U traktować jak “biwektor”

U =
1

2

(→

∇⊗ u + u⊗ ←

∇
)

.

∇ jest tu “wektorem” gradientu, a strza lka nad nim pokazuje, w która֒ strone֒ dzia la zwia֒zane z nim
różniczkowanie.

3Parametryzacja krzywej jej d lugościa֒ l jest dla matematyków “kanoniczna”. Ich naogó l intere-
suje naste֒puja֒ce zagadnienie: maja֒c zadane ρ i τ jako funkcje d lugości, zrekonstruować sama֒ krzywa֒
(oczywíscie ρ i τ wyznaczaja֒ krzywa֒ tylko dok ladnościa֒ do jej dowolnego przesunie֒cia i dowolnego ob-
rotu jako ca lości).

4Żuczek gnojarek z muszka֒ plujka֒ na grzbiecie, zgodnie z posenka֒ “Muszka plujka i żuczek gnojarek//
stanowili dość dobrana֒ pare֒...”
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uk ladzie (którego pocza֒tek pokrywa sie֒ ze środkiem tarczy)? Znaleźć nastepnie w tym
nieruchomym uk ladzie:
a) wzory zadaja֒ce ruch we wspó lrze֒dnych biegunowych (r, ϕ),
b) równanie toru, po którym porusza sie֒ punkt (zarówno we we wspó lrze֒dnych bieguno-
wych jak i kartezjańskich),
c) sk ladowe radialna֒ i transwersalna֒ wektorów pre֒dkości (v) i przyspieszenia (a), tzn.
rzuty tych wektorów na wersory er i eϕ uk ladu biegunowego,
d) |v| oraz |a|,
e) wektory styczny t i normalny n do toru ruchu w każdym jego punkcie (zob. Zada-
nie 1.1), oraz sk ladowe at ≡ a · t i an ≡ a · n wektora przyspieszenia a,
f) zależność promienia krzywizny toru ρ od czasu (i sprawdzić tym samym zwia֒zek
an = v2/ρ),
g) d lugość toru zakreślanego przez żuczka w nieruchomym uk ladzie w funkcji czasu t.

Zadanie 1.9R

Wiedza֒c, że podczas p laskiego ruchu cza֒stki ka֒t pomie֒dzy kierunkiem jej wektora wodza֒cego
r i wektorem jej pre֒dkości v jest sta ly (i równy α) znaleźć we wspó lrze֒dnych biegunowych:
a) wzór na tor cza֒stki,
b) d lugość toru w funkcji po lożenia cza֒stki.
Przyja֒ć jako warunki pocza֒tkowe ϕ(0) = 0 i r(0) = r0. Zależność szybkości |v(t)| od
czasu może być dowolna.

Zadanie 1.10R

Wyznaczyć tor, po jakim powinien z pre֒dkościa֒ wie֒ksza֒ of pre֒dkości dźwie֒ku lecieć sa-
molot, by do obserwatora stoja֒cego na ziemi dźwie֒k silnika samolotu dochodzi l z ca lego
toru w tej samej chwili.

Zadanie 1.11R

Znaleźć i przedyskutować tor i ruch psa, który goni zaja֒ca uciekaja֒cego z pre֒dkościa֒ v
po prostej. Pies biegnie z pre֒dkościa֒ c taka֒, że jest ona stale skierowana w strone֒ zaja֒ca.
Zbadać kiedy pies zaja֒ca dogoni i podać punkt i chwile֒ z lapania szaraka.
Wskazówka: Wybrać uk lad wspó lrze֒dnych kartezjańskich xy tak, by w chwili pocza֒tkowej
t = 0 pies by l w pocza֒tku uk ladu, a zaja֒c w punkcie (a, 0); prosta po której ucieka zaja֒c
jest wtedy prosta֒ x = a. Wykazać, że zachodzi zwia֒zek

dy

dx
=

1

a− x







−y +
v

c

∫ x

0

dx

√

1 +

(

dy

dx

)2







,

i sta֒d, różniczkuja֒c, uzyskać różniczkowe równanie wyznaczaja֒ce tor.

Zadanie 1.12R

Lustro wody w studni obniża sie֒ ze sta la֒ pre֒dkościa֒ w. W chwili t = 0, gdy lustro wody
znajdowa lo sie֒ na pewnej nieznanej g le֒bokości, do studni upuszczono (tzn. puszczono z
zerowa֒ pre֒dkościa֒ pocza֒tkowa֒) kamień. Odg los pluśnie֒cia tego kamienia o lustro wody
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dotar ldo spuszczaja֒cego kamień w chwili t1. Po czasie T od upuszczenia pierwszego
kamienia upuszczono drugi kamień, odg los pluśnie֒cia którego dotar ldo spuszczaja֒cego go
w chwili T + t2. Przyjmuja֒c, że (sta la) pre֒dkość dźwie֒ku w powietrzu jest równa vs (i
znana) obliczyć na podstawie podanych danych pre֒dkość w opadania lustra wody.

Zadanie 1.13

Nad punktem P na ziemi z samolotu leca֒cego na sta lej wysokości H z pre֒dkościa֒ v

wyskoczy l spadochroniarz i otworzy l spadochron po czasie t1, na ziemi zaś wyla֒dowa lpo
czasie t2 (od opuszczenia samolotu). Zak ladaja֒c, że od otwarcia spadochronu spada l on
ze sta la֒ pre֒dkościa֒ u znaleźć:
1) pre֒dkość samolotu wzgle֒dem skoczka w funkcji czasu
2) odleg lość samolot-skoczek w funkcji czasu
3) ruch skoczka wzgle֒dem punktu P .
(Wszystkie te wielkości wygodnie jest przedstawić graficznie).

Zadanie 1.14R

Ustawione na ziemi dzia lo może wystrzeliwać pociski o pocza֒tkowej szybkości v w pod
dowolnym katem w stosunku do p laszczyzny horyzontu i w dowolnym kierunku azymu-
talnym. Pomijajac wp lyw si ly Coriolisa wyznaczyć równanie powierzchni ograniczaja֒cej
obszar, do każdego punktu którego pocisk może dotrzeć.

Zadanie 1.15R

Punkt porusza sie֒ ze sta la֒ szybkościa֒ v po leża֒cej w p laszczyźnie (x, y) krzywej o równaniu
y(x) = (2/3)ax3/2 (a > 0). Podać zależność od czasu wspó lrze֒dnych x i y jego po lożenia
przyjmua֒ć, że x(0) = 0. Podać kartezjańskie sk ladowe wektora v pre֒dkości i wektora a

przyspieszenia punktu oraz sk ladowe przyspieszenia styczna֒ i normalna֒ do toru. Wyzna-
czyć także promień ρ krzywizny toru punktu jako funkcji jej d lugości l.

Zadanie 1.16R

Turysta wchodzi na górke֒, której zbocze wznosi sie֒ zgodnie ze wzorem z(x) =
√
ax, gdzie

a > 0, przy czym sk ladowa jego pre֒dkości w kierunku pionowym jest sta la i równa u.
Oblicz czas, po którym turysta rozpoczynaja֒c z punktu o x = 0 dotrze do schroniska
znajduja֒cego sie֒ na zboczu na wysokości h. Podaj wspó lrze֒dne (x, z) po lożenia turysty w
każdej chwili czasu a także jego pre֒dkość i przyspieszenie. Jaka֒ droge֒ pokona docieraja֒c
do schroniska? Wyznacz także krzywizne֒ zbocza jako funkcje֒ wysokości z.

2 CA LKOWANIE RÓWNAŃ RUCHU

Zadanie 2.1R

Punkt materialny o masie m porusza sie֒ ruchem jednostajnym, tj. ze sta la֒ wartościa֒
pre֒dkości |v|, po okre֒gu o promieniu R0 (okra֒g po lożony jest horyzontalnie). Na punkt
ten dzia la si la oporu Fop = −κv oraz inna zewne֒trzna si la F pozwalaja֒ca punktowi
utrzymywać sta la֒ pre֒dkość. Znaleźć prace֒ jaka֒ wykonuje si la oporu Fop podczas jednego
obiegu punktu wokó l okre֒gu. Jaka֒ prace֒ wykonuje wtedy si la zewne֒trzna F? Przyjmuja֒c
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naste֒pnie, że si la oporu znika, obliczyć prace֒, jaka֒ wykonać musi zewne֒trzna si la F, by
spowodować zmiane֒ z R0 na R1 promienia okre֒gu, po którym kra֒ży masa m.

Zadanie 2.2R

Cia lu o masie m nadano pre֒dkość u skierowana֒ pod ka֒tem α do powierzchni ziemi.
Przyjmuja֒c, że istotna jest tylko pozioma sk ladowa si ly oporu, która jest proporcjonalna
do poziomej sk ladowej pre֒dkości cia la, znaleźć zasie֒g takiego rzutu ukośnego w funkcji
ka֒ta α. Pokazać, że odleg lość w kierunku poziomym przebyta przez cia lo do momentu
osia֒gnie֒cia przez nie maksymalnej wysokości jest wie֒ksza od po lowy zasie֒gu.

Zadanie 2.3R

Po równi pochy lej o ka֒cie nachylenia do poziomu równym α zsuwa sie֒ klocek o masie
m, na który dzia la si la oporu F = −mκv. Znaleźć po lożenia klocka w funkcji czasu
jeśli w chwili t = 0 znajdowa l sie֒ on na wysokości h. Sprawdzić, że w granicy κ → 0
dostaje sie֒ “szkolne” rozwia֒zanie. Obliczyć strate֒ energii mechanicznej (kinetycznej plus
potencjalnej) w funkcji czasu i porównać ja֒ z praca֒ wykonana֒ przez si le֒ oporu.

Zadanie 2.4R

Pocisk o masie m i skierowanej horyzontalnie (w stosunku do pola grawitacji g) pre֒dkości
v0 wpada do akwarium wype lnionego ge֒sta֒ ciecza֒, w której dzia la nań si la oporu Fop =
−κv (κ > 0. Znaleźć po lożenie punktu (g le֒bokość, na jakiej sie֒ on znajduje), w którym
pocisk uderzy w przeciwleg la֒ ścianke֒ akwarium odleg la֒ od punktu wlotu o d.

Zadanie 2.5R

Na cia lo o masie m i pre֒dkości pocza֒tkowej v(0) = v0 dzia la tylko si la oporu

Fop = −κ|v|α v

|v| , κ, α > 0 .

Zbadać, jak czas trwania takiego ruchu i jego zasie֒g zależa֒ od wyk ladnika α.

Zadanie 2.6R

Zbadać możliwe ruchy jednowymiarowego oscylatora harmonicznego z t lumieniem be֒da֒ce
rozwia֒zaniami równania

mẍ + 2γ ẋ + kx = 0 ,

gdzie γ > 0, k > 0 (czynnik 2 w drugim wyrazie zosta l wprowadzony dla rachunkowej
wygody). Rozpatrzyć wszystkie możliwe przypadki.

Zadanie 2.7R

Pokazać, że tor ruchu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego, czyli
leża֒cy na p laszczyźnie tor ruchu cza֒stki o masie m poddanej dzia laniu si ly spre֒żystej
F = −mω2r jest elipsa֒. Jaki warunek musza֒ spe lniać cze֒stości ω1 i ω2 nieizotropowego
trójwymiarowego oscylatora o sile F = −m(ω2

1xex + ω2
2yey + ω2

3zez), by tor jego ruchu
by l krzywa֒ zamknie֒ta֒?
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Zadanie 2.8R

Znaleźć ruch jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m, sta lej spre֒żystości
k = mω2

0 i wspó lczynniku si ly t lumia֒cej 2γ = 2mλ pobudzanego si la֒ zewne֒trzna֒ o har-
monicznej zależności od czasu

F (t) = F0 cos(Ωt + δ) .

Przedyskutować zależność amplitudy wychyleń oscylatora od cze֒stości Ω si ly wymu-
szaja֒cej oraz korelacje֒ maksimów wychyleń oscylatora z maksimami si ly. Zak ladaja֒c, że
λ 6= 0 i że ruch trwa już dostatecznie d lugo, by zależność ruchu od warunków pocza֒tkowych
sta la sie֒ nieistotna (tj. że t ≫ 1/λ), obliczyć uśredniona֒ po okresie si ly wymuszaja֒cej
moc przekazywana֒ przez nia֒ oscylatorowi i zbadać jej zależność od cze֒stości Ω. Co sie֒
dzieje z ta֒ pobierana֒ przez oscylator energia֒?

Zadanie 2.9R

Dokonuja֒c odpowiednich przybliżeń w ścis lym wzorze na zależność od czasu po lożenia
rozpatrywanego w zadaniu 2.8 oscylatora (i przyjmuja֒c, że faza δ si ly wymuszajacej jest
równa zeru) przedyskutować jakościowo charakter jego ruchu w różnych reżimach (tj. dla
różnych stosunków wielkości ω0, Ω i λ), jeśli w chwili t = 0 oscylator spoczywa lw swoim
po lożeniu równowagi (x(0) = 0, ẋ(0) = 0). W szczególności rozpatrzyć przypadek bez
t lumienia (λ = 0), oraz przypadki 0 < λ ≪ |ω0 − Ω| i |ω0 − Ω| ≪ λ.

Zadanie 2.10R

Podać zależność od czasu wychylenia oscylatora harmonicznego o wspó lczynniku t lumienia
λ równym dok ladnie jego cze֒stości w lasnej ω0 (tzn. o sile oporu Fop = −2mω0ẋ) pobu-
dzanego si la֒ harmoniczna֒ F (t) = F0 cos Ωt, który w chwili t = 0 spoczywa l w po lożeniu
x = 0. Jak wygla֒da ruch w granicy r ≡ Ω/ω0 = 0 ? Uzasadnić, że gdy r ≫ 1 (cze֒stość
si ly wymuszaja֒cej bardzo duża w porównaniu z cze֒stościa֒ w lasna֒) najwie֒ksze wychyle-
nie oscylatora jest proporcjonalne do 2/r2. Jak pocza֒tkowo, tj. dla ω0t ≪ 1, narasta
wychylenie oscylatora, gdy r = 1?

Zadanie 2.11R

Podać rozwia֒zanie równania ruchu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie
m, cze֒stości ω0 i wspó lczynniku t lumienia 2γ = 2mλ pobudzanego si la֒ F (t) o dowolnej
zależności od czasu.

Zadanie 2.12R

Znaleźć i przedyskutować ruch jednowymiarowego niet lumionego oscylatora harmonicz-
nego o masie m, cze֒stości ω0 pobudzanego si la֒ F (t) postaci
a) F (t) = F0 exp(−κt) z κ > 0,
b) F (t) = (t/T )F0 dla 0 ≤ t ≤ T i F (t) = 0 dla t > T ,
jeśli w chwili t = 0 oscylator znajdowa lsie֒ w spoczynku w po lożeniu równowagi. W
szczególności, powiedzieć, jak wychylenie oscylatora zmienia sie֒ z czasem pocza֒tkowo, tj.
gdy, w przypadku pierwszej si ly, κt ≪ 1 i ω0t ≪ 1 i ω0t ≪ 1, w przypadku drugiej. Jaka
jest amplituda wychyleń po dostatecznie d lugim czasie w zależności od wartości stosunku
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κ/ω0 w przypadku pierwszej si ly? Napisać wychylenie jako funkcje֒ czasu dla t > T w
przypadku drugiej si ly.

Zadanie 2.13R

Obliczyć prace֒ W jaka֒ nad niet lumionym jednowymiarowym oscylatorem harmonicznym
o cze֒stości ω0 wykona w cia֒gu ca lego czasu swego nań dzia lania si la postaci

F (t) = F0 exp

(

− t2

τ 2

)

.

Rozpatrzyć przypadki: a) gdy w t → −∞ (tj. przed w la֒czeniem sie֒ si ly) oscylator
by l w ca lkowitym spoczynku, oraz b) gdy w t → −∞ ruch oscylatora by ldany wzorem
x(t) = A cos(ω0t + ϕ). Jaka w przypadku oscylatora pocza֒tkowo spoczywaja֒cego jest
praca W , gdy ω0τ ≪ 1, a jaka, gdy ω0τ ≫ 1? Czy można to intuicyjnie zrozumieć? Jak
można w drugim przypadku zrozumieć to, że praca W może być ujemna?
Wskazówka: Wykorzystuja֒c metody ca lkowania funkcji zmiennej zespolonej można uza-
sadnić, że

∫ ∞

−∞
dt exp

(

−(t + ia)2

τ 2

)

= τ
√
π ,

innymi s lowy, przesunie֒cie w funkcji exp(−t2/τ 2) zmiennej ca lkowania o liczbe֒ urojona֒
nie zmienia wartości ca lki.

Zadanie 2.14R

Rozwia֒zuja֒c równanie Newtona z si la֒ Lorentza F = q(E + v × B), przedyskutować
ruch cza֒stki o  ladunku elektrycznym q i masie m w sta lych i jednorodnych, wzajem-
nie prostopad lych polach: elektrycznym E i magnetycznym B, w zależności od pre֒dkości
pocza֒tkowej v0 cza֒stki. Sprawdzić otrzymane rozwia֒zanie r(t) w przypadku znikania pola
magnetycznego lub elektrycznego. Przedyskutować także wszystkie możliwe typy rzutów
toru cza֒stki na p laszczyzne֒ prostopad la֒ do pola magnetycznego w zależności od rzutu
pre֒dkości cza֒stki na te֒ p laszczyzne֒ w chwili wybranej za pocza֒tkowa֒.

Zadanie 2.15R

Znaleźć tor cza֒stki o  ladunku q i masie m poruszaja֒cej sie֒ w sta lym i jednorodnym polu
magnetycznym B = ezB w ośrodku, w którym dzia la na nia֒ si la oporu F = −m κ v.
Pokazać, że rzut na p laszczyzne֒ prostopad la֒ do kierunku pola magnetycznego krzywej
zakreślanej przez cza֒stke֒ w trakcie ruchu jest spirala֒, tj. okre֒giem, którego promień R
maleje z czasem. Otrzymać także (z dok ladnościa֒ do sta lej proporcjonalności) zależność
R(t) rozpatruja֒c straty energii cza֒stki powodowane wyste֒powaniem si ly oporu.
Wskazówka: Równania ruchu w p laszczyźnie prostopad lej do pola magnetycznego naj-
 latwiej rozwia֒zać wprowadzaja֒c zmienna֒ zespolona֒ ξ = x + iy.

Zadanie 2.16R

Cza֒stka o masie m i  ladunku elektrycznym q znajduje sie֒ w jednorodnych polach: magne-
tycznym B = ezB (B > 0) i elektrycznym, którego wektor E o sta lej d lugości obraca sie֒
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L X = L x

y

z

B ekran

Rysunek 1: Ekran ustawiony za obszarem pola magnetycznego.

ze sta la֒ pre֒dkościa֒ ka֒towa֒ Ω równa֒ co do wartości cze֒stości cyklotronowej ωB ≡ qB/m w
p laszczyźnie prostopad lej do pola magnetycznego: E = E (ex cos Ωt + ey sin Ωt). Znaleźć
ruch tej cza֒stki, jeśli w chwili t = 0 pozostawa la ona w spoczynku (v(0) = 0). Rozpatrzyć
przypadki Ω = ωB oraz Ω = −ωB. Sprawdzić, że w granicy B → 0 (ωB → 0) otrzymane
rozwia֒zania maja֒ w laściwa֒ (czyli jaka֒?) granice֒. W obu przypadkach naszkicować tor
ruchu cza֒stki i podać jakościowe wyt lumaczenie.
Wskazówka: Bez straty ogólności można przyja֒ć, że r(0) = 0.

Zadanie 2.17R

Sta le jednorodne pole magnetyczne B = ezB rozcia֒ga sie֒ tylko w obszarze, w którym
0 ≤ x ≤ L. W pole to w punkcie r = 0 wpada bardzo szybka cza֒stka o  ladunku
elektrycznym q i pre֒dkości v = exv0, v0 > 0. Jakie sa֒ wspó lrze֒dne punktu, w którym
cza֒stka ta uderzy w ekran ustawiony prostopadle do osi x i przecinaja֒cy ja֒ w x = X > L
(zob. rysunek 1)?

Zadanie 2.18R

Nadlatuja֒ce z różnymi (ale dość dużymi) pre֒dkościami v0 = exv0 (v0 > 0) cza֒stki o
masie m i  ladunku elektrycznym q wpadaja֒ w punkcie r = 0 w obszar dzia lania sta lych
i jednorodnych pól magnetycznego B = −ezB i elektrycznego E = ezE (B > 0, E > 0).
Szerokość obszaru, w którym wyste֒puja֒ pola wynosi L (wzd luż osi x; w kierunkach y
i z pola rozcia֒gaja֒ sie֒ nieograniczenie). Zak ladaja֒c, iż cza֒stki sa֒ dostatecznie szybkie,
pokazać, że punkty, w których uderza֒ one w prostopad ly do osi x ekran ustawiony w
odleg lości d+L od pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych utworza֒ parabole֒ o kszta lcie zależa֒cym
od stosunku q/m. (W ten sposób w roku 1913 J.J. Thomson wykaza l istnienie izotopów
neonu o liczbach masowych A = 20 i A = 22).

Zadanie 2.19R

 Lódź podwodna o ca lkowitej masie m jest nape֒dzana silnikiem o sta lej mocy P . Opór
stawiany przez wode֒ można w przybliżeniu wyrazić si la֒ F = −κv, gdzie v jest pre֒dkościa֒
 lodzi. Zak ladaja֒c, że pre֒dkość  lodzi w chwili t = 0 by la równa zeru znaleźć jej pre֒dkość i
po lożenie w dowolnej chwili t. Znaleźć też czas, po którym osia֒gnie ona pre֒dkość równa֒
po lowie maksymalnie możliwej (tj. po lowie pre֒dkości granicznej). Jaka be֒dzie pre֒dkość

10



 lodzi po d lugim czasie, jeśli wystartowa la ona z pre֒dkościa֒ wie֒ksza֒ od pre֒dkości granicz-
nej? Jak przebyta droga s przyrasta z czasem dla dużych czasów t?

Zadanie 2.20R (Autorstwa A. Szymachy)
W cylindrycznym naczyniu (o przekroju poprzecznym A) zamknie֒tym moga֒cym poru-
szać sie֒ bez tarcia t loczkiem o masie m, znajduje sie֒ N cza֒stek jednoatomowego gazu
doskona lego (o równaniu stanu p V = NkBT i sta lym cieple w laściwym cV ). Pocza֒tkowa
obje֒tość gazu wynosi V0. Znaleźć zależność od czasu po lożenia t loczka przy adiabatycz-
nym rozpre֒żaniu sie֒ gazu.
Uwaga: Zadanie to daje sie֒ rozwia֒zać ścísle do końca!

Zadanie 2.21R

Punktowa masa m porusza sie֒ pionowo w polu grawitacyjnym g. Si la oporu dzia laja֒ca
na nia֒ jest dana wzorem F = −λ|v|v. Znaleźć zależność pre֒dkości i po lożenia masy m od
czasu w przypadku, gdy jej ruch rozpocza֒ l sie֒ z zerowa֒ pre֒dkościa֒ na pewnej wysokości.
Podać jak zmieniaja֒ sie֒ te wielkości na samym pocza֒tku ruchu i po dostatecznie d lugim
czasie. Przedyskutować jakościowo także przypadki niezerowej pre֒dkości pocza֒tkowej i
jej dwu możliwych kierunków (w góre֒ i w dó l).

Zadanie 2.22R

Udowodnić, że gdy punktowa cza֒stka o masie m porusza sie֒ w polu si ly o potencjale

V (r) = −κ

r
− F·r ,

gdzie F jest sta lym wektorem, sta lymi ruchu sa֒ wielkości: ca lkowita energia E cza֒stki,
L·F oraz

A = F·(v × L) − κ

r
F·r +

1

2
(F×r)2 .

Zadanie 2.23R

Cza֒stka o masie m i  ladunku elektrycznym q porusza sie֒ w sta lym i jednorodnym polu
magnetycznym B. Różniczkuja֒c po czasie wielkość B · L, gdzie L jest momentem pe֒du
cza֒stki, znaleźć wielkość, która pozostaje sta la w takim ruchu. Zapisać te֒ wielkość we
wspó lrze֒dnych cylindrycznych o osi z równoleg lej do pola magnetycznego B. Wyrazić ja֒
jawnie przez warunki pocza֒tkowe ruchu (tj. przez r(0) i v(0)). Wykorzystuja֒c jej sta lość
oraz jeszcze jedna֒ zachowana֒ wielkość znaleźć ruch.

Zadanie 2.24R

Cza֒stka o  ladunku elektrycznym q i masie m porusza sie֒ w polu magnetycznym

B = g
r

r3
=

g

r2
er ,

wytwarzanym przez monopol magnetyczny. Pokazać, że wektor

Q = mr×v − qg
r

r
,
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jest podczas jej ruchu sta ly. Wybieraja֒c oś z uk ladu kartezjańskiego w kierunku wek-
tora Q i obliczaja֒c iloczyny skalarne Q z wersorami er, eθ i eϕ zwia֒zanymi z uk ladem
wspó lrze֒dnych sferycznych, pokazać, że w polu monopola magnetycznego cza֒stka porusza
sie֒ po stożku scharakteryzowanym przez sta ly ka֒t θ = θ0. Wykorzystuja֒c to, że pole
magnetyczne nie wykonuje pracy, znaleźć równanie r = r(ϕ) toru cza֒stki oraz zależność
jej po lożenia od czasu.

Zadanie 2.25R

Pos luguja֒c sie֒ Feynmanowskim modelem atomu jako na ladowango elektronu o masie
m uwia֒zanego spre֒żynka֒ (o wspó lczynniku spre֒żystości mω2

0) do nieruchomego ja֒dra,
wyjaśnić jakościowo, dlaczego po umieszczeniu atomu w sta lym i jednorodnym polu ma-
gnetycznym B w kierunku równoleg lym do tego pola obserwuje sie֒ promieniowanie o
dwóch różnych cze֒stościach (jakich), a w kierunku doń prostopad lym - promieniowanie o
trzech różnych cze֒stościach.
Wskazówka: Pamie֒tać, że przyspieszany  ladunek elektryczny promieniuje; rejestrowany
w chwili t wektor pola elektrycznego takiego promieniowania jest dany wzorem (w tym
kretyńskim uk ladzie SI)

E(t, r) = − 1

4πε0

a⊥(t− r/c)

c2 r
,

gdzie r jest odleg lościa֒ od przyspieszaja֒cego  ladunku, a⊥ zaś jest rzutem jego chwilowego
przyspieszenia, obliczonym w chwili wcześniejszej, t − r/c, niż chwila obserwacji t, na
kierunek prostopad ly do kierunku, z którego  ladunek jest obserwowany.

3 RUCH JEDNOWYMIAROWY -

WYKORZYSTANIE ZACHOWANIA ENERGII

Zadanie 3.1R

Znaleźć jednowymiarowy ruch cza֒stki o masie m w potencjale Morse’a

V (x) = V0

(

e−2αx − 2 e−αx
)

, V0, α > 0.

W przypadku ruchu z ujemna֒ ca lkowita֒ energia֒ E wyznaczyć jego okres. Pokazać, że
gdy ε ≡ V0 − |E| ≪ V0, ruch jest w przybliżeniu harmoniczny i sprawdzić, że cze֒stość
tego ruchu harmonicznego (czyli także okres) można znaleźć rozwijaja֒c potencja l wokó l
minimum. W przypadku E > 0, pokazać, że dla t → ±∞ ruch jest niemal ruchem
jednostajnym. Podać odpowiadaja֒ca֒ tej granicy asymptotyczna֒ postać x(t).

Zadanie 3.2R

Znaleźć jednowymiarowy ruch cza֒stki o masie m w potencjale

V (x) = − V0

ch2(x/a)
.
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W przypadku ruchu z ujemna֒ ca lkowita֒ energia֒ E wyznaczyć jego okres. Pokazać, że gdy
ε ≡ V0−|E| ≪ V0, ruch jest w przybliżeniu harmoniczny i sprawdzić że cze֒stość tego ruchu
harmonicznego (czyli także okres) można znaleźć rozwijaja֒c potencja l wokó l minimum.
W przypadku E > 0 pokazać, że dla t → ∞ ruch jest niemal ruchem jednostajnym.
Podać asymptotyczna֒ postać x(t), jeśli x(0) = 0 i v(0) = v0 > 0. Czy ruch o E > 0 od
x = −b do x = b (np., gdy b ≫ a, czyli gdy “przestrzeliwujemy” cza֒stke֒ przez obszar
dzia lania potencja lu) trwa d lużej, czy krócej niż ruch (z ta֒ sama֒ pre֒dkościa֒ w punkcie
x = −b) przy braku potencja lu?

Zadanie 3.3R

Znaleźć jednowymiarowy ruch w potencjale V (x) = −V0 x
4 cza֒stki o masie m i zerowej

ca lkowitej energii. Przyja֒ć, że x(0) = x0 > 0 i rozpatrzyć przypadki ẋ(0) ≡ v0 > 0 i < 0.

Zadanie 3.4R

Zbadać, jak wygla֒da jednowymiarowy ruch cza֒stki o masie m i ca lkowitej energii E w
potencjale V (x) w pobliżu punktu zwrotnego.

Zadanie 3.5R

Zbadać, jak czas dochodzenia masy m o ca lkowitej energii E poruszaja֒cej sie֒ w jednym
wymiarze w potencjale V (x) do punktu zwrotnego x0 po lożonego blisko punktu xe (po
przeciwnej stronie x0, niż ta, po której porusza sie֒ masa m), w okolicy którego poten-
cja lmożna przybliżyć wzorem V (x) = V (xe) − Gn(x − xe)

n + . . . , z Gn > 0 zależy od
różnicy V (xe) −E ≡ ε. Rozpatrzyć przypadki n = 2 i n > 2.

Zadanie 3.6R

Znaleźć w pierwszym przybliżeniu zmiane֒ δT okresu T jednowymiarowego ruchu cza֒stki
o masie m spowodowana֒ ma la֒ zmiana֒ δV (x) wia֒ża֒cego te֒ cza֒stke֒ w ograniczonym ob-
szarze potencja lu V (x), przy niezmienionej ca lkowitej energii E ruchu. Zak ladamy tu,
że zmiana δV (x) potencja lu nie zmienia jakościowo charakteru ruchu (cza֒stka nadal
pozostaje uwie֒ziona w ograniczonym obszarze). Obliczyć w tym przybliżeniu δT , gdy
V (x) = 1

2
mω2x2, a δV (x) = 1

4
mβ x4, gdzie β > 0. Sprawdzić ten wynik na przyk ladzie

potencja lu z Zadania 3.2

Zadanie 3.7R

Znaleźć zmiane֒ δT okresu T jednowymiarowego ruchu cza֒stki o masie m spowodowana֒
ma la֒ zmiana֒ δV (x) = 1

3
mγx3 potencja lu V (x) = 1

2
mω2x2 wia֒żacego cza֒stke֒ w ograniczo-

nym obszarze przy niezmienionej ca lkowitej energii mechanicznej E ruchu. Wykorzystuja֒c
ten wynik znaleźć pierwsza֒ poprawke֒ (tj. poprawke֒ proporcjonalna֒ do energii E ruchu),
o która֒ różni sie֒ okres ruchu w potencjale Morse’a (Zadanie 3.1) od okresu ruchu w poten-
cjale oscylatora harmonicznego o odpowiedniej cze֒stości i porównać wynik z poprawka֒
otrzymana֒ z odpowiedniego rozwinie֒cia okresu wyznaczonego ze ścis lego rozwia֒zania.
Wyrazić także zmiane֒ δT okresu, gdy potencja l jest dok ladnie równy V (x) + δV (x) w
postaci nieskończonego szeregu i przypadku potencja lu ścísle równego 1

2
mω2x2 + 1

3
mγ x3

powiedzieć, kiedy ten szereg jest zbieżny.
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Zadanie 3.8R

Wykorzystuja֒c zachowanie energii mechanicznej znaleźć wzór wyrażaja֒cy w sposób przy-
bliżony zależność od czasu po lożenia cza֒stki o masie m poruszaja֒cej sie֒ w potencjale
V (x) = 1

2
mω2x2 + 1

3
mγ x3 z energia֒ ca lkowita֒ E i znajduja֒cej sie֒ w t = 0 w x = 0.

Ograniczyć sie֒ do przybliżenia pierwszego rze֒du w ma lym (z za lożenia) parametrze γ.
Sprawdzić otrzymane przybliżone rozwia֒zanie wstawiaja֒c je do odpowiedniego równania
ruchu.

Zadanie 3.9R

Stosuja֒c zwyk ly rachunek zaburzeń, tj. podstawiaja֒c do równania Newtona rozwia֒zanie
w postaci szeregu x(t) = x0(t)+δx(t)+O(γ2) z δx(t) proporcjonalnym do γ i przyrównuja֒c
do siebie wyrazy z tymi samymi pote֒gami γ po obu stronach równości, znaleźć z dok ladnoś-
cia֒ do pierwszego rze֒du w γ przybliżony wzór wyrażaja֒cy zależność od czasu po lożenia
cza֒stki o masie m poruszaja֒cej sie֒ w potencjale V (x) = 1

2
mω2x2 + 1

3
mγ x3 z energia֒

ca lkowita֒ E i znajduja֒cej sie֒ w t = 0 w x = 0. Porównać wynik z otrzymanym metoda֒ z
Zadania 3.8.

Zadanie 3.10R

Znaleźć ruch p laskiego wahad la sferycznego, tj. masy m zawieszonej w polu g na nieważkim
sztywnym pre֒cie o d lugości l, moga֒cym obracać sie֒ w ustalonej p laszczyźnie pionowej, jeśli
wiadomo, że w najniższym po lożeniu jego energia kinetyczna Tkin jest równa 2mgl. Jaki
jest okres T ruchu, gdy w najniższym po lożeniu Tkin ≫ 2mgl?

Zadanie 3.11

Korzystaja֒c z ca lki pierwszej energii otrzymać ogólny wzór wyrażaja֒cy okres jednowy-
miarowego ruchu masy m w potencjale V (x) = 1

2
kx2n, gdzie k > 0, a n = 1, 2, . . . , przez

funkcje֒ Γ(x).
Wskazówka:

∫ 1

0

dξ ξa−1(1 − ξ)b−1 =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a + b)
.

Zadanie 3.12R

Cza֒stka o masie m nadlatuje z nieskończoności, gdzie ma pre֒dkość v, i zderza sie֒ centralnie
(tzn. ca ly ruch odbywa sie֒ wzd luż jednej prostej) ze spoczywaja֒ca֒ pocza֒tkowo druga֒
cza֒stka֒ o takiej samej masie. Cza֒stki odpychaja֒ sie֒ za pośrednictwem si ly o potencjale

V (x1, x2) = V (|x1 − x2|) =
|κ|

|x1 − x2|n
.

Jaka be֒dzie minimalna odleg lość mie֒dzy cza֒stkami? Wyznaczyć po lożnie punktu do
którego dotrze nadlatuja֒ca cza֒stka.
Wskazówka: Rozpatrzyć nadlatywanie cza֒stki ze skończonej odleg lości R i dopiero po-
tem zbadać istnienie granicy R = ∞.
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Zadanie 3.13R

Odwo luja֒c sie֒ do zachowania energii ruchu wzgle֒dnego i innych zasad dynamiki, w prze-
dyskutować jakościowo, co sie֒ dzieje gdy w sytuacji takiej jak w poprzednim Zadaniu
cza֒stka be֒daca pocza֒tkowo w spoczynku ma mase֒ M różna֒ od masy m cza֒stki nadla-
tuja֒cej z nieskończoności (gdzie mia la pre֒dkość v). Obliczyć na jaka֒ minimalna֒ odleg lość
cza֒stki zbliża֒ sie do siebie?

Zadanie 3.14

Punktowa masa m porusza sie֒ w jednowymiarowym potencjale danym wzorem

V (x) = V0 tg2(x/a) ,

w którym V0 > 0. Znaleźć zależność jej po lożenia od czasu i pokazać, że ruch przy ma lych
wychyleniach z (oczywistego) po lożenia równowagi ma charakter drgań harmonicznych,
których cze֒stość można także wyznaczyć bez znajomości rozwia֒zywania ścis lego równania
ruchu.
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CZE֒ŚĆ (CHYBA PRAWIE WSZYSTKO) TEGO, CO BY LO NA ĆWICZENIACH
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Rysunek 2: Trzy uk lady wspó lrze֒dnych.

1. KINEMATYKA

Zadanie 1.3

Dany jest uk lad wspó lrze֒dnych (x, y) na p laszczyźnie oraz okra֒g o promieniu R i środku
w punkcie (0, 0). Dana jest też prosta p styczna do okre֒gu, która toczy sie֒ po nim bez
poślizgu. (Bez poślizgu to znaczy, że jeśli w dwu różnych chwilach czasu zaznaczymy i
na okre֒gu i na prostej punkty styczności, to odleg lość mie֒dzy tymi punktami na prostej
be֒dzie równa d lugości  luku pomie֒dzy punktami styczności na okre֒gu). Biegunowy ka֒t α
wyznaczaja֒cy punkt styczności prostej p z okre֒giem zmienia sie֒ z czasem: α = α(t). W
chwili t = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R, 0), tj. α(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili t = 0 wspó lrze֒dne (R, yA). Znaleźć jego wspó lrze֒dne w dowolnej chwili czasu.

Rozwia֒zanie:

Wyraźmy najpierw wspó lrze֒dne kartezjańskie (x, y) dowolnego punktu na p laszczyźnie
xy przez jego wspó lrze֒dne (x0, y0) w uk ladzie, który ma z nieruchomym uk ladem wspólny
pocza֒tek i jest obrócony o ka֒t α przeciwnie do wskazówek zegara:

x = x0 cosα− y0 sinα ,

y = x0 sinα + y0 cosα .

Poprawność tego wzoru nietrudno sprawdzić: gdy α = π
2

powinno być x0 = y i y0 = −x.
Naste֒pnie wyrażamy wspó lrze֒dne (x0, y0) przez wspó lrze֒dne (x′, y′) uk ladu przesunie֒tego
o R wzd luż osi x0

x = (x′ + R) cosα− y′ sinα ,

y = (x′ + R) sinα + y′ cosα .

(x′, y′) jest uk ladem o pocza֒tku O′ leża֒cym na okre֒gu o promieniu R. Prosta p w mo-
mencie, gdy jest do tego okre֒gu styczna w O′, pokrywa sie֒ z osia֒ y′. Jeśli prosta ta z
po lożenia zajmowanego w t = 0 przetoczy la sie֒ bez poślizgu stale pozostaja֒c styczna֒ do
okre֒gu w O′, to punkt A przesuna֒ l sie֒ w kierunku punktu styczności prostej z okre֒giem
(lub od niego oddali l - zależnie od tego, czy yA > 0, czy yA < 0 i od tego, w która֒ strone֒
po okre֒gu przetacza sie֒ prosta p) o odleg lość Rα. Przyjmuja֒c, że ka֒t α rośnie przeciwnie
do kierunku ruchu wskazówek zegara, zauważamy, że w uk ladzie (x′, y′) punkt A ma po
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przetoczeniu sie֒ wspó lrze֒dne (0, yA − Rα). Sta֒d, w wyj́sciowym uk ladzie kartezjańskim
xy jego wspó lrze֒dnymi be֒da֒

x(t) = R cosα(t) − (yA − Rα(t)) sinα(t) ,

y(t) = R sinα(t) + (yA −Rα(t)) cosα(t) .

Zależność α(t) może być, oczywíscie, dowolna.
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Zadanie 1.4

Wyprowadzić wzory na sk ladowe wektorów pre֒dkości i przyspieszania we wspó lrze֒dnych
biegunowych (r, ϕ) na p laszczyźnie i we wspó lrze֒dnych sferycznych (r, θ, ϕ) w przestrzeni
trójwymiarowej.

Rozwia֒zanie:

Ze wspó lrze֒dnymi kartezjańskimi x, y i z stowarzyszone sa֒ ustalone jednostkowe wektory
(wersory) ex, ey, ez. Wektory po lożenia r, pre֒dkości v i przyspieszenia a zapisane jako
kombinacje liniowe tych wersorów wyrażaja֒ sie֒ oczywistymi wzorami

r = ex x + ey y + ez z ,

v = ex ẋ + ey ẏ + ez ż ,

a = ex ẍ + ey ÿ + ez z̈ .

Uk lad wspó lrze֒dnych biegunowych na p laszczyźnie zadaja֒ wzory

x = r cosϕ ,

y = r sinϕ .

Ze wspó lrze֒dnymi tymi stowarzyszone sa֒ wersory er i eϕ, które zmieniaja֒ sie֒ od punktu
do punktu. (Należa loby wie֒c pisać er(x, y) i eϕ(x, y) lub er(ϕ) i eϕ(ϕ) - w istocie wersory
zależa֒ tylko od ka֒ta ϕ.) Sporza֒dzaja֒c odpowiedni rysunek (i rozpatruja֒c przypadki ϕ = 0
i ϕ = π

2
)  latwo jest zobaczyć, że5

er = ex cosϕ + ey sinϕ ,

eϕ = −ex sinϕ + ey cosϕ .

Wzory te  latwo odwrócić i otrzymać

ex = er cosϕ− eϕ sinϕ ,

ey = er sinϕ + eϕ cosϕ .

Oczywíscie każdy wektor można zapisać albo w bazie wersorów kartezjańskich ex, ey,
albo w bazie wersorów er, eϕ w odpowiednim punkcie.6 Piszemy zatem (wprowadzaja֒c
oczywiste skrótowe oznaczenia)

r = ex r cosϕ + ey r sinϕ

= (ercϕ − eϕsϕ) rcϕ + (ersϕ + eϕcϕ) rsϕ = er r ,

5Dalej zobaczymy, że wzory takie można zawsze otrzymać bezpośrednio ze wzorów definiuja֒cych krzy-
woliniowe (tu biegunowe) wspó lrze֒dne.

6Na pozór wersory er, eϕ zdefiniowane w dowolnym punkcie stanowia֒ baze֒, w której można roz lożyć
dowolny wektor, np. wektor pre֒dkości odpowiadaja֒cy innemu po lożeniu. Jednak przy bardziej geome-
trycznym spojrzeniu okazuje sie֒, że gdyby zajmować sie֒ ruchem na dowolnej tzw. rozmaitości, to z
każdym punktem takiej rozmaitości stowarzyszona jest naprawde֒ inna przestrzeń wektorowa. I to ele-
mentami przestrzeni wektorowej w laściwej dla danego punktu rozmaitości - tzw. przestrzeni stycznej
do rozmaitości w tym punkcie - sa֒ wektory pre֒dkości i przyspieszenia zdefiniowane w danym punkcie
rozmaitości. Wektory te, mo żna zatem rozk ladać tylko na bazowe wektory przestrzeni stycznej w laściwej
dla danego punktu rozmaitości przestrzeni stycznej.
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jak też można sie֒ by lo spodziewać. Analogicznie

v = ex (ṙcϕ − rϕ̇sϕ) + ey (ṙsϕ + rϕ̇cϕ)

= (ercϕ − eϕsϕ) (ṙcϕ − rϕ̇sϕ)

+ (ersϕ + eϕcϕ) (ṙsϕ + rϕ̇cϕ) = er ṙ + eϕ rϕ̇ .

Sk ladowa r-owa pre֒dkości jest oczywista - gdyby ruch odbywa l sie֒ wzd luż promienia tylko,
jego pre֒dkość w tym kierunku by laby w oczywisty sposób równa ṙ. Podobnie oczywista
jest sk ladowa ϕ-fowa: rϕ̇ jest po prostu pre֒dkościa֒ liniowa֒ zwia֒zana֒ z ruchem po okre֒gu
o promieniu r. Wreszcie

a = ex

(

r̈cϕ − 2ṙϕ̇sϕ − rϕ̈sϕ − rϕ̇2cϕ
)

+ ey

(

r̈sϕ + 2ṙϕ̇cϕ + rϕ̈cϕ − rϕ̇2sϕ
)

= (ercϕ − eϕsϕ)
(

r̈cϕ − 2ṙϕ̇sϕ − rϕ̈sϕ − rϕ̇2cϕ
)

+ (ersϕ + eϕcϕ)
(

r̈sϕ + 2ṙϕ̇cϕ + rϕ̈cϕ − rϕ̇2sϕ
)

= er

(

ṙ̇ − rϕ̇2
)

+ eϕ (2ṙϕ̇ + rϕ̈) .

Znów wie֒kszość wyrazów wyste֒puja֒cych w końcowym wzorze jest oczywista: r̈ jest przy-
spieszeniem ruchu wzd luż promienia, −rϕ̇2 jest przyspieszeniem dośrodkowym w ruchu
po okre֒gu o promieniu r, a rϕ̈ jest liniowym przyspieszeniem zwia֒zanym z przyspiesza-
niem ruchu po okre֒gu o promieniu r. Jedynie wyrazu 2ṙϕ̇ nie można  latwo otrzymać na
podstawie rozpatrywania takich szczególnych postaci ruchu.

Zauważmy też, że powyższe wzory można by by lo otrzymać nieco inaczej, gdyby naj-
pierw znaleźć pochodne po czasie wersorów er(ϕ) i eϕ(ϕ). To zaś jest  latwe (wersory ex

i ey jako sta le, nie podlegaja֒ różniczkowaniu):

d

dt
er =

d

dt
(excϕ + eysϕ) = −ϕ̇sϕ (ercϕ − eϕsϕ)

+ϕ̇cϕ (ersϕ + eϕcϕ) = eϕϕ̇ ,

d

dt
eϕ =

d

dt
(−exsϕ + eycϕ) = −ϕ̇cϕ (ercϕ − eϕsϕ)

−ϕ̇sϕ (ersϕ + eϕcϕ) = −erϕ̇ .

Można (i w laściwe należy) ugólnić te wzory tak, by nie wyste֒powa la w nich zależność
od czasu; należy po prostu pytać, jak zmieniaja֒ sie֒ wersory przy przej́sciu od punktu o
wspó lrze֒dnych (r, ϕ) do sa֒siedniego o wspó lrze֒dnych (r + dr, ϕ+ dϕ). Zmiany te sa֒ dane
przez

∂

∂r
er = 0 ,

∂

∂ϕ
er = eϕ ,

∂

∂r
eϕ = 0 ,

∂

∂ϕ
eϕ = −er .

Maja֒c te wzory można już pre֒dkość i przyspieszenie znaleźć “na piechote֒”:

v =
d

dt
(er r) = er ṙ + ėr r = er ṙ + eϕ rϕ̇ ,
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i podobnie

a =
d

dt
(er ṙ + eϕ rϕ̇) = er ṙ̇ + eϕ ṙϕ̇ + eϕ (ṙϕ̇ + rϕ̇̇ ) − eϕ rϕ̇

2

= er

(

ṙ̇ − rϕ̇2
)

+ eϕ (2ṙϕ̇ + rϕ̇̇ ) ,

tak jak i poprzednim sposobem.

W przypadku uk ladu wspó lrze֒dnych sferycznych zadnych wzorami

x = r sin θ cosϕ ≡ rsθcϕ ,

x = r sin θ sinϕ ≡ rsθsϕ ,

x = r cos θ ≡ rcθ ,

trudniej jest graficznie zobaczyć, że

er = exsθcϕ + eysθsϕ + ezcθ ,

eθ = excθcϕ + eycθsϕ − ezsθ ,

eϕ = −exsϕ + eycϕ .

Wzory te można jednak natychmiast dostać wspomnianym już sposobem, który przed-
stawimy niżej. Aby je odwrócić, tj. wyrazić ex, ey, ez przez wersory er, eθ, eϕ, mnożymy
pierwsze z wypisanych wyżej równań przez sθ (cθ), drugie przez cθ (sθ), dodajemy (odejmu-
jemy) je do (od) siebie i zestawiamy z trzecim, otrzymuja֒c uk lad (ostatnie z poprzednich
równań teraz napisane zosta lo jako środkowe)

er sθ + eθ cθ = excϕ + eysϕ ,

eϕ = −exsϕ + eycϕ ,

er cθ − eθ sθ = ez ,

który już  latwo rozwiazać ze wzgledu na ex i ey (ez już jest). Ostatecznie

ex = ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ ,

ey = ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ ,

ez = er cθ − eθ sθ .

Można traz standardowym sposobem znaleźć pochodne wersorów er, eθ, eϕ po ka֒tach
θ i ϕ (jest miej wie֒cej jasne, że ich pochodne po r musza֒ znikać). Obliczymy, żeby by lo
sprawniej, pochodne zupe lne po czasie (wektory mnoża֒ce ṙ, θ̇ i ϕ̇ be֒da֒ wtedy pochodnymi
różniczkowanych wersorów po wspó lrzednych r, θ i ϕ):

d

dt
er = ex

(

θ̇cθcϕ − ϕ̇sθsϕ

)

+ ey

(

θ̇cθsϕ + ϕ̇sθcϕ

)

+ ez

(

−θ̇sθ

)

= (ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ)
(

θ̇cθcϕ − ϕ̇sθsϕ

)

+ (ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ)
(

θ̇cθsϕ + ϕ̇sθcϕ

)

+ (er cθ − eθ sθ)
(

−θ̇sθ

)

= eθ θ̇ + eϕ ϕ̇sθ ,
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d

dt
eθ = ex

(

−θ̇sθcϕ − ϕ̇cθsϕ

)

+ ey

(

−θ̇sθsϕ + ϕ̇cθcϕ

)

+ ez

(

−θ̇cθ

)

= (ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ)
(

−θ̇sθcϕ − ϕ̇cθsϕ

)

+ (ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ)
(

−θ̇sθsϕ + ϕ̇cθcϕ

)

+ (er cθ − eθ sθ)
(

−θ̇cθ

)

= −er θ̇ + eϕ ϕ̇cθ ,

i wreszcie

d

dt
eϕ = ex (−ϕ̇cϕ) + ey (−ϕ̇sϕ)

= (ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ) (−ϕ̇cϕ)

+ (ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ) (−ϕ̇sϕ)

= −er ϕ̇sθ − eθ ϕ̇cθ .

Sta֒d bezpośrednio odczytujemy pochodne wektorów er, eθ i eϕ po ka֒tach

∂

∂r
er = 0 ,

∂

∂θ
er = eθ ,

∂

∂ϕ
er = eϕ sθ ,

∂

∂r
eθ = 0 ,

∂

∂θ
eθ = −er ,

∂

∂ϕ
eθ = eϕ cθ ,

∂

∂r
eϕ = 0 ,

∂

∂θ
eϕ = 0 ,

∂

∂ϕ
eϕ = −er sθ − eθ cθ .

Można teraz  latwo napisać wzory na pre֒dkość i przyspieszenie:7

v =
d

dt
(er r) = er ṙ + eθ rθ̇ + eϕ rϕ̇sθ ,

a =
d

dt

(

er ṙ + eθ rθ̇ + eϕ rϕ̇sθ

)

= er

(

r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2s2θ

)

+ eθ

(

rθ̈ + 2ṙθ̇ − rϕ̇2sθcθ

)

+ eϕ

(

rϕ̈sθ + 2ṙϕ̇sθ + 2rθ̇ϕ̇cθ

)

.

Znów cze֒ść wyrazów daje sie֒ prosto zintepretować: cz lon −rθ̇2 w sk ladowej ar jest
oczywíscie przyspieszeniem dośrodkowym ruchu po wielkim kole (po po ludniku), a cz lon
rθ̈ w sk ladowej aθ jest przyspieszeniem liniowym takiego ruchu; ruch po równoleżniku

7W popularnym u nas (przynajmniej na naszym warszawskim Wydziale Fizyki) podre֒czniku mechaniki
autorstwa G. Bia lkowskiego wzory na sk ladowe przyspieszenia (wzór 2.12 s. 44) sa֒ podane z b ledami: w
sk ladowej ar brak czynnika s2θ, a w sk ladowej aθ opuszczony zosta l ostatni cz lon z ϕ̇2.
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daje też przyspieszenie dośrodkowe, ale promień równoleżnika zależy od ka֒ta θ i jest
równy rsθ - przyspieszenie to jest jednak skierowane do środka leża֒cego w p laszczyźnie
równoleżnikowej (a nie ku pocza֒tkowi uk ladu) i wobec tego rozk lada sie֒ z czynnikiem sθ na
kierunek er i z czynnikiem cθ na kierunek eθ - co wyjaśnia pochodzenie ostatnich cz lonów
sk ladowych ar i aθ; wreszcie, pierwszy cz lon sk ladowej aϕ jest oczywistym przyspieszeniem
liniowym ruchu po równoleżniku.

Można to troche֒ uogólnić i znacznie uprościć znajdywanie sk ladowych pre֒dkości w
uk ladzie krzywoliniowym. Niech ξ1, ξ2, ξ3 be֒da֒ trzema wspó lrze֒dnymi krzywoliniowego
uk ladu. Oznacza to, że dane sa֒ wzory

x = x(ξ1, ξ2, ξ3) ,

y = y(ξ1, ξ2, ξ3) ,

z = z(ξ1, ξ2, ξ3) .

W naturalny sposób z uk ladem takim stowarzyszone sa֒ trzy wektory i1, i2, i3, dane
wzorem8

ij(ξ) = ea
∂xa

∂ξj
,

gdzie x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z, a e1 ≡ ex, e2 ≡ ey, e3 ≡ ez, sa֒ trzema kartezjańskimi wer-
sorami tworza֒cymi uk lad ortonormalny: (ea|eb) ≡ ea ·eb = δab. Wektory ij sa֒, jak  latwo
zrozumieć, styczne do krzywych wytyczanych w trójwymiarowej przestrzeni, gdy zmienia
sie֒ tylko parametr ξj przy ustalonych pozosta lych dwu pozosta lych ξ. W ogólnym przy-
padku wektory te nie tworza֒ uk ladu ortonormalnego: macierz ich iloczynów skalarnych

(ij|ik) =
∂xa

∂ξj
∂xb

∂ξk
(ea|eb) =

∂xa

∂ξj
∂xa

∂ξk
,

definiuje tensor metryczny gjk(ξ):

gjk(ξ) ≡ (ij |ik) =
∂xa

∂ξj
∂xa

∂ξk
.

Tensor ten jest w ogólnym przypadku niediagonalny. W trójwymiarowej przestrzeni ist-
nieje jednak 11 uk ladów wspó lrze֒dnych krzywoliniowych (wśród nich cylindryczny, sfe-
ryczny, paraboliczny, etc.), wyróżniaja֒cych sie֒ tym, że stowarzyszone z nimi wektory i1,
i2, i3 sa֒ (w każdym punkcie) wzajemnie prostopad le. Tensor metryczny ma wie֒c w tych
uk ladach postać

gjk(ξ) = h2
j (ξ) δjk .

Wspó lczynniki hi nazywaja֒ sie֒ wspó lczynnikami Lamé. W takich uk ladach krzywolinio-
wych można stworzyć  latwo stowarzyszone z nim wektory ej(ξ), j = 1, 2, 3 stanowia֒ce

8Jak zwykle obowia֒zuje tu konwencja sumacyjna wujka Albercika i po wskaźnikach powtarzaja֒cych
sie֒ na dwu różnych poziomach (na górze i na dole) jest zawsze domyślne sumowanie.
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w każdym punkcie uk lad ortonormalny (baze֒ ortonormalna֒). Wystarczy tylko podzielić
dane w sposób naturalny wektory ij przez ich d lugości hj:

ej =
ij

hj
.

Dowolny wektor V (“zaczepiony” w danym punkcie, tzn. należa֒cy do przestrzeni stycznej
w tym punkcie) można roz lożyć albo w bazie tworzonej przez wektory ij, albo w bazie
tworzonej przez wektory ej:

V = ijV
j
(ik)

= ejV
j
(ek)

≡ ejV̄
j .

(Dwie pierwsze postacie wektora V sa֒ tu zapisane w notacji z mojego s lynnego skryptu do
algebry; ostatnia postać jest wzie֒ta z Gravitation and Cosmology S. Weinberga.) Jasne
jest wiec, że V̄ j ≡ V j

(ek)
= hjV

j
(ik)

. W przypadku uk ladu sferycznego ξ1 = r, ξ2 = θ,

ξ3 = ϕ, sk ladowymi wektorów ir, iθ, iϕ w bazie wersorów kartezjańskich (ex, ey, ez) sa֒




sθcϕ
sθsϕ
cθ



 ,





rcθcϕ
rcθsϕ
−rsθ



 ,





−rsθsϕ
rsθcϕ

0



 ,

ska֒d hr = 1, hθ = r, hϕ = rsθ i wektory er, eθ, eϕ, sa֒ dane przez unormowanie tych wypi-
sanych wyżej (tj. podzielenie każdego z nich przez odpowiedni czynnik h), czyli wzorami,
które zosta ly wypisane już wcześniej “spod dużego palucha” (a w istocie wykorzystuja֒c
w laśnie podany tu sposób).

Sk ladowe wektora pre֒dkości w bazie ortonormalnej9 tworzonej przez wektory ej sto-
warzyszone z jednym z owych 11 uk ladów krzywoliniowych można teraz otrzymać bez
żadnych rachunków:10

v = eaẋ
a = ea

∂xa

∂ξj
dξj

dt
= ij

dξj

dt
=
∑

j

ej

(

hj
dξj

dt

)

.

Tak wie֒c w uk ladzie sferycznym vr = hrṙ = ṙ, vθ = hθθ̇ = rθ̇ i vϕ = hϕϕ̇ = rsθϕ̇. Jak
widać, nie wymaga to odwracania wzorów wia֒ża֒cych wersory ej wersorami kartezjańskimi
ea.

Zasadne jest pytanie, czy ta sama metoda upraszcza znalezienie sk ladowych krzywo-
liniowych wektora przyspieszenia. Niestety nie za bardzo. Zobaczmy:

a = eaẍ
a = ea

d

dt

(

∂xa

∂ξj
dξj

dt

)

= ea

(

∂2xa

∂ξj∂ξk
ξ̇j ξ̇k +

∂xa

∂ξj
ξ̈j
)

.

9Przypomnijmy jednak, że to jest tylko takie da֒żenie do wygody oraz si la przyzwyczajenia, które
powoduja֒, że w problemach fizycznych jakie rozpatruje sie֒ w mechanice korzysta sie֒ na ogó l z baz orto-
normalnych - w istocie baza֒ może być dowolny uk lad liniowo niezależnych wektorów rozpinaja֒cych ca la֒
przestrzeń wektorowa֒. Dlatego na zaawansowanym poziomie, np. w Ogólnej teorii wzgle֒dności, jako
bazy używa sie֒ bardziej “naturalnych” wektorów ij .

10Po ostatniej równości piszemy tu jawnie znak sumy, bo wprowadzenie czynników Lamé zak lóca kon-
wencje֒ sumacyjna֒ Einsteina - wskaźnik j po którym biegnie suma powtarza sie֒ trzykrotnie.

24



Z drugiego cz lonu w nawiasie daje sie֒ tak jak poprzednio wycia֒gna֒ć przed nawias macierz
∂xa/∂ξj , która w po la֒czeniu z wektorem ea da wektor ij , ale z pierwszego cz lonu nie.
Wszystko co można zrobić, to napisać

a =
∑

j

ejhj

(

∂ξj

∂xa

∂2xa

∂ξi∂ξk
ξ̇iξ̇k + ξ̈j

)

.

Macierz ∂ξj/∂xa stoja֒ca w pierwszym cz lonie jest odwrotna do macierzy Da
j ≡ ∂xa/∂ξj :

∂ξj

∂xa

∂xb

∂ξj
= δba ,

∂xa

∂ξi
∂ξj

∂xa
= δji .

Otrzymany wzór na āj (używaja֒c notacji Weinberga) zgadza sie֒ z tym, co już wiemy
w przypadku uk ladu sferycznego: kawa lki z druga֒ pochodna֒ ξj maja֒ tam postać hj ξ̈

j

(bez sumowania po j). Widać też, że jeśli kartezjańskie wspó lrze֒dne xa po lożenia sa֒
nieliniowymi funkcjami wspó lrze֒dnych ξj, we wzorach na āj musza֒ wysta֒pić cz lony z
iloczynami pierwszych pochodnych wspó lrze֒dnych ξj. Jawne ich otrzymanie jest jednak
pracoch lonne. Po pierwsze trzeba odwrócić macierz Da

j . To jeszcze daje sie֒ w miare֒
 latwo zrobić. Wprawdzie jest to macierz zmiany bazy  la֒cza֒ca baze֒ ortonormalna֒ z baza֒
nieortonormalna֒, ij = eaD

a
j (ij = ea[R(ea←ij)]

a
j w notacji z mojego skryptu do algebry)

ale, w przypadku owych 11 specjalnych uk ladów wspó lrze֒dnych, baza ij wia֒że sie֒ prosto
(bo tylko przez wspó lczynniki Lamé) z baza֒ ortonormalna֒ ej. Zatem (sumowanie jest tu
po a, ale nie po j!)

ej = ea

(

∂xa

∂ξj
1

hj

)

≡ ea

(

Da
jh
−1
j

)

,

a stoja֒ca tu w nawiasie macierz zmiany bazy R (lub [R(ea←ej)]
a
j w mojej algebraicznej

notacji) jako  la֒cza֒ca ze soba֒ dwie bazy ortonormalne musi być macierza֒ ortogonalna֒ i jej
odwrotność R−1 jest dana po prostu przez transpozycje֒: R−1 = RT . Zatem

ea = ej[R
T ]ja = ij

(

h−1j [RT ]ja
)

.

Stoja֒ca tu w nawiasach okra֒g lych macierz jest w laśnie szukana֒ macierza֒ [D−1]i a odwrotna֒
do Da

i.
W przypadku uk ladu sferycznego macierz R jest macierza֒ stworzona֒ z postawionych

“na sztorc” sk ladowych (w bazie wersorów kartezjańskich) wektorów er, eθ i eϕ. Biora֒c jej
transpozycje֒ i naste֒pnie przemnażaja֒c j-ty wiersz macierzy RT przez h−1j otrzymujemy

D−1 =





sθcϕ sθsϕ cθ
cθcϕ/r cθsϕ/r −sθ/r

−sϕ/(rsθ) cϕ/(rsθ) 0



 .

Jak  latwo sprawdzić, jest to rzeczywíscie macierz odwrotna do

D =





sθcϕ rcθcϕ −rsθsϕ
sθsϕ rcθsϕ rsθcϕ
cθ −rsθ 0



 .
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Można teraz spróbować otrzymać sk ladowe przyspieszenia w uk ladzie sferycznym.

ar = hr

(

r̈ + sθcϕ
∂2x

∂ξi∂ξl
ξ̇iξ̇l + sθsϕ

∂2y

∂ξi∂ξl
ξ̇iξ̇l + cθ

∂2z

∂ξi∂ξl
ξ̇iξ̇l
)

.

Ponieważ hr = 1 daje to (od razu uwzgle֒dniamy, że xrr = yrr = zrr = 0)

ar = r̈ + sθcϕ

(

2xrθṙθ̇ + 2xrϕṙϕ̇ + 2xθϕθ̇ϕ̇ + xθθ θ̇
2 + xϕϕϕ̇

2
)

+sθcϕ

(

2yrθṙθ̇ + 2yrϕṙϕ̇ + 2yθϕθ̇ϕ̇ + yθθθ̇
2 + yϕϕϕ̇

2
)

+cθ

(

2zrθṙθ̇ + 2zrϕṙϕ̇ + 2zθϕθ̇ϕ̇ + zθθθ̇
2 + zϕϕϕ̇

2
)

.

Jak widać nie jest to bardzo przyjemne... Ale cierpliwie różniczkuja֒c możemy doj́sć do
celu:

ar = r̈ + sθcϕ

(

2cθcϕṙθ̇ − 2sθsϕṙϕ̇− 2rcθsϕθ̇ϕ̇− rsθcϕθ̇
2 − rsθcϕϕ̇

2
)

+ sθcϕ

(

2cθsϕṙθ̇ + 2sθcϕṙϕ̇ + 2rcθcϕθ̇ϕ̇− rsθsϕθ̇
2 − rsθsϕϕ̇

2
)

+ cθ

(

−2sθ ṙθ̇ − rcθθ̇
2
)

,

i po posk ladaniu wszystkiego do kupy otrzymać

ar = r̈ − rθ̇2 − rs2θϕ̇
2 .

Otrzymanie aθ i aϕ ta metoda֒ pozostawimy już czytelnikowi.

Najszybszy jednak sposób otrzymania przyspieszeń w dowolnym krzywoliniowm uk la-
dzie wspó lrze֒dnych polega na odwo laniu sie֒ do równań Lagrange’a II-go rodzaju: po-
nieważ otrzymanie wzorów na pre֒dkości jest, jak wynika z przeprowadzonych wyżej rozwa-
żań, bardzo proste, wystarczy wyrazić przez nie energie֒ kinetyczna֒ T = 1

2
mv2 i napisać

lagrangian cza֒stki swobodnej L = T ; wyprowadzone z niego równania Eulera - Lagrange’a
dadza֒ natychmiast szukane wzory na przyspieszenia. Np. w uk ladzie sferycznym

L =
1

2
m
(

ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ
)

,

i równania Eulera - Lagrange’a maja֒ postać

mr̈ = m(rθ̇2 + rϕ̇2 sin2 θ),

m(r2θ̈ + 2rṙθ̇) = mr2ϕ̇2 sin θ cos θ

m(r2ϕ̈ sin2 θ + 2rṙϕ̇ sin2 θ + 2r2ϕ̇ θ̇ sin θ cos θ) = 0 .

Ponieważ sa֒ to równania ruchu cza֒stki swobodnej, ma = 0, sk ladowe przyspieszenia musza֒
być proporcjonalne do wyrażeń, które sie֒ dostaje po przeniesieniu wszystkich cz lonów
na jedna֒ strone֒ i podzieleniu przez m. W ustaleniu czynników proporcjnalności można
sie֒ pos lużyć analiza֒ wymiarowa֒ (przyspieszenia musza֒ mieć wymiar [L][T ]−2 i pewnym
wyczuciem (fizycznym zdrowym rozsa֒dkiem). Drugie z wypisanych wyżej równań daje
aθ po podzieleniu przez czynnik r (analiza wymiarowa); trzecie zaś po podzieleniu przez
r sin θ (cz lon z ϕ̈ musi dawać zwia֒zane ze zmiana ϕ̇ przespieszenie styczne do równoleżnika
o promieniu r sin θ).
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Zadanie 1.9

Wiedza֒c, że podczas p laskiego ruchu cza֒stki ka֒t pomie֒dzy kierunkiem jej wektora wodza֒cego
r i wektorem jej pre֒dkości v jest sta ly (i równy α) znaleźć we wspó lrze֒dnych biegunowych:
a) wzór na tor cza֒stki,
b) d lugość toru w funkcji po lożenia cza֒stki.
Przyja֒ć jako warunki pocza֒tkowe ϕ(0) = 0 i r(0) = r0. Zależność szybkości |v(t)| od
czasu może być dowolna.

Rozwia֒zanie:

Jeśli r = r er jest wektorem wodza֒cym (czyli wektorem po lożenia), a v = ṙ er + rϕ̇ eϕ,
wektorem pre֒dkości, to cosinus ka֒ta α pomie֒dzy nimi jest równy

cosα =
r·v
|r||v| =

ṙ
√

ṙ2 + r2ϕ̇2
.

Sta֒d (pamie֒taja֒c, że ṙ/ϕ̇ = dr/dϕ) otrzymujemy natychmiast równanie różniczkowe wy-
znaczaja֒ce tor w postaci r = r(ϕ):

1

r

dr

dϕ
= ctgα .

Warto tu sie֒ zastanowić nad znakiem (po drodze podnosilísmy coś do kwadratu i wycia֒gali
pierwiastek - znak móg l sie֒ zgubić). Jest on jednak poprawny: jeśli 0 < α < π

2
, to wektor

pre֒dkości jest tak skierowany, że odleg lość r powinna rosna֒ć ze wzrostem ϕ i rzeczywíscie
kotangens jest wtedy dodatni;11 gdy −π

2
< α < 0, to r rośnie ale wtedy, gdy ϕ maleje

(ka֒t ϕ jest liczony przeciwnie do kierunku ruchu wskazówek zegara) i rzeczywíscie ctg jest
wtedy ujemny. Z kolei, gdy π

2
< α < π, to r maleje, gdy ka֒t rośnie i ctg jest ujemny, tak

jak powinien. Rozwia֒zaniem uzyskanego równania różniczkowego jest spirala

r(ϕ) = r(ϕ0) exp {(ϕ− ϕ0)ctgα} .
Gdy chodzi o d lugość toru, to widać (patrz przypis niżej) że wystarczy rozpatrzyć tylko
przypadki 0 < α < π

2
, kiedy to tor jest spirala֒ rozwijaja֒ca֒ sie֒ i jego d lugość rośnie ze

wzrostem ϕ nieograniczenie, oraz przypadek π
2
< α < π, gdy tor jest zacieśniaja֒ca֒ sie֒

spirala֒ i powinien mieć skończona֒ d lugość nawet wtedy, gdy ϕ → ∞. Przyjmuja֒c wie֒c,
że ϕ̇ > 0 obliczmy d lugość toru s(t) jako funkcje֒ czasu przechodza֒c po drodze do s(ϕ(t))

s(t) =

∫ t

0

dt′|v(t′)| =

∫ t

0

dt′
√

v2r (t′) + v2ϕ(t′) =

∫ t

0

dt′
√

ṙ2 + r2ϕ̇2

=

∫ t

0

dt′ ϕ̇

[

(

dr

dϕ

)2

+ r2

]1/2

=

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ

[

(

dr

dϕ

)2

+ r2

]1/2

=

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ
[

r2ctg2α + r2
]1/2

=
1

sinα

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ r(ϕ) ,

11A co, gdy −π
2 < α < 0 ? Powinno być tak samo, tzn. odleg lość r też powinna rosna֒ć, bo na rysunku

sytuacja wygla֒da tak samo, ale ctgα jest w tm zakresie ka֒tów ujemny... No tak, ale wtedy ze wzrostem
r ka֒t ϕ nie rośnie, tylko maleje wie֒c równanie znów jest poprawne!
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gdzie skorzystalísmy ze zwia֒zku 1 + ctg2α = 1/ sin2 α i wzoru na dr/dϕ. Ca lkuja֒c otrzy-
mujemy

s(t) =
r(ϕ0)

sinα

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ e(ϕ−ϕ0)ctgα =
r(ϕ0)

cosα
e(ϕ−ϕ0)ctgα

∣

∣

∣

∣

ϕ(t)

ϕ0

=
r(ϕ0)

cosα

[

e(ϕ(t)−ϕ0)ctgα − 1
]

,

Wzór można uprościć przyjmuja֒c, że ϕ0 = 0. ctgα jest dodatni, gdy 0 < α < π
2

i d lugość
toru jest wtedy nieograniczona, gdy ka֒t ϕ rośnie nieograniczenie. Jeśli zaś ctgα < 0 (czyli,
gdy π

2
< α < π), d lugość toru jest skończona, gdy ϕ → ∞:

s(∞) = −r(ϕ0)

cosα
,

(oczywíscie, gdy π
2
< α < π to cosα < 0 i d lugość toru jest dodatnia). Przypadek α = π

2

jest szczególny: odleg lość r pozostaje sta la, równa r(ϕ0). D lugość toru jest oczywíscie
nieskończona jeśli ϕ rośnie nieograniczenie, ale jeśli rozpatrzyć d lugość toru od ϕ0 do
ϕ = ϕ0 + 2π, to w granicy α → π

2
uzyskany wzór daje oczywíscie s = 2πr(ϕ0):

s(ϕ = 2π) = lim
α→π/2

r(ϕ0)

cosα

[

1 + 2πctgα +
1

2
(2πctgα)2 + · · · − 1

]

= 2πr(ϕ0) .

Wreszcie przypadki α = 0 lub π sa֒ szczególne w tym znaczeniu, że wektor pre֒dkości jest
skierowany wzd luż wektora wodza֒cego i ka֒t ϕ pozostaje sta ly.12 Nie można wie֒c w tym
przypadku napisać równania toru w postaci r = r(ϕ). Możliwy jest tylko parametryczny
opis toru (naturalnym parametrem jest tu czas) r = r(t), ϕ = ϕ(t) = const = ϕ0.

12Dobrze jest przepisać uzyskane równanie różniczkowe w (zalecanej przeze mnie na Matmie II) postaci
dr tgα = r dϕ. Wtedy widać, że gdy α = 0 lub π, zmiana r nie pocia֒ga za soba֒ zmiany ka֒ta ϕ.
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Zadanie 2.5

Na cia lo o masie m i pre֒dkości pocza֒tkowej v(0) = v0 dzia la tylko si la oporu

Fop = −κ|v|α v

|v| , κ, α > 0 .

Zbadać, jak czas trwania takiego ruchu i jego zasie֒g zależa֒ od wyk ladnika α.

Rozwia֒zanie:

Ponieważ na cia lo dzia la tylko jedna si la, która ma zawsze ten sam kierunek, co chwilowa
pre֒dkość cia la (i przeciwny do niej zwrot), dobrze jest wybrać oś x w kierunku v0. Problem
staje sie֒ wtedy jednowymiarowy i redukuje sie֒ dorozwia֒zywania równania

mv̇(t) = −κvα(t) , czyli v̇(t) = − κ

m
vα(t) ,

z warunkami pocza֒tkowymi v(0) = v0 (v0 > 0) oraz, bez straty ogólności, x(0) = 0.
Rozdzielenie zmiennych prowadzi do ca lki

∫ v(t)

v0

dv

vα
= − κ

m
t ,

która, jako ca lka z funkcji pote֒gowej, jeśli α 6= 1, daje

1

1 − α

[

v1−α(t) − v1−α0

]

= − κ

m
t ,

czyli, po “odkre֒ceniu”,

v(t) = v0

[

1 + (α− 1)
κ

m
vα−10 t

] 1

1−α

.

Wynik dla α = 1, która to wartość α jest, jak widać, wyróżniona (uzasadnione jest
wie֒c nazwanie jej wartościa֒ krytyczna֒), można dostać albo obliczaja֒c bezpośrednio ca lke֒
z α = 1, albo, co jest bardziej kszta lca֒ce, dokonuja֒c w powyższym wzorze przej́scia
granicznego α → 1:

v(t) = v0 lim
α→1

[

1 + (α− 1)
κ

m
vα−10 t

]
1

1−α

= v0 lim
α→1

exp

{

1

1 − α
ln
[

1 + (α− 1)
κ

m
vα−10 t

]

}

= v0 lim
α→1

exp

{

1

1 − α

[

(α− 1)
κ

m
t− 1

2
(α− 1)2

κ2

m2
t2 + . . .

]}

= v0 e
−(κ/m)t ,

(Pod logarytmem można już by lo spokojnie po lożyć vα−10 = 1).
Z otrzymanych wzorów tych widać, że jeśli α < 1, to czas trwania ruchu jest skończony:

cia lo zatrzymuje sie֒ po czasie

tmax =
m

κ

v1−α0

1 − α
> 0 .
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Zasie֒g ruchu, jest w takim przypadku, rzecz jasna, skończony.
Jeśli zaś α ≥ 1, to ruch trwa wiecznie (co nie znaczy jeszcze, jak zobaczymy niżej, że

zasie֒g jego jest nieskończony) i asymptotycznie v(t) ∝ 1/t
1

α−1 (lub v(t) ∝ e−(κ/m)t, gdy α =
1). Wynik ten może na pierwszy rzut oka wydawać sie֒ dziwny: przecież wydaje sie֒, że dla
wie֒kszych wartości α si la oporu jest wie֒ksza! I istotnie tak jest, ale dla dużych pre֒dkości;13

jednak dla kwestii, czy si la oporu spowoduje ca lkowite zatrzymanie sie֒ cia la, decyduja֒ca
jest wielkość si ly oporu dla pre֒dkości ma lych, nie zaś dużych, a w sposób oczywisty
jeśli (v/vchar) < 1, gdzie vchar jest jaka֒s predkościa֒ charakterystyczna֒, to (v/vchar)

α1 >
(v/vchar)

α2 , gdy α1 < α2.

Zależność przebytej drogi x od czasu jest dana ca lka֒

x(t) =

∫ t

0

dt′ v(t′) = v0

∫ t

0

dt′
(

1 − t′

τ

)
1

1−α

,

gdzie wielkość τ ≡ (m/κ)(v1−α0 /(1 − α)) = tmax jest, gdy α < 1, tożsama z czasem
trwania ruchu tmax, dla α > 1 zaś |τ | jest po prostu pewnym czasem charakterystycznym.
Otrzymujemy sta֒d

x(t) = v0τ

∫ t/τ

0

dξ (1 − ξ)
1

1−α = v0τ
−1

1 + 1
1−α

(1 − ξ)1+
1

1−α

∣

∣

∣

t/τ

0

= v0τ
1 − α

2 − α

[

1 −
(

1 − t

τ

)
2−α
1−α

]

=
m

κ

v2−α0

2 − α

[

1 −
(

1 − t

τ

)
2−α
1−α

]

.

Ze wzoru tego od razu widać, że 2 jest druga֒ krytyczna֒ wartościa֒ wyk ladnika α. Oczywíscie
jeśli α < 1, zasie֒g d jest skończony i wynosi

d = x(tmax) =
m

κ

v2−α0

2 − α
.

Otrzymany wzór na x(t) pozostaje s luszny także przy α = 1 (gdy ruch trwa wiecznie),
co można sprawdzić albo ca lkuja֒c bezpośrednio wzór na v(t) z α = 1, lub też dokonuja֒c

13Jak zawsze, aby orzec, czy wielkość wymiarowa jest duża, czy ma la, trzeba powiedzieć, w porównaniu
z czym. W zwia֒zku z tym zauważmy, że wymiar wspó lczynnika κ w podanym wzorze na si le֒ oporu zmienia
sie֒ z α; aby operować wspó lczynnikiem o wymiarze niezależnym od α, należy wzór ten zapisać w postaci

Fop = −κ′ |v|
α

vαchar

v

|v| ,

w której κ′ ≡ κvαchar ma już wymiar [M][L][T]−2 niezależny od α. Pojawia sie֒ wtedy pre֒dkość charakte-
rystyczna vchar i to porównanie z nia֒ decyduje, czy pre֒dkość v(t) jest duża czy ma la.
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przej́scia granicznego we wzorze na x(t):

x(t) =
m

κ
v0 lim

α→1

{

1 −
[

1 − (1 − α)
κ

m
vα−10 t

]
2−α
1−α

}

=
m

κ
v0 lim

α→1

{

1 − exp

(

2 − α

1 − α
ln
[

1 − (1 − α)
κ

m
vα−10 t

]

)}

=
m

κ
v0
(

1 − e−(κ/m)t
)

.

co dla t = ∞ daje dα=1 = (m/κ)v0. Zasie֒g ruchu pozostaje skończony aż do α = 2, gdyż
dla 1 < α < 2 wyk ladnik (2 − α)/(1 − α) jest ujemny podobnie jak i τ i, gdy t → ∞,

x(t) =
m

κ

v2−α0

2 − α

{

1 − 1

[1 + (t/|τ |)]α−2

1−α

}

−→ m

κ

v2−α0

2 − α
.

Dla α = 2 wzór na x(t) jest osobliwy i konieczne jest znowu przej́scie graniczne

x(t) =
m

κ
lim
α→2

v2−α0

2 − α

{

1 −
(

1 +
t

|τ |

)
2−α
1−α

}

=
m

κ
lim
α→2

v2−α0

2 − α

{

1 − exp

[

2 − α

1 − α
ln

(

1 +
t

|τ |

)]}

.

Po rozwinie֒ciu funkcji exponens otrzymujemy sta֒d

x(t) =
m

κ
ln

(

1 +
t

|τ |

)

=
m

κ
ln
(

1 +
κ

m
v0t
)

.

Zasie֒g jest wie֒c wtedy nieskończony: przebyta droga rośnie wolno, jak logarytm czasu,
ale jednak rośnie nieograniczenie. Oczywíscie zasie֒g jest też nieskończony dla wszystkich
α > 2 i wtedy rośnie już z czasem pote֒gowo:

x(t) =
m

κ

v2−α0

α− 2

[

(

1 +
t

|τ |

)
α−2

α−1

− 1

]

→ const.×
(

t

|τ |

)
α−2

α−1

.
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Zadanie 2.21

Punktowa masa m porusza sie֒ pionowo w polu grawitacyjnym g. Si la oporu dzia laja֒ca
na nia֒ jest dana wzorem F = −λ|v|v. Znaleźć zależność pre֒dkości i po lożenia masy m od
czasu w przypadku, gdy jej ruch rozpocza֒ l sie֒ z zerowa֒ pre֒dkościa֒ na pewnej wysokości.
Podać jak zmieniaja֒ sie֒ te wielkości na samym pocza֒tku ruchu i po dostatecznie d lugim
czasie. Przedyskutować jakościowo także przypadki niezerowej pre֒dkości pocza֒tkowej i
jej dwu możliwych kierunków (w góre֒ i w dó l).

Rozwia֒zanie:

Jeśli masa m porusza sie֒ w dó l, a tak be֒dzie w przypadku zerowej pre֒dkości pocza֒tkowej,
to równanie wyznaczaja֒ce zależność jej pre֒dkości od czasu ma postać

dv

dt
= g − κv2 , κ ≡ λ

m
.

Oś z uk ladu odniesienia, wzd luż której odbywa sie֒ ruch zosta la tu skierowana w dó l.
Równanie to można sca lkować rozdzielaja֒c zmienne

∫ t

0

dt =

∫ v(t)

v0

dv

g − κv2
=

1

g

∫ v(t)

v0

dv

1 − (
√

κ/g v)2
=

1√
gκ

∫ η(t)

η0

dη

1 − η2
.

Wprowadzona tu zosta la zmienna η = v
√

κ/g. Ca lke֒ wykonuje sie֒ rozk ladaja֒c wyrażenie
podca lkowe na UAMki proste:14

∫ t

0

dt =
1

2
√
gκ

(

∫ η(t)

η0

dη

1 + η
+

∫ η(t)

η0

dη

1 − η

)

=
1

2
√
gκ

[ln(1 + η) − ln |1 − η| ]η(t)η0
,

co prowadzi do wzoru

ln

(

1 + η

|1 − η|

)

= 2
√
gκ t + 2∆0 ,

w którym 2∆0 ≡ ln(1 + η0)− ln |1− η0|. Aby wywik lać sta֒d zależność pre֒dkości od czasu,
trzeba zdecydować (z powodu wyste֒powania pod logarytmen modu lu), czy wartość η
jest wie֒ksza, czy mniejsza od 1. Jeśli ruch zacza֒ l sie֒ od zerowej pre֒dkości pocza֒tkowej,
to, przynajmniej przez jakís czas (ale zaraz zobaczymy, że zawsze) wartość η pozostaje
mniejsza od 1. Zatem w takim przypadku

1 + η

1 − η
= exp(2

√
gκ t + 2∆0) ,

i po odwik laniu dostajemy

v(t) =

√

g

κ
th(

√
gκ t + ∆0) .

14Korzystaja֒c w razie konieczności z porad specjalistów z Uniwersytetu Adama Mickiewicza w Pozna-
niu.

32



Wzór ten pokazuje, że jeśli pocza֒tkowa pre֒dkość v0 by la równa zeru ba֒dź dodatnia
ale mniejsza od pre֒dkości (nazwijmy ja֒ graniczna֒) vgr ≡

√

g/κ, be֒dzie ona z czasem
rosna֒ć dochodza֒c do vgr asymptotycznie (oczywíscie fizycznie wcześniej masa m wyrżnie
w ziemie֒), ale nigdy jej nie przekroczy. Jest to oczywiste z samej postaci wyj́sciowego
równania różniczkowego, którego prawa strona zeruje sie֒ przy v = vgr - wartość ta jest
tzw. punkem sta lym równania; ponieważ równanie to jest pierwszego rze֒du (czyli wy-
maga tylko jednego warunku pocza֒tkowego), rozwia֒zanie v(t) = vgr dzieli przestrzeń
pozosta lych rozwia֒zań na dwie klasy: w jednej klasie zawsze v(t) > vgr, w drugiej zaś
v(t) < vgr. Gdyby pre֒dkość pocza֒tkowa v0 by la dodatnia i wie֒ksza od vgr, “zdejmuja֒c”
modu l w przekszta lceniach powyżej trzeba by zamiast 1 − η napisać η − 1 i w rezultacie
otrzymalibyśmy jako rozwia֒zanie

v(t) =

√

g

κ

1

th(
√
gκ t + ∆0)

.

Pre֒dkość v(t) dochodzi laby wtedy do pre֒dkości granicznej od góry.

Zak ladaja֒c, że v0 = 0, znajdziemy teraz po lożenie masy m w funkcji czasu:

z(t) = z0 +

∫ t

0

dt′ v(t′) = z0 +

√

g

κ

∫ t

0

dt′
sh(

√
gκ t′)

ch(
√
gκ t′)

= z0 +
1

κ
ln[ch(

√
gκ t)] .

Gdy czas da֒ży do nieskończoności, pre֒dkość staje sie֒ równa vgr i wzór ten powinien dawać
liniowy przyrost drogi z czasem. Jest tak rzeczywíscie:

z(t) − z0 =
1

κ
ln

[

1

2

(

e
√
gκ t + e−

√
gκ t
)

]

≈
√

g

κ
t− 1

κ
ln 2 .

Ujemna sta la bierze sie֒ z tego, że masa m nie porusza sie֒ ca ly czas pre֒dkościa֒ vgr; wy-
nika sta֒d pewna strata dystansu (reprezentowana w laśnie przez czynnik −(1/κ) ln 2) w
stosunku do cia la, które od pocza֒tku porusza loby sie֒ z pre֒dkościa֒ vgr od t = 0.

Możemy też sprawdzić, jak przebyta przez mase֒ m droga przyrasta zaraz po starcie,
tj. dla czasów bliskich zeru. Argument ξ ≡ √

gκt funkcji kosinus hiperboliczny jest wtedy
ma ly (≪ 1) i korzystaja֒c ze wzorów na rozwinie֒cie funkcji cosh i rozwinie֒cie logarytmu
mamy

z(t) − z0 =
1

κ
ln

(

1 +
1

2
ξ2 +

1

24
ξ4 + . . .

)

,

(rozwiniecie kosinusa hiperbolicznego jest takie jak kosinusa, tylko wszystkie znaki sa
dodatnie, co wynika z tego, że cos(iξ) = chξ) i teraz korzystaja֒c z rozwinie֒cia ln(1 + ε) =
ε− 1

2
ε2 + . . . mamy

z(t) − z0 =
1

κ

{

1

2
ξ2 +

1

24
ξ4 + · · · − 1

2

(

1

2
ξ2 + . . .

)2
}

=
1

κ

(

1

2
ξ2 − 1

12
ξ4 + . . .

)

.
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Tak wie֒c, gdy t ≪ 1/
√
gκ,

z(t) − z0 =
1

2
gt2 − 1

12
g2κt4 + . . .

W pierwszym przybliżeniu, kiedy pre֒dkość jest jeszcze niewielka, si la oporu nie gra roli
(jest znikoma) i w pierwszym przybliżeniu masa m spada swobodnie, “po szkolnemu”; w
naste֒pnym przybliżeniu dochodzi poprawka opóźniaja֒ca spadek, proporcjonalna do t4.

Przy okazji warto zobaczyć, jak ten sam wynik dla t ≪ 1/
√
gκ można uzyskać

rozwia֒zuja֒c wyjsciowe równanie różniczkowe metoda֒ Banacha. Zapiszmy równanie w
postaci

dv

dt
= g − κv2 ,

i potraktujmy ca la֒ jego prawa֒ strone֒ jak zaburzenie (oczywíscie żeby tak można by lo
zrobić ma la musi być pre֒dkość pocza֒tkowa v0). Pierwszym przybliżeniem rozwia֒zania,
czyli rozwia֒zaniem zerowego rze֒du jest v(0)(t) = v0 (po prostu!). Naste֒pnie szukamy
rozwia֒zania pierwszego rze֒du, v(1)(t), ca lkuja֒c powyższe równanie z prawa֒ strona֒ obli-
czona֒ z rozwia֒zania zerowego rze֒du:

dv(1)(t)

dt
= g − κ(v(0))2 ,

co da

v(1)(t) = v0 +
(

g − κv20
)

t .

Naste֒pnie szukamy rozwia֒zania drugiego rze֒du obliczaja֒c prawa֒ strone֒ ze znalezionego
wyżej rozwia֒zania rze֒du pierwszego

dv(2)(t)

dt
= g − κ

[

v0 +
(

g − κv20
)

t
]2

,

itd. K lada֒c dla prostoty v0 = 0 mamy tu równanie

dv(2)(t)

dt
= g − κg2t2 ,

którego rozwia֒zaniem jest

v(2)(t) = gt− 1

3
κg2t3 ,

i które po sca lkowaniu jeszcze raz da otrzymane już wyżej przybliżenie z(t), które jest
s luszne, gdy t ≪ 1/

√
gκ.

Na koniec zauważmy jeszcze, że gdyby pre֒dkość pocza֒tkowa v0 by la ujemna (skiero-
wana w góre֒), należa loby rozwia֒zywać równanie

dv

dt
= g + κv2 ,
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Równanie to nie ma punktu sta lego, ale przy v0 < 0, dyktuje ono wzrost v(t) od v0 do zera.
W chwili t, w której pre֒dkość stanie sie֒ równa zeru równanie to przestaje obowia֒zywać
i należy od tego momentu rozwia֒zywać poprzednie równanie z warunkiem pocza֒tkowym
v = 0.
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Zadanie 2.6

Zbadać możliwe ruchy jednowymiarowego oscylatora harmonicznego z t lumieniem be֒da֒ce
rozwia֒zaniami równania

mẍ + 2γ ẋ + kx = 0 ,

gdzie γ > 0, k > 0 (czynnik 2 w drugim wyrazie zosta l wprowadzony dla rachunkowej
wygody). Rozpatrzyć wszystkie możliwe przypadki.

Rozwia֒zanie:

Równanie

ẍ + 2λ ẋ + ω2
0x = 0 ,

gdzie λ ≡ γ/m, ω2
0 ≡ k/m jest różniczkowym równaniem liniowym drugiego rze֒du.

Zgodnie z ogólnymi zasadami powinno ono mieć dwa liniowo niezależne rozwia֒zania,
a najogólniejsze rozwia֒zanie jest kombinacja֒ liniowa֒ tych dwu rozwia֒zań z dowolnymi
wspó lczynnikami. Wyste֒puja֒ w nim zatem dwie sta le dowolne. Zgodnie z tradycja֒ fi-
zyczna֒ przekazana֒ nam w Feynmana wyk ladach z Fizyki, rozwia֒zań szukamy w postaci

z(t) = eiαt ,

tj. szukamy funkcji spe lniaja֒cej wypisane wyżej równanie ale przyjmuja֒cej wartości ze-
spolone. Ponieważ równanie jest liniowe o rzeczywistych wspó lczynnikach, spe lniać je
be֒dzie osobno zarówno cze֒ść rzeczywista jak i urojona zespolonego rozwia֒zania z(t) i
która֒kolwiek z nich można wzia֒ć jako rozwia֒zanie wyj́sciowego rzeczywistego równania.
Podstawiaja֒c ten tzw. Ansatz (liczba mnoga die Ansätze, gdyby ktoś nie wiedzia l) do
rozwia֒zywanego równania otrzymujemy warunek na α (czyli inaczej równanie charakte-
rystyczne tego równania liniowego)

−α2 + 2iλα + ω2
0 = 0 .

Rozwia֒zaniami tego warunku sa֒

α± = iλ±
√

ω2
0 − λ2 .

Zatem ogólnym zespolonym rozwia֒zaniem jest

z(t) = C1 e
−λt+i

√
ω2
0
−λ2 t + C2 e

−λt−i
√

ω2
0
−λ2 t .

C1,2 sa֒ dwiema dowolnymi zespolonymi sta lymi. Jeśli ω2
0 − λ2 < 0, tj. jeśli wyk ladniki

eksponensów sa֒ czysto rzeczywiste, wzie֒cie cze֒ści rzeczywistej (lub urojonej) x(t) zespo-
lonego rozwia֒zania z(t) sprowadza sie֒ po prostu do wzie֒cia ReC1 i ReC2 (ImC1 i ImC2)
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jako dwu sta lych rzeczywistych. Gdy zaś ω2
0−λ2 > 0, aby wydzielić cze֒ść rzeczywista֒ (lub

urojona֒) tego rozwia֒zania, wygodniej jest, przedefiniowuja֒c sta le, przepisać je w postaci15

z(t) = C e−λt+i
√

ω2
0
−λ2 t + C

∗ e−λt−i
√

ω2
0
−λ2 t

+B e−λt+i
√

ω2
0
−λ2 t − B

∗ e−λt−i
√

ω2
0
−λ2 t .

Pierwsza linia tak zapisanego zespolonego rozwia֒zania z(t) jest czysto rzeczywista, a druga
czysto urojona. Zatem jako rozwia֒zanie rzeczywiste x(t) możemy wzia֒ć np. Rez(t), czyli

x(t) = e−λt
(

C e+i
√

ω2
0
−λ2 t + C

∗ e−i
√

ω2
0
−λ2 t

)

.

Powyższe rozwia֒zanie x(t) zależy, tak jak powinno, od dwóch sta lych dowolnych, którymi
sa֒ cze֒ść rzeczywista i cze֒ść urojona C.

Tak wie֒c, w zależności od wzajemnego stosunku ω2
0 i λ2, możliwe sa֒ trzy przypadki

• Gdy ω2
0 > λ2, rozwia֒zanie można zapisać w postaci

x(t) = e−λt (A cosωt + B sinωt) ,

gdzie A = C + C∗ = 2ReC, B = i(C− C∗) = −2ImC, a ω ≡
√

ω2
0 − λ2.

• Gdy ω2
0 < λ2, piszemy

√

ω2
0 − λ2 = −iκ oraz (w pierwotnej formie rozwia֒zania z C1

i C2) ReC1 = 1
2
(A+B), ReC2 = 1

2
(A−B), co sprowadza cze֒ść rzeczywista֒ Re z(t)

rozwia֒zania do postaci

x(t) = e−λt (A ch κt + B shκt) .

• Gdy ω2
0 = λ2, dwa znalezione rozwia֒zania staja֒ sie֒ wzajemnie proporcjonalne czyli

liniowo zależne i trzeba znaleźć jeszcze jedno liniowo niezależne rozwia֒zanie, gdyż
inaczej ogólne rozwia֒zania zależa loby tylko od jednej tylko (rzeczywistej) sta lej do-
wolnej, co nie pozwala loby spe lnić warunków pocza֒tkowych (z ogólnej teorii równań
różniczkowych wiadomo, że najogólniejsze rozwia֒zanie musi mieć dwie sta le do-
wolne). Okazuje sie֒, że ogólnym rozwia֒zaniem jest wtedy

x(t) = e−λt (A + B t) .

Że jest to istotnie rozwia֒zanie, można sprawdzić wstawiaja֒c je do wyj́sciowego
równania (w którym należy po lożyć ω2

0 = λ2).16 Wynik ten, jak zobaczymy niżej,
można też otrzymać dokonuja֒c odpowiedniego przej́scia granicznego.

15Choć nie jest to do niczego potrzebne, zanotujmy, że C1 = C+B, C2 = C∗−B∗ czyli C = 1
2 (C1+C∗

2),
a B = 1

2 (C1 − C∗
2).

16Istotnie: ẋ̇ +2λẋ+λ2x = e−λt(λ2A−2λB+λ2Bt)+2λe−λt(−λA+B−λBt)+λ2 e−λt(A+Bt) = 0.
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Dowolne sta le rzeczywiste A i B w powyższych ogólnych rozwia֒zaniach sa֒ wyznaczone
przez zadane warunki pocza֒tkowe. Jeśli sa֒ nimi

x(0) = x0 , ẋ(0) = v0 ,

to, jak  latwo sprawdzić,

x(t) = e−λt
[

x0 cosωt +
v0 + λx0

ω
sinωt

]

,

x(t) = e−λt [x0 + (v0 + λx0) t] ,

x(t) = e−λt
[

x0 chκt +
v0 + λx0

κ
sh κt

]

,

gdy, odpowiednio, ω2
0 > λ2, ω2

0 = λ2 i ω2
0 < λ2.

Maja֒c rozwia֒zania dla dwóch skrajnych przypadków zależne od warunków pocza֒tko-
wych  latwo zobaczyć, że rozwia֒zanie w przypadku ω2

0 = λ2 można otrzymać przez przej́scie
graniczne. Np. biora֒c w pierwszym rozwia֒zaniu granice֒ ω → 0 (czyli ω2

0 → λ2) widzimy,
że cosωt → 1, a drugi wyraz w tej granicy daje

lim
ω→0

v0 + λx0

ω
sinωt = (v0 + λx0) t ,

i otrzymujemy rozwia֒zanie dla przypadku ω2
0 = λ2. W podobny sposób można to

rozwia֒zanie otrzymać w granicy κ → 0 z trzeciego rozwia֒zania. Przej́scia granicznego
można dokonać dopiero po wyrażeniu sta lych dowolnych przez warunki pocza֒tkowe, gdyż,
jak widać, wspó lczynniki tych liniowo niezależnych rozwia֒zań nie pozostaja֒ sta le przy
zmienianiu ω lub κ.

Tylko w przypadku, gdy ω2
0 > λ2, tj. gdy si la oporu nie jest zbyt duża, ruch wykazuje

charakter quasi-periodyczny: kolejne zera funkcji x(t) (przechodzenie oscylatora przez
po lożenie równowagi) wyste֒puja֒ regularnie, w odste֒pach czasu ∆t = 1

2
T , gdzie T = 2π/ω.

Kolejne maksima funkcji |x(t)| wyste֒puja֒ zaś, gdy ẋ(t) = 0 i sa֒ nieco przesunie֒te w
stosunku do po lożeń, jakie mia lyby przy niewyste֒powaniu si ly oporu. Np. jeśli (dla
prostoty) x0 = 0 i x(t) = (v0/ω)e−λt sinωt, maksymalne wychylenia, tj. maksymalne
wartości |x(t)| przypadaja֒ w tych momentach, w których znika ẋ(t), czyli gdy

e−λt(ω cosωt− λ sinωt) = 0 ,

tj., w których tg ωt = ω/λ; jeśli si la oporu jest s laba, λ ≪ ω, przypadaja֒ one niemal
dok ladnie wtedy, kiedy ωt = π/2 + nπ; jeśli zaś λ ∼ ω lub λ > ω, chwile te sa֒ nieco
wcześniejsze (co zrozumia le, bo si la oporu powoduje wcześniejsze wytracenie pre֒dkości).

W przypadku, gdy ω2
0 < λ2 (a x0 = 0) wychylenie oscylatora x(t) jest tylko jednego

znaku (zależnego od znaku pre֒dkości pocza֒tkowej v0) i |x(t)| ma tylko jedno maksimum
wyste֒puja֒ce w chwili, gdy ẋ(t) = 0, czyli gdy

th(κt) =
κ

λ
≡ 1

λ

√

λ2 − ω2
0 < 1 .

Jest bowiem jasne, iż równanie to ma tylko jedno rozwia֒zanie.
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Rysunek 3: Obrót uk ladu wspó lrze֒dnych o ka֒t θ.

Zadanie 2.7

Pokazać, że tor ruchu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego, czyli
leża֒cy na p laszczyźnie tor ruchu cza֒stki o masie m poddanej dzia laniu si ly spre֒żystej
F = −mω2r jest elipsa֒. Jaki warunek musza֒ spe lniać cze֒stości ω1 i ω2 nieizotropowego
trójwymiarowego oscylatora o sile F = −m(ω2

1xex + ω2
2yey + ω2

3zez), by tor jego ruchu
by l krzywa֒ zamknie֒ta֒?

Rozwia֒zanie:

Równania ruchu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora

ẍ + ω2x = 0 , ÿ + ω2y = 0 ,

naj latwiej rozwia֒zać wprowadzaja֒c zmienna֒ zespolona֒ ξ = x+iy. Rozwia֒zaniem równania
ξ̈ + ω2ξ = 0 jest wtedy

ξ(t) = A+e
iωt + A−e

−iωt = |A+|eiωt+iδ+ + |A−|e−iωt+iδ− = eiθ
(

|A+|eiωt+iδ + |A−|e−iωt−iδ
)

,

przy czym zespolone sta le ca lkowania A± zależa֒ od warunków pocza֒tkowych. W ostat-
nim kroku fazy δ+ i δ− sta lych A± zosta ly zapisane w formie δ+ = θ + δ, δ− = θ − δ.
Podstawiaja֒c naste֒pnie |A±| = 1

2
(A± B), można wyrażenie w nawiasie napisać jako

A

2

(

eiωt+iδ + e−iωt−iδ
)

+ i
B

2i

(

eiωt+iδ − e−iωt−iδ
)

= A cos(ωt + δ) + iB sin(ωt + δ) .

Możemy teraz zinterpretować to jako ξ′ ≡ x′(t) + iy′(t), gdyż jeśli uk lad O′ jest wzgle֒dem
uk ladu O obrócony o ka֒t θ tak, jak na rysunku 3, to x = x′ cos θ − y′ sin θ, y = x′ sin θ +
y′ cos θ, czyli w laśnie ξ = eiθξ′. Zatem w uk ladzie obróconym o ka֒t θ tor jest dany
równaniem (x′/A)2 + (y′/B)2 = 1, które jest w laśnie równaniem elipsy.

Jeśli rozwia֒zanie nieizotropowego oscylatora zapisać w postaci x(t) = Ax cos(ω1t+δx),
y(t) = Ay cos(ω2t + δy), z(t) = Az cos(ω3t + δz), to jest jasne, że tor be֒dzie krzywa֒
zamknie֒ta֒, gdy można dobrać wielokrotności okresów ruchów wzd luż poszczególnych osi
tak, by by ly sobie równe, czyli gdy istnieje okres T taki, że

ωiT = 2πni , i = 1, 2, 3.

Tor be֒dzie wie֒c krzywa֒ zamknie֒ta֒, gdy ω1 : ω2 : ω3 = n1 : n2 : n3.
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Zadanie 2.8

Znaleźć ruch jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m, sta lej spre֒żystości
k = mω2

0 i wspó lczynniku si ly t lumia֒cej 2γ = 2mλ pobudzanego si la֒ zewne֒trzna֒ o har-
monicznej zależności od czasu

F (t) = F0 cos(Ωt + δ) .

Przedyskutować zależność amplitudy wychyleń oscylatora od cze֒stości Ω si ly wymu-
szaja֒cej oraz korelacje֒ maksimów wychyleń oscylatora z maksimami si ly. Zak ladaja֒c, że
λ 6= 0 i że ruch trwa już dostatecznie d lugo, by zależność ruchu od warunków pocza֒tkowych
sta la sie֒ nieistotna (tj. że t ≫ 1/λ), obliczyć uśredniona֒ po okresie si ly wymuszaja֒cej
moc przekazywana֒ przez nia֒ oscylatorowi i zbadać jej zależność od cze֒stości Ω. Co sie֒
dzieje z ta֒ pobierana֒ przez oscylator energia֒?

Rozwia֒zanie:

Równanie Newtona, wyznaczaja֒ce ruch oscylatora ma postać

ẍ + 2λẋ + ω2
0x =

F0

m
cos(Ωt + δ) .

Jego najogólniejsze rozwia֒zanie jest suma֒ najogólniejszego rozwia֒zania równania jedno-
rodnego (tj. powyższego równania z si la F (t) równa֒ zeru) oraz jakiegokolwiek rozwia֒zania
(tzw. rozwia֒zania szczególnego) powyższego równania z si la֒ F (t). Najogólniejsze rozwia֒-
zania (w zależności od wzajemnego stosunku λ do ω0) równania jednorodnego zosta ly
znalezione w Zadaniu 2.6. Znaleźć rozwia֒zanie szczególne jest najprościej przepisuja֒c
powyższe równania w zmiennej zespolonej z(t) i modyfikuja֒c jego prawa֒ strone֒:

z̈ + 2λż + ω2
0z =

F0

m
ei(Ωt+δ) .

Ponieważ równanie to jest liniowe, a wspó lczynniki prawej jego strony sa֒ rzeczywiste,
cze֒ść rzeczywista z(t) be֒dzie spe lniać w laśnie to równanie, które chcemy rozwia֒zać (cze֒ść
urojona z(t) be֒dzie zaś spe lniać równanie z si la֒ F (t) = F0 sin(Ωt + δ)). Podstawiamy
naste֒pnie do tego równania

z(t) = A eiΩt ,

z amplituda֒ A be֒da֒ca֒ liczba֒ zespolona֒ i widzimy, że jest ono spe lnione, jeśli

A =
F0

m

eiδ

ω2
0 − Ω2 + 2iλΩ

.

Szczególne (niezależne od żadnych sta lych dowolnych) rozwia֒zanie wyj́sciowego równania
ma zatem postać

xsz(t) = Re

(

F0

m

ei(Ωt+δ)

ω2
0 − Ω2 + 2iλΩ

)

=
F0

m

1
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

cos(Ωt + δ − ϕ) .
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ϕ jest faza֒ mianownika ω2
0 −Ω2 + 2iλΩ =

√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2 eiϕ zespolonej amplitudy.

Jest ona dana wzorem

tgϕ =
2λΩ

ω2
0 − Ω2

,

albo, co wygodniejsze, bo nie wymaga zmieniania ga le֒zi arcusa tangensa przy przecho-
dzeniu przez Ω2 = ω2

0, wzorami

cosϕ =
ω2
0 − Ω2

√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

, sinϕ =
2λΩ

√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

.

Ponieważ, jak widać, sinϕ jest nieujemny, faza ϕ należy do przedzia lu [0, π].
Alternatywna֒ (ale równoważna֒) postać rozwia֒zania szczególnego uzyskujemy pisza֒c

xsz(t) = Re

(

F0

m

ω2
0 − Ω2 − 2iλΩ

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

ei(Ωt+δ)

)

=
F0

m

1

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

[

(ω2
0 − Ω2) cos(Ωt + δ) + 2λΩ sin(Ωt + δ)

]

.

Wprawdzie pe lne rozwia֒zanie równania ruchu wymaga dodania do znalezionego tu
rozwia֒zania szczególnego równania niejednorodnego jeszcze ogólnego rozwia֒zania równania
jednorodnego zależnego od dwóch dowolnych sta lych (dopiero wtedy można narzucić
na rozwia֒zanie warunki pocza֒tkowe - zobacz Zadanie 2.9), to, jeśli tylko si la oporu
(wspó lczynnik λ) nie znika, efekty tego ogólnego rozwia֒zania, a z nim zależność ruchu
od warunków pocza֒tkowych, be֒da֒ z czasem maleć do dowolnie ma lej wielkości. Roz-
patruja֒c ruch oscylatora w chwilach t ≫ λ−1, można sie֒ ograniczyć wtedy do badania
samego szczególnego rozwia֒zania równania niejednorodnego, gdyż x(t) ≈ xszcz(t).

Zatem gdy t ≫ λ−1, amplituda A drgań oscylatora (czyli maksymalne wychylenie)
jest równa

A(Ω) =
F0

m

1
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

.

Gdy si la oporu nie jest zbyt duża, amplituda ma maksimum w punkcie, w którym mianow-
nik ma minimum, a jeszcze lepiej, tam, gdzie minimum ma wyrażenie pod pierwiastkiem
czyli tam, gdzie znika pochodna po x funkcji f(x) = (x− ω2

0)2 + 4λ2x, tj. przy cze֒stości
Ωr =

√

ω2
0 − 2λ2, zwanej cze֒stościa֒ rezonansowa֒. Cze֒stość ta, jak widać, jest niższa niż

cze֒stość w lasna ω0 oscylatora. Oczywíscie, gdy ω2
0 ≤ 2λ2, amplituda A(Ω) jest monoto-

nicznie maleja֒ca֒ funkcja֒ cze֒stości Ω. Wykres amplitudy wychyleń oscylatora jako funkcji
cze֒stości si ly wymuszajacej jest pokazany na lewym panelu rysunku 4. W obu przypad-
kach, zarówno, gdy ω2

0 ≤ 2λ2, jak i gdy ω2
0 > 2λ2, amplituda spada do zera, gdy Ω → ∞:

oscylator maja֒cy bezw ladność (m 6= 0) nie zda֒ża reagować znacza֒cym wychyleniem na
naste֒puja֒ce niemal natychmiast po sobie pochodza֒ce od si ly pchnie֒cia w przeciwnych
kierunkach. Gdy Ω = 0, rozwia֒zanie xszcz(t) redukuje sie֒ do sta lej xszcz = (F0/mω2

0) cos δ,
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Rysunek 4: Po lewej: wykres amplitudy wychyleń oscylatora (w jednostkach F0/mω2
0)

w funkcji cze֒stości Ω si ly wymuszaja֒cej dla λ/ω0 = 0.2 (krzywa niebieska z wyraźnym
maksimum) i 0.75 (krzywa czerwona). Po prawej: wykres fazy ϕ w funkcji Ω/ω0 oscylatora
dla λ/ω0 = 0.5 (krzywa niebieska) i 0.1 (krzywa czerwona).

co odpowiada spoczynkowi oscylatora w punkcie przesune֒tym w stosunku do centrum si ly
spre֒żystej; si la spre֒żysta Fspr = −mω2

0xszcz jest w tym po lożeniu równoważona przez si le֒
zewne֒trzna֒ F0 cos δ.

Faza ϕ zadaje opóźnienie maksymalnych wychyleń oscylatora w stosunku do maksy-
malnych wartości si ly pobudzaja֒cej (jeśli si la ta ma maksimum w chwili tF , to wychylenie
maksymalne wyste֒puje w chwili tF + ϕ/Ω). Faza ta, jak wynika z podanego wzoru, jest
bardzo ma la, gdy cze֒stość Ω si ly pobudzaja֒cej jest ma la (w stosunku do λ) - oscylator
mimo dzia lania si ly oporu, “nada֒ża” za si la֒ pobudzaja֒ca֒. Przy Ω = ω0 faza ϕ jest równa
π/2 (w chwilach, gdy si la jest maksymalna, wychylenie oscylatora zeruje sie֒) i da֒ży do π,
gdy Ω → ∞ (oscylator jest wtedy z si la֒ w przeciwfazie). Zależność fazy ϕ od t lumienia
λ ilustruje prawy panel rysunku 4. Przy λ = 0 zależność fazy ϕ od cze֒stości Ω si ly dege-
neruje sie֒ do ϕ = 0, gdy Ω < ω0 i do ϕ = π, jeśli Ω > ω0. Rozwia֒zanie xszcz(t) pozostaje
jednak cia֒g la֒ funkcja֒ Ω (co widać z przytoczonej wyżej alternatywnej formy rozwia֒zania)
i przybiera wtedy postać

xsz(t) =
F0

m

1

|ω2
0 − Ω2| lim

tgϕ→0
cos(Ωt + δ) cosϕ =

F0

m

1

ω2
0 − Ω2

cos(Ωt + δ) .

Trzeba jednak pamie֒tać, że gdy λ = 0, rozpatrywanie samego tylko rozwia֒zania szczególne-
go traci sens, bo zależna od sta lych dowolnych (czyli od warunków pocza֒tkowych) cze֒ść
pe lnego rozwia֒zania nie zanika z czasem.

Ponieważ w stanie ustalonym (gdy zanik la już pamie֒ć uk ladu o warunkach pocza֒tko-
wych) ruch uk ladu jest okresowy, można obliczyć średnia֒ (po okresie T = 2π/Ω) moc
pobierana֒ przezeń od si ly wymuszaja֒cej F (t). Chwilowa jej moc jest równa PF (t) =
F (t)ẋ(t), a uśredniona jest dana ca lka֒

PF =
1

T

∫ T

0

dt ẋ(t)F (t) .
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Bez straty ogólności przyjmiemy tu δ = 0. Wówczas

F (t) = F0 cos Ωt , ẋ(t) = −F0

m

Ω
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

sin(Ωt− ϕ) .

Potrzebna֒ ca lke֒ oblicza sie֒ najszybciej, gdy fukcje trygonometryczne zostana֒ zapisane
przez eksponensy:

P F = − F 2
0

Tm

Ω
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

∫ T

0

dt sin(Ωt− ϕ) cos Ωt

= − F 2
0

Tm

Ω
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

1

4i

∫ T

0

dt
[

eiΩt−iϕ − e−iΩt+iϕ
][

eiΩt + e−iΩt
]

= − F 2
0

Tm

Ω
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

T

4i

(

e−iϕ − eiϕ
)

=
F 2
0

2m

Ω
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

sinϕ .

Mimo iż chwilowa moc pobierana przez oscylator od si ly wymuszaja֒cej może być ujemna
(ẋ(t) ∝ sin(Ωt + δ − ϕ) może być przeciwnego znaku niż F (t) ∝ cos(Ωt + δ)), uśredniona
po okresie moc pobierana jest zawsze dodatnia bo, jak już zauważylísmy, faza ϕ należy
do przedzia lu [0, π]. Po podstawieniu tu wzoru na faze֒

sinϕ =
2λΩ

√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

,

otrzymujemy

P =
F 2
0

m

λΩ2

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

.

Moc pobierana (średnio w okresie) przez oscylator jest ma la przy ma lych cze֒stościach
Ω si ly wymuszaja֒cej i spada również do zera, gdy cze֒stość ta staje sie֒ bardzo duża (w
porównaniu z cze֒stościa֒ w lasna֒ ω0 oscylatora). Maksimum osia֒ga, jak  latwo sprawdzić
szukaja֒c maksimum funkcji

f(x) =
x

(x− ω2
0)

2 + 4λ2x
,

przy Ω = ω0 (a nie przy cze֒stości rezonansowej, jak można by sa֒dzić) i jest tam równa
P

max

F = F 2
0 /4mλ. Oczywíscie, ponieważ ruch oscylatora jest stanem ustalonym, pobierana

przezeń od si ly wymuszaja֒cej moc musi w ca lości być tracona wskutek dzia lania si ly
oporu. Istotnie, chwilowa moc tej si ly, dana wzorem Pλ(t) = −2λmẋ2(t) (jak widać jest
ona zawsze ujemna - si la oporu w każdej chwili, a nie tylko w średniej, powoduje strate֒
energii oscylatora), po uśrednieniu po okresie

P λ = −2λm

T

∫ T

0

dt ẋ2(t) = −2λm

T

F 2
0

m2

Ω2

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

∫ T

0

dt sin2(Ωt− ϕ) ,

ponieważ średnia po okresie funkcji sin2 jest równa 1
2

(regu la, która֒ warto pamie֒tać), jest

dok ladnie równa wzie֒tej z przeciwnym znakiem uśrednionej mocy PF .
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Zadanie 2.9

Dokonuja֒c odpowiednich przybliżeń w ścis lym wzorze na zależność od czasu po lożenia
rozpatrywanego w zadaniu 2.8 oscylatora (i przyjmuja֒c, że faza δ si ly wymuszajacej jest
równa zeru) przedyskutować jakościowo charakter jego ruchu w różnych reżimach (tj. dla
różnych stosunków wielkości ω0, Ω i λ), jeśli w chwili t = 0 oscylator spoczywa lw swoim
po lożeniu równowagi (x(0) = 0, ẋ(0) = 0). W szczególności rozpatrzyć przypadek bez
t lumienia (λ = 0), oraz przypadki 0 < λ ≪ |ω0 − Ω| i |ω0 − Ω| ≪ λ.

Rozwia֒zanie:

Aby zbadać zachowanie sie֒ oscylatora w różnych reżimach trzeba najpierw wypisać kom-
pletne rozwia֒zanie uwzgle֒dniaja֒ce warunki pocza֒tkowe x(0) = 0, ẋ(0) = 0, które ozna-
czaja֒, że w chwili t = 0, gdy si la pobudzaja֒ca jest maksymalna, oscylator znaduje sie֒
w w spoczynku w po lożeniu równowagi. Przyjmiemy też, że ω2

0 > λ2, czyli że t lumienie
oscylatora jest s labe. Ogólna postać zależnego od dwu sta lych dowolnych rozwia֒zania jest
naste֒puja֒ca (przypomnijmy, że ω =

√

ω2
0 − λ2):

x(t) = e−λt (A cosωt + B sinωt)

+
F0/m

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

[

(ω2
0 − Ω2) cos Ωt + 2λΩ sin Ωt

]

.

Przyje֒te warunki pocza֒tkowe, x(0) = 0, ẋ(0) = 0 prowadza֒ do równań

A +
F0

m

ω2
0 − Ω2

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

= 0 ,

−λA + ωB +
F0

m

2λΩ2

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

= 0 .

Ich rozwia֒zaniami sa֒

A =
F0

m

Ω2 − ω2
0

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

, B = − F0

mω

λ(Ω2 + ω2
0)

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

.

Pe lne rozwia֒zanie z przyje֒tymi warunkami pocza֒tkowymi ma wie֒c postać:

x(t) =
F0/m

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

{

(ω2
0 − Ω2)

(

cos Ωt− e−λt cosωt
)

+2λΩ

(

sin Ωt− Ω2 + ω2
0

2Ωω
e−λt sinωt

)}

.

Można teraz zbadać różne przypadki.

1) Zbadajmy najpierw ruch w przypadku, gdy t lumienie nie wyste֒puje, tj., gdy λ = 0
(wtedy ω = ω0). Wypisane wyżej rozwia֒zanie redukuje sie֒ wtedy do

x(t) =
F0/m

ω2
0 − Ω2

(cos Ωt− cosω0t) .
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Rysunek 5: Wychylenia (w jednostkach F0/mω2
0) oscylatora bez t lumienia (λ = 0) pobu-

dzanego si la֒ harmoniczna֒ F (t) = F0 cos((ω0 +ε)t) w funkcji ω0t. Po lewej: ε/ω0 = −0.05;
ścis ly wzór - linia niebieska; wzór przybliżony - linia czerwona. Po prawej w przypadku
ścis lego rezonansu Ω = ω0.

Szczególnie interesuja֒cy jest przypadek ruchu wymuszanego przez si le֒ o cze֒stości Ω bliskiej
cze֒stości w lasnej ω0 oscylatora. W przekszta lconej17 postaci powyższego wzoru18

x(t) = − 2F0/m

(ω0 + Ω)(ω0 − Ω)
sin

(

Ω − ω0

2
t

)

sin

(

Ω + ω0

2
t

)

,

można, gdy Ω = ω0 + ε ≈ ω0, zasta֒pić ω0 + Ω przez 2ω0. Daje to

x(t) ≈ F0

mω0ε
sinω0t sin

(

εt

2

)

.

Wychylenie oscylatora zmienia sie֒ wtedy niemal periodycznie, jak sinω0t, ale amplituda
jest modulowana przez wolnozmienny czynnik sin(1

2
εt). Zachowanie to ilustruje lewy panel

17Wykorzystujemy tu wzór

cosα− cosβ = −2 sin

(

α− β

2

)

sin

(

α+ β

2

)

,

(nie trzeba go szukać po Internetach... wystarczy pamie֒tać, że taki wzór istnieje i ma w jednej funkcji
po lowe֒ sumy ka֒tów, a w drugiej po lowe֒ różnicy; ponieważ po lewej kosinusy nie maja֒ w zapisie przez
eksponensy czynnika i w mianowniku, po lewej musi być albo iloczyn dwóch sinusów, albo dwóch kosi-
nusów (żeby nie by lo i w mianowniku) ale lewa strona zmienia znak przy zamianie α↔ β, wie֒c to musza֒
byś sinusy, a ogólny znak  latwo dopasować k lada֒c np. α = 0 i β = π, czy coś takiego.

18Alternatywnie można by próbować od razu po lożyć Ω = ω0 + ε, pisza֒c

cos((ω0 + ε)t) − cosω0t = cosω0t cos εt− sinω0t sin εt− cosω0t ,

i użyć argumentu, że cos εt ≈ 1, dzie֒ki czemu pierwszy i ostatni cz lon sie֒ zredukuja֒ i zostanie tylko
− sinω0t sin εt. Takie przybliżenie jest jednak s luszne tylko dla czasów t takich, że |εt| ≪ 1 i dość szybko
sie֒ za lamuje. W rezultacie otrzymany w ten sposób wzór daje dwukrotnie krótszy okres modulacji
(Tmod = 2π/ε zamiast Tmod = 4π/ε). Ścis la֒ granice֒ Ω = ω0 otrzymuje sie֒, oczywíscie, poprawna֒.
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rysunku 5. W granicy ścis lego rezonansu, gdy Ω = ω0 otrzymuje sie֒

x(t) ≈ F0

2mω2
0

ω0t sinω0t .

Amplituda wychyleń narasta wtedy z czasem liniowo (zob. prawy panel rysunku 5).

2) Drugi przypadek to sytuacja, gdy λ ≪ |Ω − ω0| ≪ ω0. T lumienie jest s labe, ale
niezerowe, a odchylenie cze֒stości si ly wymuszaja֒cej od cze֒stości w lasnej oscylatora jest
zawsze wie֒ksze niż parametr λ (granicy |Ω − ω0| → 0 w tym reżimie nie można zatem
osia֒gna֒ć).

W tym przypadku w pe lnym rozwia֒zaniu można opuścić cz lony z sinusami (bo sa֒
proporcjonalne do parametru λ, który może być dowolnie ma ly) i zasta֒pić ω przez ω0:

x(t) ≈ F0/m

(ω2
0 − Ω2)2 + 4λ2Ω2

(ω2
0 − Ω2)

(

cos Ωt− e−λt cosω0t
)

.

Ponadto można pomina֒ć czynnik λ2Ω2 w mianowniku i, wprowadzaja֒c ε = Ω + ω0, spro-
wadzić powyższy wzór do

x(t) ≈ −F0/m

2ω0ε

(

cosω0t cos εt− sinω0t sin εt− e−λt cosω0t
)

.

Żeby  latwiej dostrzec jakościowy charakter ruchu, dobrze jest wyrażenie w nawiasie przed-
stawić w postaci A(t) cos(ω0t+ϕ(t)), tj. w postaci ruchu harmonicznego z (wolno) zmienna֒
z czasem amplituda֒ i (wolno) zmienna֒ z czasem faza֒. Przypuszczamy bowiem, że po do-
statecznie d lugim czasie ruch oscylatora powinien sie֒ jakoś ustabilizować. Trzeba zatem
tak dobrać A(t) i ϕ(t), by

A(t) cosϕ(t) = cos εt− e−λt ,

A(t) sinϕ(t) = sin εt .

 Latwo zobaczyć, że rozwia֒zaniem tego problemu sa֒

A(t) =
√

1 − 2e−λt cos εt + e−2λt , tgϕ(t) =
sin εt

cos εt− e−λt
.

Zatem

x(t) ≈ −F0/m

2ω0ε

√

1 − 2e−λt cos εt + e−2λt cos(ω0t + ϕ(t)) .

Amplituda wychylenia da֒ży, gdy t → ∞ do F0/2mω0ε, ale “po drodze” wykazuje lokalne
maksima i minima wypadaja֒ce, gdy

cos εt +
ε

λ
sin εt = e−λt .
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Rysunek 6: Wychylenia (w jednostkach F0/mω2
0) oscylatora z t lumieniem pobudzanego

si la֒ harmoniczna֒ F (t) = F0 cos((ω0 + ε)t) w funkcji ω0t. Po lewej: ε/ω0 = −0.05,
λ/ω0 = 0.01; linie czerwona i zielona pokazuja֒ przebieg moduluja֒cego czynnika A(t)/2|ε|.
Po prawej: ε/ω0 = −0.01, λ/ω0 = 0.2; linie czerwona i zielona pokazuja֒ przebieg modu-
luja֒cego czynnika A(t)/2λ. Wykresy zosta ly otrzymane z przybliżonych wzorów podanych
w tekście; optycznie nie różnia֒ sie֒ jednak od otrzymywanych ze ścis lego rozwia֒zania.

Maksima te, z których najwyższe jest pierwsze, moga֒, jeśli |ε/λ| ≫ 1, znacznie prze-
kraczać asymptotyczna֒ wartość amplitudy, co widać, gdy sie֒ ja֒ zapisze eliminuja֒c z niej
czynnik e−λt z pomoca֒ wypisanego wyżej warunku wyznaczaja֒cego ekstremum:

Amax/min =

√

1 − cos2 εt +
ε2

λ2
sin2 εt .

Typowa֒ zależność od czasu wychylenia oscylatora w tym reżimie pokazuje lewy panel
rysunku 6.

3) Trzeci przypadek zachodzi, gdy |ω0 − Ω| ≪ λ ≪ ω0, co oznacza, że t lumiony oscylator
jest bardzo blisko rezonansu (i granice֒ ścis lego rezonansu można osia֒gna֒ć). W tym przy-
padku w pe lnym rozwia֒zaniu można pomina֒ć cz lony z kosinusami (bo sa֒ mnożone przez
ω2
0 − Ω2, a zostawić należy te z sinusami. Ponadto, w mianowniku na przedzie można

po prostu po lożyć ω2
0 = Ω2 i przybliżyć przez 1 czynnik (Ω2 + ω2

0)/2Ωω. Po po lożeniu
Ω = ω0 + ε otrzymuje sie֒ wtedy

x(t) ≈ F0/m

2λω0

(

sinω0t cos εt + cosω0t sin εt− e−λt sinωt
)

.

Jeśli jeszcze w ostatnim sinusie przybliżyć ω przez ω0, to można z pomoca֒ takiej samej
sztuczki, jak w poprzednim przypadku przedstawić przybliżone rozwia֒zanie w postaci

x(t) ≈ F0/m

2λω0
A(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ,

w której A(t) i ϕ(t) sa֒ dane tymi samymi wzorami, co w poprzednim przypadku (można
tu jednak pod pierwiastkiem po lożyć ε = 0, co sprowadzi ca ly czynnik moduluja֒cy A(t)
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do 1 − e−λt). Typowa֒ zależność od czasu wychylenia oscylatora w tym reżimie pokazuje
prawy panel rysunku 6.

W sytuacji, gdy λ ∼ |Ω−ω0| trudno jest napisać jakieś przybliżenie ścis lego rozwia֒zania,
które by czyni lo charakter ruchu  latwo widocznym. Niemniej porównuja֒c oba panele ry-
sunku 6 można oczekiwać, że przy przechodzeniu of λ ≪ |Ω − ω0| do |Ω − ω0| ≪ λ przez
reżim, w którym λ ∼ |Ω − ω0|, “falowania” obwiedni (krzywych czerwonej i zielonej)
powinny po prostu maleć.
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Zadanie 2.11

Podać rozwia֒zanie równania ruchu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie
m, cze֒stości ω0 i wspó lczynniku t lumienia 2γ = 2mλ pobudzanego si la֒ F (t) o dowolnej
zależności od czasu.

Rozwia֒zanie:

Najogólniejsze rozwia֒zanie równania

ẍ + 2λẋ + ω2
0x = f(t) ,

gdzie f(t) = F (t)/m, ma postać sumy z dowolnymi wspó lczynnikami dwu liniowo nie-
zależnych rozwa֒zań x1(t) i x2(t) równania jednorodnego (z f(t) = 0) i jakiegokolwiek (tzw.
szczególnego) rozwia֒zania równania niejednorodnego. Gdyby to by lo równanie pierwszego
rze֒du, szczególne rozwia֒zanie równania niejednorodnego można by by lo znaleźć metoda֒
uzmiennienia sta lej w rozwia֒zaniu równania jednorodnego. Tu jednak mamy do czynienia
z równaniem drugiego rze֒du i jeśli przyjmiemy, że

xszcz(t) = C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t) ,

to po wstawieniu tego xsz(t) do wyj́sciowego równania otrzymamy

C̈1x1 + 2Ċ1ẋ1 + C1ẍ1 + 2λ(Ċ1x1 + C1ẋ1) + ω2
0C1x1 +

C̈2x2 + 2Ċ2ẋ2 + C2ẍ2 + 2λ(Ċ2x2 + C2ẋ2) + ω2
0C2x2 = f(t) .

Nawet po wykorzystaniu tego, że x1 i x2 spe lniaja֒ równanie jednorodne pozostaje jedno
różniczkowe równanie na dwie nieznane funkcje (C1 i C2), i to równanie drugiego rze֒du z
zależnymi od czasu wspó lczynnikami:

C̈1x1 + 2Ċ1ẋ1 + 2λĊ1x1 +

C̈2x2 + 2Ċ2ẋ2 + 2λĊ2x2 = f(t) .

Z k lopotu wybawia nas to, że wystarczy znaleźć jedno jakiekolwiek rozwia֒zanie równania
niejednorodnego. Możemy wie֒c narzucić na C1 i C2 jakieś dodatkowe warunki pozwalaja֒ce
uprościć powyższe równanie. Okazuje sie֒, że w laściwa֒ sztuczka֒ jest zaża֒danie, by C1 i C2

nie by ly od siebie niezależne, lecz by spe lnia ly zwia֒zek

Ċ1 x1 + Ċ2 x2 = 0 .

Zwia֒zek taki oznacza, że także

C̈1x1 + Ċ1ẋ1 + C̈2x2 + Ċ2ẋ2 = 0 .

Wykorzystanie narzuconego warunku upraszcza równanie do równania pierwszego rze֒du:

Ċ1 ẋ1 + Ċ2 ẋ2 = f(t) .
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Narzucony zwia֒zek pozwala ponadto uzyskać zamknie֒te równania na C1 i C2: podsta-
wiaja֒c do powyższego równania

Ċ2 = −x1

x2
Ċ1 , lub Ċ1 = −x2

x1
Ċ2 ,

otrzymujemy dwa równania

Ċ1 =
x2

ẋ1x2 − x1ẋ2
f(t) ,

Ċ2 =
x1

ẋ2x1 − x2ẋ1
f(t) ,

które już  latwo sca lkować.19

W przypadku rozpatrywanego równania, dwoma liniowo niezależnymi rozwia֒zaniami
równania jednorodnego sa֒20

x1(t) = e−λt cosωt , x2(t) = e−λt sinωt , ω =
√

ω2
0 − λ2 ,

i  latwo znaleźć, że ẋ1x2 − x1ẋ2 = −ωe−2λt. Po wstawieniu tych rozwia֒zań do powyższych
wzorów znajdujemy, że

C1 = − 1

ω

∫ t

dτ
F (τ)

m
eλτ sinωτ ,

C2 =
1

ω

∫ t

dτ
F (τ)

m
eλτ cosωτ ,

Zatem szczególne rozwia֒zanie równania niejednorodnego ma postać

xszcz(t) = − 1

ω
e−λt cosωt

∫ t

dτ
F (τ)

m
eλτ sinωτ

+
1

ω
e−λt sinωt

∫ t

dτ
F (τ)

m
eλτ cosωτ .

Dolne granice ca lek sa֒ tu dowolne - różne ich wybory daja֒ funkcje C1(t) i C2(t) różnia֒ce
sie֒ o sta le, co daje rozwia֒zania xszcz(t) różnia֒ce sie֒ od siebie o pewna֒ kombinacje֒ li-
niowa֒ rozwia֒zań x1(t) i x2(t) równania jednorodnego. Ponieważ pe lne (najogólniejsze)
rozwia֒zanie wyj́sciowego równania ma postać

x(t) = A1 e
−λt cosωt + A2 e

−λt sinωt− 1

ω
e−λt cosωt

∫ t

dτ
F (τ)

m
eλτ sinωτ

+
1

ω
e−λt sinωt

∫ t

dτ
F (τ)

m
eλτ cosωτ

= A1 e
−λt cosωt + A2 e

−λt sinωt +
1

ω

∫ t

dτ
F (τ)

m
e−λ(t−τ) sin[ω(t− τ)] ,

19Przy okazji: wspólny mianownik tych wyrażeń nazywa sie֒ wrońskianem od Józefa Marii Hoene
Wrońskiego - polskiego fizyka, matematyka i filozofa, jednego z przedstawicieli polskiego mesjanizmu.
Pamie֒tamy: Mickiewicz, Towiański i te sprawy. Zob. Görgy Spiro “Mesjasze”. Choć, jak twierdzi Mi losz
(w “Ziemi Ulro”), Hoene-Wroński “wierszoklety i jego mistycznej bandy” nie znosi l...

20Ograniczamy sie֒ tu do przypadku ω2
0 > λ2 - zob. Zadanie 2.6
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wie֒c wybór dolnych granic ca lek (czy też jednej ca lki, w ostatnim wariancie wzoru, który
zak lada, że dolne granice obu ca lek sa֒ takie same) sprowadza sie֒ do przedefiniowania
dowolnych sta lych A1 i A2, które wyznacza sie֒ z warunków pocza֒tkowych. Jeśli warunki
pocza֒tkowe sa֒ zadane np. w t = 0, to wygodnym wyborem dolnych granic ca lek jest zero,
gdyż wówczas21 x(0) = A i ẋ(0) = ωB − λA.

Innym sposobem uzyskania tego rozwia֒zania jest sprowadzenie wyj́sciowego równania
różniczkowego drugiego rze֒du (z niejednorodnościa֒) do uk ladu dwu równań liniowych
pierwszego rze֒du z niejednorodnościa֒. Do znalezienia rozwia֒zania szczególnego równania
niejednorodnego można wtedy zastosować zwyk la֒ metode֒ (już nie wymagaja֒ca֒ sztuczek z
wrońskianami) uzmienniania sta lej, której role֒ gra wtedy dwuwymiarowy wektor. (Sposób
ten jest przedstawiony w moim skrypcie do analizy).

Jeszcze jedna֒ ważna֒ metoda֒ znalezienia rozwia֒zania szczególnego jest metoda wy-
korzystuja֒ca funkcje֒ Greena. W przypadku rozpatrywanego równania jest to funkcja
G(t− t′) spe lniaja֒ca równanie

G̈ + 2λĠ + ω2
0G = δ(t− t′) ,

w którym funkcja po prawej stronie jest delta֒ Diraca, czyli “funkcja֒”22 równa֒ zeru
wsze֒dzie oprócz punktu t = t′, w którym przyjmuje ona wartość nieskończona֒, tak iż
dla dowolnego a > 0

∫ a

−a
dt δ(t) = 1 , lub inaczej :

∫ a

−a
dt h(t) δ(t) = h(0) .

Rozwia֒zanie xszcz(t) równania ẍ + 2λẋ + ω2
0x = f(t) jest wtedy dane wzorem

xszcz(t) =

∫ ∞

−∞
dt′G(t− t′) f(t′) .

Rzeczywíscie: dzia laja֒c na obie strony tej równości operatorem różniczkowym d2/dt2 +
2λd/dt+ω2

0 dostajemy po lewej odpowiednie pochodne xszcz, a po prawej, wprowadziwszy
ten operator pod znak ca lki i zadzia lawszy nim na G(t− t′), dostajemy pod ca lka֒ po dt′

iloczyn δ(t− t′)f(t′); zgodnie z podana֒ wyżej w laściwościa֒ funkcji delta, ca lka da wtedy
f(t). Aby znaleźć taka֒ funkcje֒ Greena wygodnie jest zapisać ja֒ w postaci transformaty

21Różniczkowanie xszcz(t) po t daje dwa wyrazy, ale oba one przy takim wyborze dolnej granicy ca lki
znikaja֒ w t = 0: jeden bierze sie֒ z różniczkowania po t funkcji podca lkowej - wyraz ten znika ponieważ
górna֒ granice֒ ca lki k ladziemy potem równa֒ zeru - a drugi z różniczkowania po t w górnej garnicy ca lki;
w wyniku tej operacji dostajemy funkcje֒ podca lkowa֒ wzie֒ta֒ w punkcie, który by l górna֒ granica֒ ca lki, a
to znów da zero, bo sinω(t− t) = 0.

22Ścísle rzecz biora֒c delta Diraca jest dystrybucja֒, tj. funkcjona lem liniowym F [h(t)] na przestrzeni
funkcji h(t), czyli mówia֒c je֒zykiem praktycznym, maszynka֒, do której wrzuca sie֒ funkcje֒ h(t) i otrzymuje
w rezultacie liczbe֒ wed lug przepisu, który jest liniowy wzgle֒dem funkcji h(t). Przepis F [h(t)] = h(0)
definiuje delte֒ Diraca jako taka֒ w laśnie dystrybucje֒.
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Fouriera23 z nieznana֒ na razie funkcja֒ G̃(Ω):

G(t− t′) =

∫ ∞

−∞

dΩ

2π
G̃(Ω) e−iΩ(t−t′) .

Ponieważ

δ(t− t′) =

∫ ∞

−∞

dΩ

2π
e−iΩ(t−t′) ,

równanie na funkcje֒ G(t− t′) przyjmuje postać

(

d2

dt2
+ 2λ

d

dt
+ ω2

0

)
∫ ∞

−∞

dΩ

2π
G̃(Ω) e−iΩ(t−t′) =

∫ ∞

−∞

dΩ

2π
e−iΩ(t−t′) ,

czyli, po “wjechaniu” z operatorem różniczkowym pod ca lke֒ i zadzia laniu nim na funkcje֒
eksponens,

∫ ∞

−∞

dΩ

2π
G̃(Ω) (ω2

0 − Ω2 − 2iλΩ) e−iΩ(t−t′) =

∫ ∞

−∞

dΩ

2π
e−iΩ(t−t′) .

Widać, że równanie be֒dzie spe lnione, jeśli

G̃(Ω) = − 1

Ω2 − ω2
0 + 2iλΩ

≡ − 1

[Ω + iλ +
√

ω2
0 − λ2 ][Ω + iλ−

√

ω2
0 − λ2 ]

.

Dopóki λ 6= 0, osobliwości mianownika znajduja֒ sie֒ poza osia֒ rzeczywista֒, po której bie-
gnie ca lkowanie po dΩ. Leża֒ one pod nia֒24 w punktach Ω± = −iλ±

√

ω2
0 − λ2 ≡ −iλ±ω

p laszczyzny zespolonej zmiennej Ω. Umożliwia to jawne obliczenie ca lki metoda֒ residuów.

23PonieważG jest funkcja֒ zmiennej maja֒cej interpretacje֒ czasu, przedstawiamy ja֒ jako ca lke֒ z minusem
w wyk ladniku funkcji eksponens. Transformaty Fouriera funkcji zmiennych przestrzennych, np. ψ(x),
przedstawiamy zaś w postaci ca lek z plusem w wyk ladniku:

ψ(x) =

∫

d3k

(2π)3
ψ̃(k) eik·x .

Konwencja w przypadku funkcji zmiennych przestrzennych x jest uzasadniona interpretacja֒ transformaty
Fouriera w mechanice kwantowej: reprezentuje one rozk lad funkcji falowej ψ(x) cza֒stki reprezentuja֒cej
kwantowomechaniczny stan tejże na funkcje falowe eik·x stanów be֒da֒cych stanami w lasnymi operatora
pe֒du, który ma postać P̂ = −i~∇; funkcja eik·x jest funkcja֒ w lasna֒ tego operatora z wartościa֒ w lasna֒
~k. Odwrotny znak wyk ladnika w przypadku funkcji zmiennej maja֒cej interpretacje֒ czasu bierze sie֒
oczywíscie ze Szczególnej Teorii Wzgle֒dności: wyk ladnik funkcji e−iΩt+ik·x jest, jeśli ~Ω i ~k transformuja֒
sie֒ przy przej́sciu do innego uk ladu odniesienia tak jak energia i pe֒d, niezmiennikiem. Wreszcie czynniki
2π w mianownikach ca lek sa֒ jak najbardziej w laściwe w kontekście fizyki statystycznej: d3k/(2π)3 jest
obje֒tościa֒ elementarnej komórki przestrzeni pe֒dowej. Tak wie֒c wszystkie inne konwencje w jakich mate-
matycy, a niestety cze֒sto i fizycy, zapisuja֒ transformaty Fouriera (inne znaki w wyk ladnikach, czynniki
2π w innych miejscach lub, horrendum!, jakieś

√
2π) powinny być przez studentów fizyki wytupane i

wybuczane!
24Jak sie֒  latwo zorientować, jest tak także i wtedy, gdy λ2 > ω2

0 , tj. gdy ω jest wielkościa֒ urojona֒.
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Zgodnie z lematem Jordana,25 gdy t− t′ > 0, kontur ca lkowania należy domkna֒ć dużym
pó lokre֒giem w dolnej pó lp laszczyźnie (ca lka po tylko tym pó lokre֒gu znika w granicy nie-
skończonego jego promienia). Oba punkty osobliwe, w których funkcja podca lkowa ma
bieguny proste, leża֒ wewna֒trz tego konturu. Otrzymujemy wtedy wyrażenie

−2πi

2π

{−e−λ(t−t
′) e−iω(t−t

′)

2ω
+

−e−λ(t−t
′) eiω(t−t

′)

−2ω

}

które można zwina֒ć do sinusa. Jeśli zaś t − t′ < 0 kontur ca lkowania należy domkna֒ć
dużym pó lokre֒giem w górnej pó lp laszczyźnie. Ponieważ wewna֒trz konturu ca lkowania
niema w tym przypadku żadnych osobliwości, ca lka daje zero. Zatem

G(t− t′) = θ(t− t′)
1

ω
e−λ(t−t

′) sinω(t− t′) .

Funkcja θ(t− t′) Heviside’a jest równa 1, gdy t− t′ > 0 i zero, gdy t− t′ < 0.
Rozwia֒zanie szczególne jest wie֒c dane przez

xszcz(t) =

∫ ∞

−∞
dt′ θ(t− t′)

F (t′)

mω
e−λ(t−t

′) sinω(t− t′) =

∫ t

−∞
dt′

F (t′)

mω
e−λ(t−t

′) sinω(t− t′) .

Funkcja θ(t− t′) “obcina” górna֒ granice֒ ca lki po dt′. Rozwia֒zanie to odpowiada znalezio-
nemu poprzednio w przypadku szczególnego wyboru (−∞) dolnej granicy wyste֒puja֒cej
tam ca lki.26

25Zob. mój skrypt z ca lkami zespolonymi.
26Warto tu jeszcze uczynić naste֒puja֒cy komentarz. Jeśli λ 6= 0, czyli gdy w uk ladzie wyste֒puje

t lumienie powoduja֒ce asymetrie֒ wzgle֒dem zmiany kierunku czasu, tj. nieodwracalność ruchu (pusz-
czony od ty lu film z nagranym takim ruchem ukaże ruch, który w sposób oczywisty jest “niefizyczny”
i funkcja xwspak(t) = xszcz(−t) go reprezentuja֒ca nie spe lnia równania ruchu ẍ + 2λẋ + ω2

0x = f(−t)).
Funkcja Greena jest w takim przypadku ca lkowicie przyczynowa. Wyraża sie֒ to funkcja֒ θ(t − t′) równa֒
zeru gdy t < t′: na xszcz(t) w chwili t dane ca lka֒

xszcz(t) =

∫ ∞

−∞

dt′G(t− t′) f(t′) ,

wp lywa tylko przebieg si ly f(t′) w chwilach wcześniejszych od t.
Jeśli λ = 0, funkcja podca lkowa we wzorze na funkcje֒ G(t− t′) ma osobliwości na osi rzeczywistej, czyli

na drodze ca lkowania. Aby znaleźć G(t−t′), trzeba nadać ca lce sens, podaja֒c jakís sposób ominie֒cia tych
osobliwości. Sposobów jest kilka: można np. przesuna֒ć oba bieguny infinitezymalnie pod oś rzeczywista֒,
co da przyczynowa֒ fukcje֒ Greena, tak jak wtedy, gdy λ 6= 0. Można też przesuna֒ć oba nad oś, co da
funkcje֒ antyprzyczynowa֒, równa֒ zeru gdy t > t′ - wartość xszcz(t) w chwili t be֒dzie wtedy wyznaczona
przez zachowanie sie֒ si ly w przysz lości, ale ponieważ równanie ruchu jest teraz niezmiennicze wzgle֒dem
odwrócenia czasu, przysz lość jest nieodróżnialna od przesz lości. Można wreszcie przesuna֒ć jeden biegun
pod oś, a drugi nad; prowadzi to do tzw. feynmanowskiej funkcji Greena, szeroko wykorzystywanej
w kwantowej teorii pola (propagator feynmanowski!). Oczywíscie wszystkie funkcje Greena uzyskane z
różnych przepisów spe lniaja֒ równanie G̈ + ω2

0G = δ(t − t′) - różnia֒ sie֒ one o jakieś rozwia֒zanie ∆G
równania jednorodnego ∆G̈+ ω2

0∆G = 0.
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Rozwia֒zanie z funkcja֒ Greena można także otrzymać mniej “apriorycznie”, argumen-
tuja֒c, że każda֒ si le֒ F (t) można przedstawić w postaci superpozycji si lo różnych harmo-
nicznych zależnościach od czasu, czyli po prostu w postaci ca lki Fouriera

F (t)

m
=

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

F̃ (Ω)

m
e−iΩt .

Amplitudy F̃ (Ω)/m sa֒ dane przez odwrotna֒ transformate֒:

F̃ (Ω)

m
=

∫ ∞

−∞
dt

F (t)

m
eiΩt .

Ponieważ funkcja F (t) jest rzeczywista, zespolone amplitudy F̃ (Ω) spe lniaja֒ zwia֒zek
F̃ ∗(Ω) = F̃ (−Ω). Z Zadania 2.8 znamy już rozwia֒zanie równania

z̈ + 2λż + ω2
0z =

F̃ (Ω)

m
e−iΩt .

Ma ono postać:

z(t,Ω) =
F̃ (Ω)

m

1

ω2
0 − Ω2 − 2iλΩ

e−iΩt .

(w porównaniu z Zadaniem 2.8 zosta l tu zmieniony znak Ω). Rozwia֒zanie równania z
dowolna֒ si la֒ F (t)/m musi wie֒c być, dzie֒ki liniowości, superpozycja֒ takich rozwia֒zań, tj.
ca lka֒ po Ω:

zszcz(t) =

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

F̃ (Ω)

m

1

ω2
0 − Ω2 − 2iλΩ

e−iΩt .

Wstawiaja֒c tu transformate֒ F̃ (Ω)/m si ly wyrażona֒ przez ca lke֒ z samej si ly F (t) i zamie-
niaja֒c kolejność ca lkowań otrzymujemy27

xszcz(t) =

∫ ∞

−∞
dt′

F (t′)

m

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

1

ω2
0 − Ω2 − 2iλΩ

eiΩt′ e−iΩt ,

co jest tym samym, co dostalísmy metoda֒ funkcji Greena. Aby to zobaczyć, wystarczy
napisać

xszcz(t) =

∫ ∞

−∞
dt′

F (t′)

m

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

−e−iΩ(t−t′)

[Ω + iλ−
√

ω2
0 − λ2 ][Ω + iλ +

√

ω2
0 − λ2 ]

,

i wykonać ca lke po dΩ metoda֒ residuów, by otrzymać (ω ≡
√

ω2
0 − λ2)

xszcz(t) =

∫ ∞

−∞
dt′

F (t′)

mω
θ(t− t′) e−λ(t−t

′) sin[ω(t− t′)] .

27Powinnísmy tu jeszcze wzia֒ć cze֒ść rzeczywista֒: xszcz(t) =Re(zszcz(t)), ale jak  latwo sie֒ zorientować
(co potwierdza wynik końcowy), ponieważ F̃ ∗(Ω) = F̃ (−Ω), rozwia֒zanie zszcz(t) jest już samo z siebie
rzeczywiste.
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Zadanie 2.14

Rozwia֒zuja֒c równanie Newtona z si la֒ Lorentza F = q(E + v × B), przedyskutować
ruch cza֒stki o  ladunku elektrycznym q i masie m w sta lych i jednorodnych, wzajem-
nie prostopad lych polach: elektrycznym E i magnetycznym B, w zależności od pre֒dkości
pocza֒tkowej v0 cza֒stki. Sprawdzić otrzymane rozwia֒zanie r(t) w przypadku znikania pola
magnetycznego lub elektrycznego. Przedyskutować także wszystkie możliwe typy rzutów
toru cza֒stki na p laszczyzne֒ prostopad la֒ do pola magnetycznego w zależności od rzutu
pre֒dkości cza֒stki na te֒ p laszczyzne֒ w chwili wybranej za pocza֒tkowa֒.

Rozwia֒zanie:

Rówananie Newtona determinuja֒ce ruch cza֒stki ma (w tym nienormalnym uk ladzie SI)
postać

m
d2

dt2
r(t) = q (E + v(t)×B) .

Aby rozpisać je na poszczególne sk ladowe, wybieramy (zgodnie z wielowiekowa֒ tradycja֒)
oś z kartezjańskiego uk ladu odniesienia tak, by pokrywa la sie֒ z kierunkiem pola magne-
tycznego, a oś y kierujemy wzd luż pola elektrycznego:

E = eyE , B = ezB .

Ponieważ pola E i B sa֒ sta le i jednorodne, możemy, bez straty ogólności, wybrać pocza֒tek
tego uk ladu odniesienia w punkcie, w którym cza֒stka znajduje sie֒ w chwili t = 0. Wa-
runkami pocza֒tkowymi sa֒ wie֒c

r(0) = r0 = 0 , oraz ṙ(0) = v0 .

Je??li v(t) = exẋ + ey ẏ + ez ż, to

v(t)×B =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ẋ ẏ ż
0 0 B
ex ey ez

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= exB ẏ − eyB ẋ .

Rozpisane na sk ladowe równanie Newtona ma wie֒c postać

ẋ̇ = ωB ẏ ,

ẏ̇ = −ωBẋ + ωB
E

B
,

ż̇ = 0 .

Zosta lo tu wprowadzone tradycyjne oznaczenie tzw. cze֒stości cyklotronowej

ωB ≡ qB

m
.

Ponieważ trzecie równanie jest niezależne od dwu pierwszych, jego rozwia֒zanie jest oczy-
wiste (uwzgle֒dniamy tu, że z(0) = 0): z(t) = vz0t. Zauważmy przy tym, że zadanie można
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by loby uogólnić odrzucaja֒c warunek prostopad lości pól E i B: można by wtedy przyja֒ć
E i B: można by wtedy przyja֒ć B = ezB i E = eyE + ezE

z; dwa pierwsze równania
wyznaczaja֒ce ruch cza֒stki w p laszczyźnie xy pozosta lyby wtedy bez zmian, a trzecie
przybra loby postać z̈ = qEz/m, nadal niezależna֒ od dwu pozosta lych i rozwia֒zaniem jego
by laby funkcja z(t) = vz0t + (qEz/2m)t2.

Dwa pierwsze równania można rozwia֒zać kilkoma sposobami. Tu podamy dwa z nich.

Sposób pierwszy: Drugie z równań, ÿ = −ωBẋ + ωB(E/B), można przepisać w postaci

d

dt

(

ẏ + ωBx− ωB
E

B
t

)

= 0 ,

z której wynika, iż

ẏ(t) + ωBx(t) − ωB
E

B
t = Cy .

Sta la֒ Cy można natychmiast wyznaczyć z warunków pocza֒tkowych obliczaja֒c lewa֒ strone֒
powyższej równości dla t = 0. Ponieważ x(0) = 0, znajdujemy w ten sposób Cy = vy0 .
Podstawiaja֒c teraz tak znalezione ẏ(t) do pierwszego równania, otrzymujemy zamknie֒te
równanie różniczkowe drugiego rze֒du na x(t)

ẋ̇ + ω2
Bx = ω2

B

E

B
t + ωBv

y
0 .

Jest to oczywíscie równanie oscylatora harmonicznego o cze֒stości ωB poddanego dzia laniu
zależnej od czasu “si ly pobudzaja֒cej” F (t) = m(ω2

B(E/B)t+ωBv
y
0). Ponieważ jednak owa

si la jest od czasu zależna liniowo, by loby ma lo praktyczne korzystać z wyprowadzonego
w Zadaniu 2.11 ogólnego rozwia֒zania tego równania. (Ale jak ktoś chce, to prosze֒ bardzo
- to może być pożyteczne ćwiczenie.) Zamiast tego lepiej pos lużyć sie֒ tu znana֒ sztuczka֒
i przepisać to równanie w zmodyfikowanej postaci

d2

dt2

(

x− E

B
t− vy0

ωB

)

+ ω2
B

(

x− E

B
t− vy0

ωB

)

= 0,

czyli w postaci ξ̈ + ω2
Bξ = 0 z ξ(t) = x(t) − (E/B)t− (vy0/ωB), w której rozwi??zanie jest

ju?? oczywiste: ξ(t) = A cosωBt + D sinωBt, czyli

x(t) =
vy0
ωB

+
E

B
t + A cosωBt + D sinωBt .

Warunki pocza֒tkowe x(0) = 0, ẋ(0) = vx0 pozwalaja֒ od razu wyznaczyć sta le A i D:
A = −vy0/ωB, D = vx0/ωB −E/BωB, co prowadzi do

x(t) =
E

B
t +

vy0
ωB

(1 − cosωBt) +
1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

sinωBt .
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Maja֒c już jawne rozwia֒zanie x(t), można teraz wrócić do równania na y(t):

ẏ(t) = vy0 + ωB
E

B
t− ωBx(t) .

Wstawiaja֒c tu znalezione x(t), otrzymujemy równanie

d

dt
y = vy0 cosωBt−

(

vx0 −
E

B

)

sinωBt ,

które już jest  latwo sca lkować. Zauważmy jednak, że po prawej stronie tego równania
nie wyste֒puje cz lon liniowy w t. Oznacza to, że vy(t) = ẏ(t) nie rośnie liniowo z czasem,
mimo, że to w laśnie w tym kierunku (na p laszczyźnie xy) na cza֒stke֒ dzia la sta la si la
pochodza֒ca od pola elektrycznego E! Ca lkuja֒c powyższe równanie, otrzymujemy

y(t) = C +
vy0
ωB

sinωBt +
1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

cosωBt ,

a sta la֒ ca lkowania C ustalamy z warunku y(0) = 0: C = −(vx0 − E/B)/ωB.

Sposób drugi: Dwa równania

ẍ− ωBẏ = 0 ,

ÿ + ωBẋ = ωB
E

B
,

po pomnożeniu drugiego przez i dodajemy do siebie stronami. Wprowadzamy przy tym
zespolona֒ zmienna֒

ξ(t) = x(t) + iy(t) ,

na która֒ w ten sposób otrzymujemy równanie

ξ̈ + iωB ξ̇ = iωB
E

B
.

Równanie to przepisujemy w równoważnej postaci

d2

dt2

(

ξ − E

B
t

)

+ iωB
d

dt

(

ξ − E

B
t

)

= 0 .

Na zespolona֒ zmienna֒ η(t) ≡ ξ(t) − (E/B)t mamy zatem równanie

d

dt
(η̇ + iωBη) = 0 , czyli η̇ + iωBη = C .

Ma ono oczywiste rozwia֒zanie

η(t) = −i
C

ωB

+ D e−iωBt .
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Sta֒d

ξ(t) ≡ x(t) + iy(t) =
E

B
t− i

C

ωB

+ D (cosωBt− i sinωBt) .

Zespolone sta le C i D wyznaczamy teraz z warunków pocza֒tkowych ξ(0) = 0 oraz ξ̇(0) =
vx0 + ivy0 . Daje to równania

−i
C

ωB
+ D = 0 ,

E

B
− iωBD = vx0 + ivy0 ,

czyli

D =
i

ωB

(

−E

B
+ vx0 + ivy0

)

, C = −E

B
+ vx0 + ivy0 .

Obydwiema metodami dostajemy zatem te same rozwia֒zania

x(t) =
E

B
t +

vy0
ωB

(1 − cosωBt) +
1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

sinωBt ,

y(t) =
vy0
ωB

sinωBt +
1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

(−1 + cosωBt) ,

z(t) = vz0t .

Od razu zauważmy, iż z rozwia֒zania tego wynika, że jeśli vy0 = 0, a vx0 = E/B, to rzut
cza֒stki na p laszczyzne֒ xy przemieszcza sie֒ ruchem jednostajnym prostoliniowym wzd luż
osi x ze sta la֒ pre֒dkościa֒ v = ex(E/B). Jest to możliwe, gdyż si la qv × B ma wtedy
dok ladnie kierunek si ly qE, te֒ sama֒ co ona wartość, ale przeciwny zwrot. Si ly te wie֒c
ca lkowicie sie֒ równoważa֒.

W ramach kontroli poprawności uzyskanego rozwia֒zania zbadamy jeszcze inne przy-
padki graniczne.

• B = 0. W tym przypadku powinnísmy (na p laszczyźnie xy) otrzymać ruch jedno-
stajnie przyspieszony w kierunku osi y i jednostajny w kierunku osi x. Pamie֒taja֒c,
że ωB ∝ B, rozwijamy funkcje sinωBt i cosωBt i bierzemy granice֒ ωB → 0:

x(t) =
E

B
t +

vy0
ωB

(

1 − 1 +
1

2
ω2
Bt

2 + . . .

)

+
1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

(ωBt + . . . )

=
E

B
t + vx0 t−

E

B
t + O(ωBt

2) −→ vx0 t .

i podobnie

y(t) =
vy0
ωB

(ωBt + . . . ) +
1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

(−1 + 1 − 1

2
ω2
Bt

2 + . . . )

= vy0t +
1

2

E

BωB

ω2
Bt

2 + O(ωBt) −→ vy0t +
qE

2m
t2 .
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• E = 0. Rozwia֒zania (na p laszczyźnie xy) redukuja֒ sie֒ w tym przypadku do

x(t) =
vy0
ωB

(1 − cosωBt) +
vx0
ωB

sinωBt ,

y(t) =
vy0
ωB

sinωBt +
vx0
ωB

(−1 + cosωBt) .

Pozwalaja one znaleźć tor ruchu cza֒stki (przenosimy wyrazy bez funkcji trygono-
metrycznych na lewa֒ strona֒, podnosimy oba tak otrzymane równania stronami do
kwadratu i dodajemy stronami do siebie):

(

x− vy0
ωB

)2

+

(

y +
vx0
ωB

)2

=
vx20 + vy20

ω2
B

.

Torem ruchu jest wie֒c w tym przypadku okra֒g o promieniu R = m|v0⊥|/q|B|,
gdzie v0⊥ jest prostopad la֒ do pola magnetycznego sk ladowa֒ pre֒dkości pocza֒tkowej.
Po lożenie środka okre֒gu zależy od wartości sk ladowych vx0 i vy0 . D lugość |v0⊥| tej
pre֒dkości nie ulega w trakcie ruchu zmianie, gdyż dzia laja֒ca na  ladunek si la wy-
twarzana przez pole magnetyczne, be֒da֒c zawsze prostopad la do chwiliwej predkości
 ladunku, nie wykonuje pracy:

WB =

∫

dtv(t)·FB =

∫

dtv(t)·(qv×B) = 0 .

Okresem obiegu cza֒stki po okre֒gu jest T = 2π/ωB. Jeśli sk ladowa vz0 pre֒dkości
pocza֒tkowej nie jest zerowa (ale pole elektryczne E nie ma sk ladowej wzd luż pola
B), cza֒stka porusza sie֒ po linii śrubowej (której rzutem na p laszczyzne֒ xy jest
okra֒g) o skoku l = vz0T . Jeśli zaś pole elektryczne E ma niezerowa֒ sk ladowa֒ wzd luż
pola B, skok linii śrubowej rośnie liniowo z czasem.

W ogólnym przypadku, gdy niezerowe sa֒ oba pola ruch cza֒stki na p laszczyźnie xy jest
z lożeniem ruchu po okre֒gu z dryfem w kierunku osi x z pre֒dkościa֒ równa֒ Vdryf = ex(E/B).
Aby sie֒ o tym przekonać można, tak jak w przypadku zerowego pola E, dodać stronami
podniesione do kwadratu równania, co da

(

x− E

B
t− vy0

ωB

)2

+

(

y +
1

ωB

(

vx0 −
E

B

))2

=
vy

2

0

ω2
B

+
1

ω2
B

(

vx0 −
E

B

)2

.

Otrzymany zwia֒zek x z y nie jest wprawdzie równaniem toru w ścis lym sensie, gdyż czas t
nie zosta l zeń ca lkowicie wyeliminowany, ale pozwala przekonać sie֒ o s luszności powyższej
interpretacji: przedstawia on bowiem okra֒g, któreg środek przesuwa sie֒ równolegle do osi
x ze sta la֒ pre֒dkościa֒ Vdryf = ex(E/B).

Jakościowo (i dość nieprecyzyjnie) powstawanie dryfu można zrozumieć tak. Jeśli
cza֒stka na ladowana (dodatnio) porusza sie֒ w p laszczyźnie xy po okre֒gu zgodnie z ruchem
wskazówek zegara, to w okolicach “godz. 9” jest przyspieszana przez pole elektryczne, a
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w okolicach “godz. 3” jest przez to pole opóźniana. W rezultacie, w okolicach “godz. 12”,
gdy porusza sie֒ w prawo ma wie֒ksza֒ pre֒dkość niż w okolicach “godz. 6”, gdy porusza sie֒
w lewo. Skutkiem tego w czasie obiegania ca lego okre֒gu przemieści sie֒ troche֒ w prawo.

Ten sam wniosek można także otrzymać, jak teraz pokażemy, rozpatruja֒c ten ruch
wzgle֒dem uk ladu poruszaja֒cego sie֒ w kierunku osi x z odpowiednio dobrana֒ pre֒dkościa֒.
Równanie Newtona m a = Fmech jest niezmiennicze wzgle֒dem transformacji Galileusza,
przy czym wyste֒puja֒ce w nim zwyk le si ly “mechaniczne” Fmech (zaliczaja֒c do takich
również si ly grawitacji traktowanej po newtonowsku, czyli nierelatywistycznie) sa֒ takie
same w dwu uk ladach poruszaja֒cych sie֒ jeden wzgle֒dem drugiego z pre֒dkościa֒ V. Si ly
elektromagnetyczne zachowuja֒ sie֒ jednak w zasadzie inaczej, gdyż teoria Maxwella jest
niezmiennicza wzgle֒dem transformacji Lorentza, a nie Galileusza. W zwia֒zku z tym, aby
dowiedzieć sie֒, jakie pola elektromagnetyczne E′(t′, r′) i B′(t′, r′) wyste֒puja֒ w uk ladzie
poruszaja֒cym sie֒, gdy w uk ladzie nieruchomym wyste֒puja֒ pola E(t, r) i B(t, r), przyto-
czymy tu dla bezpieczeństwa pe lne relatywistyczne wzory i “przykroimy” je do ma lych
wzgle֒dnych pre֒dkości V. Wzory te (w uk ladzie SI) maja֒ postać:

E′ = γ(E + V×B) − γ2

1 + γ

V

c

(

V

c
·E
)

,

B′ = γ

(

B − V

c
×E

c

)

− γ2

1 + γ

V

c

(

V

c
·B
)

,

gdzie γ = 1/
√

1 − V 2/c2. Po lewej stronie pola E′ i B′ sa֒ tu wzie֒te w czasoprzestrzen-
nym punkcie (t′, r′), a pola E i B po prawej stronie w punkcie (t, r) zwia֒zanym z (t′, r′)
transformacja֒ Lorentza (ponieważ w naszym problemie pola sa֒ sta le i jednorodne, jest to
tu nieistotne). Z dok ladnościa֒ do wyrazów ma lych, gdy |V|/c ≪ 1 (a γ ≈ 1) można te
wzory przybliżyć przez

E′ ≈ E + V×B , B′ ≈ B ,

a czas t′ utożsamić z t. W uk ladzie poruszaja֒cym sie֒ z pre֒dkościa֒ V równanie Newtona
be֒dzie mia lo zatem postać (v′ jest pre֒dkościa cza֒stki w primowanym uk ladzie odniesienia)

m
d

dt′
v′ ≈ m

d

dt
v′ = q(E′ + v′×B′) ≈ q(E + V×B + v′×B) .

Ponieważ po praawej stronie v′+V ≈ v, wiec rzeczywíscie w rozpatrywanym przybliżeniu
prawa strona równania Newtona nie zmienia sie֒ (tj. si la jest taka sama, jak w uk ladzie
pierwotnym bo wyste֒puja֒ca w sile Lorentza pre֒dkość v jest ta֒, jaka֒ cza֒stka mia la w
tamtym uk ladzie). Jeśli wybierzemy

V =
E×B

|B|2 ,

to wówczas (ogólnie)

V×B = −E + B
(E·B)

|B|2 .
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Przy prostopad lych (w wyj́sciowym uk ladzie odniesienia) polach E i B drugi cz lon w
powyższym wzorze znika i w uk ladzie poruszaja֒cym sie֒ z pre֒dkościa֒ V o wartości |V| =
E/B pole E zostaje wyeliminowane i ruch, jak już to analizowalísmy, jest ruchem po
okre֒gu.

Przeanalizujemy teraz charakter toru cza֒stki na p laszczyźnie xy w zależności od jej
pre֒dkości pocza֒tkowej. Aby uprościć to zadanie, przyjmiemy, że vy0 = 0. Nie ogranicza to
ogólności, gdyż pre֒dkość

ẏ(t) = vy0 cosωBt +

(

E

B
− vx0

)

sinωBt ,

nieuchronnie zeruje sie֒ co jakís czas (równanie ẏ(t) = 0 ma nieskończenie wiele rozwia֒zań,
bo funkcja tgωBt jest okresowa i przyjmuje wszystkie możliwe wartości od −∞ do +∞).
Zatem wybór vy0 = 0 jest w gruncie rzeczy wyborem chwili od której liczony jest czas t.
Przy tym uproszczeniu, równania, które trzeba analizować, to28

x(t) =
E

B
t +

1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

sinωBt ,

y(t) =
1

ωB

(

vx0 −
E

B

)

(−1 + cosωBt) .

Możemy teraz rozpatrzyć różne przypadki (zgodnie z tym, co powiedzielísmy wyżej, przy-
padki te wyczerpuja֒ zbiór wszystkich możliwości ruchu w skrzyżowanych polach B i E;
każdy ruch jest klasyfikowany pod lug wartości, jaka֒ przyjmuje x-owa sk ladowa pre֒dkości
w chwili, gdy zeruje sie֒ jej y-kowa sk ladowa).

• vx0 = 0. Rozwia֒zania upraszczaja֒ sie֒ do

x(t) =
E

B
t− E

BωB

sinωBt ,

y(t) =
E

BωB
(1 − cosωBt) .

Tor ruchu jest w tym przypadku najpospolitsza֒ cykloida֒. Jest to krzywa p laska jaka֒
zakreśla punkt na obwodzie ko la tocza֒cego sie֒ po p laszczyźnie. Jest wie֒c to cia֒g
z lekka sp laszczonych  luków opartych na prostej y = 0 (zmienna y nigdy nie jest
ujemna) - coś jak warszawskie Arkady Kubickiego (zob. lewy panel rysunku 7); dwa
sa֒siednie  luki w miejscu stykania sie֒ ze soba֒ i z prosta֒ tworza֒ dziubek. Charakter
zmiany wspó lrze֒dnych x i y w okolicach takich dziubków można wydobyć patrza֒c
na powyższe wzory w granicy t ∼ 0:

x(t) ≈ E

6B
ω2
Bt

3 , y(t) ≈ E

2B
ωBt

2 .
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Rysunek 7: Rzut na p laszczyzne֒ xy toru cza֒stki na ladowanej dodatnio poruszaja֒cej sie֒
w skrzyżowanych polach elektrycznym i magnetycznym E = Eey, B = Bez , (E,B > 0).
Po lożenia x i y sa֒ tu mierzone w jednostkach E/BωB. Po lewej: vx0 = 0 - torem sa֒ Arkady
Kubickiego. Po prawej: vx0 = −0.4 (w jednostkach E/B).

Wynika z tych przybliżeń, że gdy t rośnie od zera, rosna֒ zarówno x jak i y, ale y
rośnie szybciej - sta֒d ostrość “dziubków” (dzie֒ki periodyczności ruchu w zmiennej
y, ten sam charakter ma przechodzenie przez kolejne “dziubki”).

• vx0 < 0. Rozwijaja֒c ścis ly wzór na x(t) wokó l t = 0 znajdujemy, że x(t) ≈ vx0 t
- dla ma lych dodatnich t wspó lrze֒dna x jest ujemna, czyli w swoim ruchu wzd luż
osi x punkt przez chwile֒ sie֒ cofa (w chwili t = 0 punkt jest w x = 0). Jest to
jednak efekt chwilowy (wiemy, że w sumie wyste֒puje dryf do przodu i że jest on
niezależny od wartości vx0 ). Ponadto, ponieważ vx0 < 0, zmienna y nigdy nie jest
ujemna. Wynika sta֒d, że “dziubki” arkad Kubickiego wyg ladzaja֒ sie֒, tj. przechodza֒
w precelki. Oczywíscie w punktach najwie֒kszego wzniesienia, tj. tam, gdzie ẏ = 0
i y > 0, czyli gdy cosωBt = −1 (ωBt = π(2n + 1)), pre֒dkość w kierunku osi
x nie znika, ẋ = 2(E/B) − vx0 > 0 (na dole zaś, gdy ẏ = 0 i x = 0, tj. gdy
cosωBt = 1 dla ωBt = 2nπ, jak już stwierdzilísmy, pre֒dkość w tym kierunku jest
ujemna, ẋ = vx0 < 0). Wielkość precelków oraz maksymalny ich zasie֒g w kierunku
y sa֒ oczywíscie tym wie֒ksze, im bardziej ujemna jest wartość vx0 (gdy −vx0 ≫ E/B
rzut toru przypomina raczej kolejne okre֒gi nieznacznie tylko przesunie֒te wzgle֒dem
siebie w kierunku dryfu).

• 0 < vx0 < E/B. W tym przypadku zmienna y(t) nadal nigdy nie jest ujemna, (bo
vx0 −E/B < 0) i narasta, gdy t >∼ 0 jak

y(t) ≈ 1

2

(

E

B
− vx0

)

ωBt + . . . ,

W punktach o y = 0 (czyli, gdy cosωBt = 1) ẋ = vx0 > 0; także w punktach
najwyższego wzniesienia nad oś x-ów (gdy cosωBt = −1) ẋ = 2(E/B) − vx0 >
0 (w istocie predkość ẋ(t) jest stale dodatnia i zmienia sie֒ w zakresie od vx0 do
2(E/B)−vx0 ). Najwyższe wzniesienie, czyli maksymalna wartość y(t) maleje jednak
ze wzrostem vx0 i, gdy vx0 = E/B, staje sie֒ ono równe zeru, y(t) ≡ 0 - ruch przechodzi
wtedy w analizowany już dryf.

28Najlepiej mierzyć vx0 w jednostkach E/B, x i y w jednostkach E/BωB, a czas w jednostkach 1/ωB;
wtedy wzory, które analizujemy maja֒ postać x = t+ (v − 1) sin t, y = (1 − v)(1 − cos t).
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Rysunek 8: Rzut na p laszczyzne֒ xy toru cza֒stki na ladowanej dodatnio poruszaja֒cej sie֒
w skrzyżowanych polach elektrycznym i magnetycznym E = Eey, B = Bez , (E,B > 0).
Po lożenia x i y sa֒ tu mierzone w jednostkach E/BωB. Po lewej: vx0 = 0.3 (w jednostkach
E/B) - dziubki Arkad Kubickiego sie֒ wyg ladzaja֒. Po prawej: vx0 = 1.3 (w jednostkach
E/B) - wyg ladzone arkady przesuwaja֒ sie֒ poniżej osi y.

• E/B < vx0 < 2(E/B). W tym przypadku z kolei zmienna y(t) nigdy nie jest
dodatnia, pre֒dkość ẋ(t) jest też stale dodatnia. Jakościowo ruch wygla֒da podobnie
jak w poprzednim przypadku, tj. dla 0 < vx0 < E/B, tylko wyg ladzone “coko ly”
arkad sa֒ poniżej osi y i sa֒ przesunie֒te w prawo. Dok ladniej: tory odpowiadaja֒ce
0 < vx0 < E/B i E/B − vx0 sa֒ wzgle֒dem siebie przesunie֒te o 2E/BωB wzd luż osi y
i o πE/BωB wzd luż osi x.

• vx0 = 2(E/B). W tym przypadku powstaja֒ dziubki w punktach o minimalnej (mak-
symalnie ujemnej) wartości zmiennej y(t), czyli tam, gdzie ẏ = 0 i y < 0 - pre֒dkość
ẋ jest tam równa zeru (oczywíscie ẋ = vx0 tam, gdzie ẏ = 0 i y = 0). Tor wie֒c
przypomina znów Arkady Kubickiego, tylko przesunie֒te w dó l o −2(E/B)/ωB i w
prawo o πE/BωB.

• vx0 > 2(E/B). Tor ponownie robi precelki, tj. ẋ < 0 tam, gdzie ẏ = 0 i y < 0.

Ścísle rzecz biora֒c tylko krzywa “Arkady Kubickiego” nazywa sie֒ cykloida֒; krzywe
wyg ladzone i te z precelkami nosza֒ inna֒ zawi la֒ nazwe֒, która mi ulecia la z g lowy. Wszyst-
kie te krzywe można jednak otrzymać jako tory wytyczane na p laszczyźnie przez punkt
znajduja֒cy sie֒ na kole tocza֒cym sie֒ bez poślizgu po prostej równoleg lej do osi x. Jeśli
ko lo toczy sie֒ po osi x, a punkt znajduje sie֒ na jego obwodzie, dostajemy cykloide֒ (“Ar-
kady Kubickiego”). Jeśli punkt jest bliżej środka ko la, otrzymujemy wyg ladzone coko ly
arkad. Wreszcie, gdy punkt jest dalej od środka ko la niż obwód, który toczy sie֒ po prostej,
dostajemy precelki.
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Przypomnienie

Jeśli si la F wyste֒puja֒ca w równaniu Newtona

d

dt
mv = F ,

wyznaczaja֒cym ruch jednej cza֒stki jest potencjalna, tj.

F = −∇V (x) ,

i potencja l V (x) nie zależy jawnie od czasu, to

0 = v·
(

d

dt
mv − F

)

=
d

dt

(

1

2
mv2

)

+
dr

dt
·∇V (x) =

d

dt

(

1

2
mv2

)

+
d

dt
V (x) .

Sta֒d równanie Newtona ma w takim przypadku ca lke֒ pierwsza֒

1

2
mv2 + V (x) = E .

Sta la E jest energia֒ ca lkowita֒ (kinetyczna֒ plus potencjalna֒). W przypadku ruchu jedno-
wymiarowego wykorzystanie tej ca lki - tzw. ca lki pierwszej energii - sprowadza problem
znalezienia ruchu do kwadratury (tj. do wykonania jednej ca lki):

√

2

m

∫

dt = ±
∫

dx
√

E − V (x)
,

Znak ± jest znakiem pre֒dkości. Ruch może sie odbywać tylko w obszarze, w którym
E ≥ V (x). Punkty xi, w których zachodzi równość V (xi) = E nazywaja֒ sie֒ punktami
zwrotnymi. Cza֒stka poruszaja֒ca sie֒ w kierunku takiego punktu nie może go przekroczyć:
albo po doj́sciu doń znak jej pre֒dkości zmienia sie֒ na przeciwny i zaczyna sie֒ ona odeń
oddalać (należy przy tym naogó l “re֒cznie” zmienić znak w powyższym wzorze), albo
dociera do tego punktu zwrotnego dopiero w granicy t → ∞. Z kolei punkty x0, w
których V ′(x0) = 0 (ogólniej, punkty x0, w których ∇V (x) = 0) sa֒ punktami równowagi
- znika z nich si la dzia laja֒ca na cza֒stke֒. Jeśli V ′′(x0) > 0 (forma kwadratowa ∂i∂jV jest
w x0 dodatnio określona), punkt x0 jest punktem równowagi trwa lej.

W mechanice lagrangeowskiej, jeśli uk lad ma jeden stopień swobody, tzn. do podania
jego po lożenia potrzebna jest tylko jedna wspó lrze֒dna uogólniona q(t), a jego lagrangian
L = L(q, q̇) nie zależy jawnie od czasu, wykorzystanie ca lki pierwszej, jaka֒ jest “hamilto-
nian” (który cze֒sto, choć nie zawsze, jest ca lkowita֒ energia֒ mechaniczna֒ uk ladu mierzona֒
w uk ladzie inercjalnym)

q̇
∂L

∂q̇
− L = h = const ,

pozwala sprowadzić rozwia֒zanie problemu do podobnej kwadratury.
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Cze֒sto również w przypadku uk ladów o wie֒kszej liczbie stopni swobody istnienie in-
nych wielkości zachowanych (sta lych ruchu) pozwala sprowadzić rozwia֒zanie problemu do
kwadratury. Typowym przyk ladem jest tu ruch masy m w polu si ly centralnej (zob. roz-
dzia l 10), tj. si ly potencjalnej F(r) = −∇V (r) = −er(dV (r)/dr), której potencja l zależy
tylko od r = |r|. Uk lad taki ma a priori 3 stopnie swobody; sta lość w tym przypadku
wektora momentu pe֒du L = mr× ṙ pozwala jednak ograniczyć ruch do p laszczyzny (dwa
stopnie swobody), a sta lość jego sk ladowej prostopad lej do tej p laszczyzny pozwala wyeli-
minować jeszcze jedna֒ zmienna֒ i z pomoca֒ ca lki pierwszej energii sprowadzić rozwia֒zanie
do kwadratury. Sta lości momentu pe֒du L dowodzi sie֒ różniczkuja֒c go po czasie:

dL

dt
= m

d

dt
(r × ṙ) = m (ṙ × ṙ + r × r̈) = m r × r̈ ,

i wykorzystuja֒c równanie ruchu mr̈ = F. Ponieważ r × F, gdy F = −er(dV/dr), otrzy-
mujemy że L̇ = 0.
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Rysunek 9: Krzywa niebieska: potencja l Morse’a V (x) (na pionowej osi od lożono V/V0).
Przecie֒cie tej krzywej z linia֒ zielona֒ (odpowiadaja֒ca֒ V = E > 0) wyznacza punkt zwrotny
x−, a jej przecie֒cia z linia֒ czerwona֒ (V = E < 0) wyznacza punkty zwrotne x− i x+.

Zadanie 3.1

Znaleźć jednowymiarowy ruch cza֒stki o masie m w potencjale Morse’a

V (x) = V0

(

e−2αx − 2 e−αx
)

, V0, α > 0.

W przypadku ruchu z ujemna֒ ca lkowita֒ energia֒ E wyznaczyć jego okres. Pokazać, że
gdy ε ≡ V0 − |E| ≪ V0, ruch jest w przybliżeniu harmoniczny i sprawdzić, że cze֒stość
tego ruchu harmonicznego (czyli także okres) można znaleźć rozwijaja֒c potencja l wokó l
minimum. W przypadku E > 0, pokazać, że dla t → ±∞ ruch jest niemal ruchem
jednostajnym. Podać odpowiadaja֒ca֒ tej granicy asymptotyczna֒ postać x(t).

Rozwia֒zanie:

Ruch może sie֒ odbywać jedynie w obszarze, w którym E > V (x). Punkty zwrotne x∓, w
których E = V (x∓), znajdujemy, podstawiaja֒c z = e−αx, z równości E/V0 = z2 − 2z:

z∓ = 1 ±
√

1 + E/V0 .

Ponieważ zmienna z = e−αx musi być dodatnia, dwa rozwia֒zania istnieja֒ tylko, gdy E < 0,
tj. gdy

√

1 + E/V0 < 1; Jeśli E ≥ 0, rozwia֒zaniem jest tylko z−. Znajdujemy wie֒c, że

eαx∓ =
1

1 ±
√

1 + E/V0

=
1 ∓

√

1 + E/V0

−E/V0

,

czyli:

x− =
1

α
ln

(

√

V 2
0 + V0E − V0

E

)

, gdy E ≥ 0 ,

x∓ =
1

α
ln

(

V0 ∓
√

V 2
0 − V0|E|
|E|

)

, gdy E < 0 .
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Gdy E = 0, wzie֒cie granicy daje x− = −(1/α) ln 2 (punkt x+ istnieja֒cy, gdy E → 0−,
ucieka wtedy do +∞).

Dzie֒ki zasadzie zachowania energii, zależność x(t) wyznaczana przez równanie New-
tona (które jest równaniem drugiego rze֒du) jest, ponieważ badany ruch jest jednowymia-
rowy, dana jedna֒ ca lka֒

√

2

m
(t− t0) = ±

∫ x(t)

x(t0)

dx
√

E − V (x)
= ±

∫ x(t)

x(t0)

dx
√

E − V0(e−2αx − 2e−αx)
.

Znaki ± odpowiadaja֒ dwu możliwym kierunkom pre֒dkości ẋ(t). Znalezione wyżej punkty
zwrotne sa֒ punktami, w których zeruje sie֒ wyrażenie pod pierwiastkiem. Wyznaczaja֒
one dopuszczalne zakresy ca lkowania (wybory x(t0) i x(t)). Po podstawieniu y = eαx

otrzymujemy (przechodzimy tu dla wygody do ca lki nieoznaczonej traktuja֒c t0 jak sta la֒
ca lkowania)

√

2

m
(t− t0) = ± 1

α

∫

dy
√

Ey2 + 2V0y − V0

.

Oczywíscie domyślnie zakres ca lkowania w zmiennej y pozostaje nadal ograniczony do
obszaru, w którym wyrażenie pod pierwiastkiem jest nieujemne.

Zbadamy najpierw ruch zachodza֒cy z E > 0, gdy jest tylko jeden punkt zwrotny x−.
Wprowadzaja֒c oznaczenie a ≡ V0/E > 0, przepisujemy ostatnia֒ równość w postaci

√

2α2E

m
(t− t0) = ±

∫

dy
√

y2 + 2ay − a
= ±

∫

dz√
z2 − b2

,

po dokonaniu w ca lce podstawienia

z = y + a b2 ≡ a + a2 .

Ca lka jest standardowa. Po przeskalowaniu zmiennej, ξ = z/b, podstawiamy ξ = chθ i
otrzymujemy:29

√

2α2E

m
(t− t0) = ±Arch

(z

b

)

≡ ± ln

(

z

b
+

√

z2

b2
− 1

)

.

29Równoważność dwu postaci wyniku  latwo ustalić: jeśli Arch ξ = θ, to ch θ = ξ, a zatem, przy
oznaczeniu t ≡ eθ,

1

2

(

t+
1

t

)

= ξ , czyli t2 − 2ξt+ 1 = 0 .

Sta֒d (Arch ξ)± = θ± = ln(ξ ±
√

ξ2 − 1 ). Sa֒ oczywíscie dwa rozwia֒zania, gdyż funkcja ch θ jest funkcja֒

parzysta֒;  latwo wie֒c zobaczyć, że θ− = −θ+, bo ln(ξ +
√

ξ2 − 1) + ln(ξ −
√

ξ2 − 1) = ln 1 = 0. Tym
samym w rozwia֒zaniu wyżej można wzia֒ć dowolne z tych dwu rozwia֒zań, bo i tak przed ca lym wyrażeniem
wyste֒puje ±.
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Odwik luja֒c i wracaja֒c do zmiennej y mamy sta֒d

y + a =
√
a + a2 ch

(
√

2α2E

m
(t− t0)

)

.

Pamie֒taja֒c, że a = V0/E, a y = exp(αx), otrzymujemy ostatecznie ruch w postaci

x(t) =
1

α
ln

{

V0

E

[

−1 +

√

1 +
E

V0
ch

(
√

2α2E

m
(t− t0)

)]}

.

Widać, że x(t0) = x−, tj. w chwili t = t0 cza֒stka osia֒ga punkt zwrotny i w tejże chwili, co
także widać, ẋ(t0) = 0 - pre֒dkość zeruje sie֒, gdyż w punkcie zwrotnym musi ona zmienić
znak na przeciwny. Widać też, że dla dużych wartości |t−t0| funkcja ch(

√

2α2E/m(t−t0))

staje sie֒ niemal czysta֒ funkcja֒ 1
2

exp(
√

2α2E/m |t − t0|), a zatem (−1 można pomina֒ć,
gdy kosinus hiperboliczny jest duży)

x(t) ≈
√

2E

m
|t− t0| +

1

α
ln

(

1

2

√

V 2
0

E2
+

V0

E

)

, gdy |t− t0| ≫
1

α

√

m

2E
.

Ruch przechodzi wtedy w ruch jednostajny. W taki sam sposób ruch jednostajny (dla
wszystkich czasów) daje granica α → ∞, w której zanika potencja l V (x).

W przypadku ruchu o E < 0 przekszta lcamy zwia֒zek ca lkowy (taki sam, jak poprzed-
nio) w zwia֒zek

√

2α2|E|
m

(t− t0) = ±
∫

dy
√

2ay − a− y2
,

którym teraz parametr a = V0/|E|. Zatem
√

2α2|E|
m

(t− t0) = ±
∫

dz√
b2 − z2

,

gdzie teraz z = y − a i b2 = a2 − a, przy czym wcia֒ż b2 > 0, gdyż a > 1 (ruch może
zachodzić tylko tam, gdzie |E| < V0). Ponownie traktuja֒c t0 jak sta la֒ ca lkowania możemy
przyja֒ć, że ca lka daje funkcje֒ arccos i po prostych przekszta lceniach otrzymujemy (dzie֒ki
parzystości funkcji cosinus znaki ± daja֒ to samo), że

z = y − a =
√
a2 − a cos

(
√

2α2|E|
m

(t− t0)

)

,

czyli ostatecznie

x(t) =
1

α
ln







V0 +
√

V 2
0 − V0|E| cos

(

√

2α2|E|/m (t− t0)
)

|E|







.
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Zależność po lożenia od czasu jest okresowa. Okresem T ruchu jest30

T ≡ 2π

ω
= 2π

√

m

2|E|α2
.

Ruch nie jest wie֒c harmoniczny, bo jego cze֒stość zależy od ca lkowitej energii (w ru-
chu harmonicznym cze֒stość jest niezależna od energii), czyli od amplitudy odchyleń od
po lożenia równowagi, którym tu jest punkt x = 0 (punkt, w którym znika pierwsza po-
chodna V (x)).  Latwo zobaczyć, że punkty, w których zeruje sie֒ ẋ(t) (w punktach tych
sinus znika, a cosinus jest równy ∓1) pokrywaja֒ sie֒ z wyznaczonymi wcześniej punktami
zwrotnymi x∓.

Gdy wychylenia z po lożenia równowagi x = 0 sa֒ niewielkie, tj. gdy ε ≡ V0−|E| ≪ V0,
ruch staje sie֒ w przybliżeniu harmoniczny, a okres takiego ruchu jest w przybliżeniu równy

T = 2π

√

m

2α2V0

(

1 − ε

V0

)−1/2
≈ 2π

√

m

2α2V0

(

1 +
ε

2V0

)

.

Pierwszy (g lówny) wyraz w cze֒stości ω = 2π/T można oczywíscie znaleźć rozwijaja֒c
potencja l V (x) wokó l po lożenia równowagi

V (x) = −V0 +
1

2
2V0α

2x2 − V0α
3x3 +

7

12
V0α

4x4 + . . .

i przyrównuja֒c 2V0α
2 do mω2. Sposób obliczenia poprawki do okresu zależnej od energii

ε jest treścia֒ Zadania 3.7. Oczywíscie, gdy wychylenia sa֒ ma le, ścis le rozwia֒zanie można
przybliżyć naste֒puja֒co

x(t) =
1

α
ln







1 +
√

ε/V0 cos
(

√

2α2V0/m (t− t0)
)

1 − ε/V0







=

√

ε

α2V0
cos
(

√

2α2V0/m (t− t0)
)

+ O(ε) .

Widać, że zależność amplitudy A drgań jest, tak jak powinna być, zwia֒zana z ca lkowita֒
energia֒ mechaniczna֒ ruchu ε (w której energia potencjalna jest liczona od “dna” poten-
cja lu) wzorem A =

√

2ε/mω2.

30Argument cosinusa można wie֒c zapisać w postaci (2π/T )(t − t0), z której widać, że przy n ∈ Z,
x(t0 + nT ) = x+, a x(t0 + (2n+ 1)T/2) = x−.
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Zadanie 3.6

Znaleźć w pierwszym przybliżeniu zmiane֒ δT okresu T jednowymiarowego ruchu cza֒stki
o masie m spowodowana֒ ma la֒ zmiana֒ δV (x) wia֒ża֒cego te֒ cza֒stke֒ w ograniczonym ob-
szarze potencja lu V (x), przy niezmienionej ca lkowitej energii E ruchu. Zak ladamy tu,
że zmiana δV (x) potencja lu nie zmienia jakościowo charakteru ruchu (cza֒stka nadal
pozostaje uwie֒ziona w ograniczonym obszarze). Obliczyć w tym przybliżeniu δT , gdy
V (x) = 1

2
mω2x2, a δV (x) = 1

4
mβ x4, gdzie β > 0. Sprawdzić ten wynik na przyk ladzie

potencja lu z Zadania 3.2

Rozwia֒zanie:

Jeśli x1 i x2 sa֒ punktami zwrotnymi ruchu okresowego cza֒stki w potencjale V (x), to

T

2
=

√

m

2

∫ x2

x1

dx
√

E − V (x)
,

a po zmianie potencja lu

T + δT

2
=

√

m

2

∫ x2+δx2

x1+δx1

dx
√

E − V (x) − δV (x)
.

Przy zmianie potencja lu (przy ustalonej energii E ruchu) przesunie֒ciu ulegaja֒ w ogólności
także punkty zwrotne. Zatem

δT

2
=

√

m

2

{

∫ x2+δx2

x1+δx1

dx
√

E − V (x) − δV (x)
−
∫ x2

x1

dx
√

E − V (x)

}

≡
√

m

2

(

F [x1 + δx1, x2 + δx2, V + δV ] − F [x1, x2, V ]

)

.

W pierwszym przybliżeniu zmiane֒ δT powinno sie֒ dać otrzymać z tego wzoru dokonuja֒c
rozwinie֒cia pierwszej ca lki wokó lV (x), x1 oraz x2.

Konieczny tu jest pewien komentarz. Mamy do czynienia z rozwijaniem nie funkcji,
lecz funkcjona lu, czyli odwzorowania z przestrzeni funkcji V (x) w R. W istocie bowiem
(przy ustalonej energii ruchu) x1,2 = x1,2[V ]. Zatem bardziej prawid lowy by lby zapis
F [x1 + δx1, x2 + δx2, V + δV ] = F̃ [V + δV ], a rozwijanie należa loby wie֒c tu rozumieć w
sensie funkcjonalnym:

F̃ [V + δV ] − F̃ [V ] =

∫ x2

x1

dx δV (x)
δF̃ [V ]

δV (x)

=

∫ x2

x1

dx δV (x)

{

δF [x1, x2, V ]

δV (x)
+

∂F [x1, x2, V ]

∂x1

δx1[V ]

δV (x)
+

∂F [x1, x2, V ]

∂x2

δx2[V ]

δV (x)

}

.

Z praktycznego punktu widzenia można jednak potraktować F [x1, x2, V ] jak “funkcjo-
funkcjona l”, tj. funkcje֒ x1 i x2 oraz funkcjona l V (x) i rozwijać w tych trzech zmiennych
niezależnie (zawsze, jeśli to konieczne, można na końcu odpowiednio skorelować zmiany
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δx1 i δx2 ze zmiana֒ δV (x)). Okaże sie֒ bowiem, że (przy odpowiednim potraktowaniu -
zob. niżej) przesunie֒cia δx1,2 punktów zwrotnych nie wp lywaja֒ na zmiane֒ okresu T .

Zgodnie z powyższymi uwagami, chcia loby sie֒ zatem napisać:

F [x1 + δx1, x2 + δx2, V + δV ] − F [x1, x2, V ]

= δx1
∂F

∂x1

∣

∣

∣

∣

x1,x2,V

+ δx2
∂F

∂x2

∣

∣

∣

∣

x1,x2,V

+

∫ x2

x1

dx δV (x)
∂

∂V

1√
E − V

∣

∣

∣

∣

x1,x2,V

+ . . .

Pojawia sie֒ tu jednak k lopot:

δx1
∂F

∂x1

∣

∣

∣

∣

x1,x2,V

= − δx1
1

√

E − V (x1)
,

(pochodna funkcji F po x1 be֒da֒cym dolna֒ granica֒ ca lki jest po prostu równa minus funkcji
podca lkowej obliczonej w x równym x1. Ale w tym punkcie w laśnie E − V (x) = 0! Tak
samo nieskończoność da wyraz z pochodna֒ F po x2. Konieczny jest wie֒c jakís chwyt, bo
oczywíscie wyj́sciowe wyrażenie na δT jest zupe lnie “zdrowe” i żadne nieskończoności w
nim nie wyste֒puja֒.

Chwyt polega na napisaniu wzoru na δT w naste֒pujacy sposób:

δT

2
= 2

√

m

2

∂

∂E

{
∫ x2+δx2

x1+δx1

dx
√

E − V (x) − δV (x) −
∫ x2

x1

dx
√

E − V (x)

}

≡ 2

√

m

2

∂

∂E

(

G[x1 + δx1, x2 + δx2, V + δV ] −G[x1, x2, V ]

)

.

Zysk jest podwójny: po pierwsze nie wysta֒pia֒ teraz nieskończoności, a po drugie

δx1
∂G

∂x1

∣

∣

∣

∣

x1,x2,V

= −δx1

√

E − V (x1) = 0 .

Tak samo znika przyczynek do δT od przesunie֒cia punktu x2! Otrzymujemy zatem prosty
wzór:

δT

2
= −

√

m

2

∂

∂E

∫ x2

x1

dx
δV (x)

√

E − V (x)
.

Wzór ten można zapisć inaczej, dokonuja֒c zamiany zmiennych x = x0(t), gdzie x0(t) jest
po prostu funkcja֒ zadaja֒ca֒ ruch cza֒stki od x1 w t = 0 do x2 w t = T/2 w potencjale
niezaburzonym V (x), i korzystaja֒c z tego, że

√

m

2

dx0(t)
√

E − V (x0(t))
= dt .

Po takiej zamianie zmiennych otrzymujemy wzór

δT

2
= − ∂

∂E

∫ T/2

0

dt δV (x0(t)) ,
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lub

δT = − ∂

∂E

∮

dt δV (x0(t)) ,

gdzie kó leczko na ca lce oznacza ca lkowanie po ca lym okresie T ruchu niezaburzonego (ta
druga, bardziej ozdobna postać wzoru jest jednak ma lo użyteczna praktycznie).

W przypadku, gdy V (x) = 1
2
mω2x2, a δV (x) = 1

4
mβx4 ruch x0(t) cza֒stki o masie

m i ustalonej energii E w potencjale V (x) od x1 = −
√

2E/mω2 do x2 = +
√

2E/mω2

(punkty zwrotne wyznaczone przez równość V (x1,2) = E) jest dany wzorem

x0(t) = −
√

2E/mω2 cosωt .

Zatem

δT

2
= − ∂

∂E

∫ π/ω

0

dt
1

4
mβ

4E2

m2ω4
cos4 ωt = −2βE

mω5

∫ π

0

dθ cos4 θ .

Ca lka daje
∫ π

0

dθ cos4 θ =
1

16

∫ π

0

dθ
(

eiθ + e−iθ
)4

=
3π

8
,

(po podniesieniu nawiasu do czwartej pote֒gi niezerowy wynik daje tylko ca lka ze środkowego
wyrazu 6 ei0; pozosta le wyrazy daja֒ ca lki po pe lnym okresie, które znikaja֒) i

δT = −3πβE

2mω5
.

Można też wykonać bezpośrednio ca lke֒ we wzorze

δT

2
= −

√

m

2

∂

∂E

1

4
mβ

∫ x2

x1

dx
x4

√

E − V (x)
.

Mathematica daje31

∫

dx
x4

√

E − 1
2
mω2x2

= − 1

2m2ω4
x

√

E − 1

2
mω2x2

(

3 + mω2x2
)

+
3E2

√
2m5/2ω5

arctg





x
√

mω2/2
√

E − 1
2
mω2x2



 .

Przy obliczeniu tego wyrażenia w granicach x2 i x1 pierwszy cz lon daje zero, a argument
arctg jest równy odpowiednio +∞ i −∞ i po prostych przekszta lceniach otrzymuje sie֒
ten sam wynik, co poprzednio. Bez Mathematici wymaga to jednak sporo cierpliwości...

31Pewnie po odpowiednim przeskalowaniu bestia i tak podstawia y = sin θ, tylko potem wraca do
wyj́sciowej zmiennej...
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Wynik ten można sprawdzić na przyk ladzie potencja lu

V (x) = − V0

ch2(x/a)
= −V0 +

1

2

2V0

a2
x2 − 2V0

3a4
x4 + . . .

badanego w Zadaniu 3.2. Z porównania widać, że należy przyja֒ć ω =
√

2V0/ma2 oraz
β = −(8V0/3ma4). Podstawienie do otrzymanego wzoru na zmiane֒ okresu daje

δT = −3πE

2m

(

− 8V0

3ma4

)

m2a4

4V 2
0

√

ma2

2V0
=

πE

V0

√

ma2

2V0
,

co (po utożsamieniu E z ε) jest dok ladnie poprawka֒ do okresu otrzymana֒ w Zadaniu 3.2
z rozwia֒zania ścis lego.
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Zadanie 3.7

Znaleźć zmiane֒ δT okresu T jednowymiarowego ruchu cza֒stki o masie m spowodowana֒
ma la֒ zmiana֒ δV (x) = 1

3
mγx3 potencja lu V (x) = 1

2
mω2x2 wia֒żacego cza֒stke֒ w ograniczo-

nym obszarze przy niezmienionej ca lkowitej energii mechanicznej E ruchu. Wykorzystuja֒c
ten wynik znaleźć pierwsza֒ poprawke֒ (tj. poprawke֒ proporcjonalna֒ do energii E ruchu),
o która֒ różni sie֒ okres ruchu w potencjale Morse’a (Zadanie 3.1) od okresu ruchu w poten-
cjale oscylatora harmonicznego o odpowiedniej cze֒stości i porównać wynik z poprawka֒
otrzymana֒ z odpowiedniego rozwinie֒cia okresu wyznaczonego ze ścis lego rozwia֒zania.
Wyrazić także zmiane֒ δT okresu, gdy potencja l jest dok ladnie równy V (x) + δV (x) w
postaci nieskończonego szeregu i przypadku potencja lu ścísle równego 1

2
mω2x2 + 1

3
mγ x3

powiedzieć, kiedy ten szereg jest zbieżny.

Rozwia֒zanie:

W przypadku poprawki δV (x) = 1
3
mγx3 do potencja lu oscylatora harmonicznego trzeba

ścis ly wzór na zmiane֒ δT/2 (po lowy) okresu z Zadania 3.6 rozwina֒ć do drugiego rze֒du.
Istotnie, pierwsza poprawka w tym przypadku znika:

δT

2
= − ∂

∂E

∫ π/ω

0

dt
1

3
mγ

(

2E

mω2

)3/2
(

− cos3 ωt
)

∝
∫ π

0

dθ cos3 θ = 0 .

Spróbujemy wie֒c napisać ogólny wzór na rozwinie֒cie poprawki δT/2 do po lowy okresu
wed lug pote֒g δV . Rozwinie֒cie to powinno mieć ogólna֒ postać:

δT

2
=
∞
∑

n=1

∫ x2

x1

dx fn(x)(δV (x))n .

Aby ustalić postać wspó lczynnika fn(x), trzeba znów wykazać sie֒ sprytem. Przepisujemy
mianowicie ścis ly wzór

δT

2
=

√

m

2

{

∫ x2+δx2

x1+δx1

dx
√

E − V (x) − δV (x)
−
∫ x2

x1

dx
√

E − V (x)

}

,

w równoważnej formie32

δT

2
=

2n

(2n− 1)!!

√

m

2

∂n

∂En

{
∫ x2+δx2

x1+δx1

dx [E − V (x) − δV (x)]
2n−1

2 −
∫ x2

x1

dx [E − V (x)]
2n−1

2

}

,

i naste֒pnie rozwijaja֒c wyrażenie w nawiasie klamrowym do n-tego rze֒du w la֒cznie bie-
rzemy z niego tylko wyraz, w którym wyste֒puje n-ta pote֒ga δV (pozosta le wyrazy odrzu-
camy). Tak jak poprzednio (Zadanie 3.6) branie n-tego wyrazu rozwinie֒cia tego wzoru w
przyrostach δV oraz δx1,2 (tzn. branie takich wyrazów, w których suma pote֒g δx1, δx2 i

δV jest równa n) wymaga obliczania [E − V (x)]
2k−1

2 , z 1 ≤ k ≤ n− 1 w punkcie x = x1

32(2n− 1)!! = (2n− 1) · (2n− 3) · · · · · 3 · 1, jak by ktoś nie wiedzia l...
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lub x = x2, co zawsze daje zero i zostaje zawsze tylko ten jeden wyraz,33 w którym jest
(−δV )n. n-ty zaś , szukany, wyraz rozwinie֒cia funkcjonalnego w δV daje34

G[V + δV ] = . . .
1

n!

∫ x2

x1

dy1 δV (y1)· · ·
∫ x2

x1

dyn δV (yk)
δnG[V ]

δV (y1) . . . δV (yn)
+ . . .

Znaleziony w ten sposób wyraz wykorzystujemy w wypisanym wyżej wzorze na rozwinie֒cie
δT/2 wed lug pote֒g δV . Prowadzi to natychmiast do wzoru (druga֒ jego postać otrzymuje
sie֒ dokonuja֒c takiego samego podstawienia, jak w Zadaniu 3.6)

δT

2
=

√

m

2

∑

n=1

(−1)n

n!

∂n

∂En

∫ x2

x1

dx
[δV (x)]n
√

E − V (x)

=
∑

n=1

(−1)n

n!

∂n

∂En

∫ T/2

0

dt [δV (x0(t))]
n .

wyrażaja֒cego ca lkowita֒ zmiane֒ okresu, tj. δT = T [V + δV ] − T [V ], w postaci nie-
skończonego szeregu. Szereg ten oczywíscie może być niezbieżny: np. w rozważanym tu
przypadku poprawki δV (x) = 1

3
mγx3 do V (x) = 1

2
mω2x2, musi on być rozbieżny dla ener-

gii E wyższych od pewnej krytycznej energii Ecr (be֒da֒cej funkcja֒ m, ω i γ), gdyż poprawka
δV zmienia globalny charakter potencja lu - nie rośnie on już do +∞ w obu kierunkach -
co umożliwia cza֒stce o energii wyższej niż Vmax ≡ V (xmax) + δV (xmax) = mω6/6γ2, gdzie
xmax = −ω2/γ, ucieczke֒ do nieskończoności; ruch cza֒stki o takiej energii nie jest okresowy
i pytanie o poprawke֒ δT nie ma już wtedy sensu (zob. rysunek 10). Oznacza to także,
że już dla E bliskich Ecr, kiedy to, jak wiadomo z Zadań 3.4 i 3.5 okres T rośnie do nie-
skończoności, szereg może nie być zbieżny; mog loby też sie֒ zdarzyć tak, że dla wszystkich
wartości energii szereg ten jest tylko szeregiem asymptotycznym.

Biora֒c wyraz z n = 2 (jak ustalilísmy, wyraz z n = 1 daje tu zero), otrzymujemy

δT

2
=

1

2

∂2

∂E2

∫ π/ω

0

dt
1

9
m2γ2

(

2E

mω2

)3

cos6 ωt =
1

2

6

9
Em2γ2 8

m2ω7

∫ π

0

dθ cos6 θ .

Ogólnie (ca lke֒ obliczamy, tak jak w Zadaniu 3.6)
∫ π

0

dθ cos2k θ =
π

22k

(

2k
k

)

=
π

22k

(2k)!

k!k!
,

∫ π

0

dθ cos2k+1 θ = 0 .

33Wyższe wyrazy rozwinie֒cia tego wzoru, tj. te z pote֒gami δV wyższymi niż n-ta be֒da֒ już osobliwe.
Na tym polega w laśnie sztuczka: aby znaleźć wyraz z (δV )n rozwijamy wzór z n-ta֒ pochodna֒ po energii
E.

34Korzystamy tu ze standardowego wzoru rachunku funkcjonalnego

δG[V ]

δV (y)
=

δ

δV (y)

∫ x2

x1

dxG(V (x)) =

∫ x2

x1

dx
∂G(V )

∂V

∣

∣

∣

∣

V=V (x)

δV (x)

δV (y)

=

∫ x2

x1

dx
∂G(V )

∂V

∣

∣

∣

∣

V=V (x)

δ(x− y) =
∂G(V )

∂V

∣

∣

∣

∣

V =V (y)

.
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Rysunek 10: Potencja ly V (x) = 1
2
mω2x2 (krzywa niebieska) i V (x) = 1

2
mω2x2 (krzywa

pomarańczowa). Na pionowej osi od lożono V (x)/(mω2/2). Poziomymi liniami: zielona֒ i
czerwona֒ zaznaczono dwie mol̇iwe ca lkowite energie E ruchu: dla pierwszej szereg, którym
wyraża sie֒ poprawka do okresu może być zbieżny; dla drugiej, równej Ecr już nie.

Ca lka z cos6 θ wynosi wie֒c 5π/16 i ostatecznie

δT =
5

3

πγ2E

mω7
=

5π

18

E

ωVmax
.

Potencja l Morse’a

V (x) = V0

(

e−2αx − 2 e−αx
)

= −V0 +
1

2
(2V0α

2)x2 − (V0α
3)x3 +

7

12
V0α

4x4 + . . . ,

z Zadania 3.1 odpowiada potencja lowi oscylatora harmonicznego o ω =
√

2V0α2/m z po-
prawkami (w pierwszym nietrywialnym przybliżeniu) δ3V (x) = 1

3
mγx3 z γ = −3V0α

3/m
oraz δ4V (x) = 1

4
mβx4 z β = 7V0α

4/3m. Nietrudno sie֒ zorientować, że zarówno po-
prawka δ3V (x) w użyta drugim rze֒dzie rozwinie֒cia wzoru na δT/2 (rozpatrywanego w
tym Zadaniu) jak i poprawka δ4V (x) użyta w pierwszym rze֒dzie tegoż rozwinie֒cia daja֒
poprawke֒ proporcjonalna֒ do pierwszej pote֒gi E, czyli tego samego rze֒du, i musza֒ zatem
być uwzgle֒dnione razem.

δT =
πE

mω5

(

5

3

γ2

ω2
− 3

2
β + . . .

)

=
πE

mω5

(

5 · 9

6
− 7

2

)

V0α
4

m
=

πE

V0

√

m

2V0α2
.

Zgadza sie֒ to dok ladnie (po utożsamieniu E z ε) z rozwinie֒ciem ścis lego wzoru na okres
ruchu w potencjale Morse’a. W rozpatrywanym tu przypadku wiemy z rozwia֒zania
ścis lego, że okres T można rozwina֒ć w szereg zbieżny dla wszystkich ε < V0 (jest to
rozwinie֒cie funkcji (1− ε/V0)

−1/2). Zatem także szereg otrzymywany z rozwinie֒cia wzoru
na δT/2 be֒dzie zbieżny, z tym, że w kolejnych rze֒dach trzeba by uwzgle֒dniać wszystkie
wyrazy daja֒ce dana֒ pote֒ge֒ E (tj. ε), których jest coraz wie֒cej (pochodza֒ one z ca lek z
[δ3V (x) + δ4V (x) + δ5V (x) + . . . ]n; do wyrazu z dana֒ pote֒ga֒ E rozwinie֒cia δT przyczynki
wnosza֒ ca lki z różnymi n i różnymi iloczynami δkV (x)).
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W przypadku potencja lu równego ścísle 1
2
mω2x2+ 1

3
mγx3 rozwia֒zanie ścis le nie istnieje

ale można zato wypisać ogólny wyraz rozwinie֒cia wzoru na δT/2. Po pierwsze, jest jasne,
że w rozwinie֒ciu tym znikaja֒ wszystkie wyrazy z nieparzystymi n, gdyż

∫ π

0

dθ cos3nθ = 0 ,

jeśli n nie jest parzyste. Zatem

δT

2
=
∑

k=1

1

(2k)!

∂2k

∂E2k

(mγ

3

)2k
(

2E

mω2

)3k
1

ω

∫ π

0

dθ cos6k θ

=
π

ω

∑

k=1

(6k)!

k!(2k)!(3k)!

(

γ2E

72mω6

)k

.

Aby oszacować k-ty wyraz dla dużych k korzystamy ze wzoru Stirlinga35

ln(n!) ≈ n lnn− n .

Daje on tu

(6k)!

k!(2k)!(3k)!
≈ exp(k ln 432).

Tak wie֒c wyrazy szeregu maja֒ postać

π

ω

(

432
γ2E

72mω6

)k

.

Jest wie֒c to (dla dużych k, żeby wzorek Stirlinga by l s luszny) szereg geometryczny, który
jest zbieżny tylko, gdy

E <
72mω6

432γ2
=

mω6

6γ2
,

tj. dok ladnie wtedy, gdy energia nie przekracza Vmax.

35Wzór Stirlinga jest jednym z tych, które fizyk musi pamie֒tać przez ca le życie. Na nim opiera sie֒
bowiem znaczna cze֒ść równowagowej fizyki statystycznej.
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Zadanie 3.12

Cza֒stka o masie m nadlatuje z nieskończoności, gdzie ma pre֒dkość v, i zderza sie֒ centralnie
(tzn. ca ly ruch odbywa sie֒ wzd luż jednej prostej) ze spoczywaja֒ca֒ pocza֒tkowo druga֒
cza֒stka֒ o takiej samej masie. Cza֒stki odpychaja֒ sie֒ za pośrednictwem si ly o potencjale

V (x1, x2) = V (|x1 − x2|) =
|κ|

|x1 − x2|n
.

Jaka be֒dzie minimalna odleg lość mie֒dzy cza֒stkami? Wyznaczyć po lożnie punktu do
którego dotrze nadlatuja֒ca cza֒stka.

Rozwia֒zanie

Niech x1 i x2 be֒da֒ po lożeniami cza֒stek na prostej. W chwili pocza֒tkowej, t0, x1(t0) =
−R (do granicy R = ∞ przejdziemy na końcu), x2(t0) = 0, ẋ1(t0) = v, a ẋ2(t0) = 0.
Przechodzimy naste֒pnie do zmiennych

X(t) =
1

m1 + m2
(m1x1(t) + m2x2(t)) =

1

2
(x1(t) + x2(t)) ,

y(t) = x2(t) − x1(t) ,

tak iż (bo m1 = m2 = m)

x1(t) = X(t) − 1

2
y(t) ,

x2(t) = X(t) +
1

2
y(t) .

W zmiennych X i y równania ruchu cza֒stek maja֒ postać

2mẌ = 0 ,
m

2
ÿ = − d

dy
V (|y|) .

Z pierwszego wynika, że

X(t) = X(t0) + Ẋ(t0)(t− t0) = −1

2
R +

1

2
v(t− t0) .

Drugie ma ca lke֒ pierwsza֒, która֒ jest energia ruchu wzgle֒dnego:

1

2

m

2
ẏ2 +

|κ|
|y|n = E = const. =

m

4
v2 +

|κ|
Rn

.

Ponieważ ẋ1 = Ẋ − 1
2
ẏ, nadlatuja֒ca cza֒stka zatrzyma sie֒ (ẋ1 = 0), gdy Ẋ = 1

2
ẏ, czyli

(bo Ẋ = const. = 1
2
v), gdy ẏ = v.

Ze wzoru wyrażaja֒cego zachowanie energii ruchu wzgle֒dnego wynika, że ẏ = v tylko,
gdy |y| = R. Warunek ten jest, oczywíscie, spe lniony, w chwili t0, gdy x1 = −R, a

78



x2 = 0. Ponieważ naste֒pnie, jak można sobie wyobrazić, y maleje do pewnej minimalnej
odleg lości ymin, a potem, gdy druga masa nabierze pre֒dkości, y zaczyna znów rosna֒ć i
warunek |y| = R jest znów spe lniony w pewnej chwili t∗: y(t∗) = R. Czas t∗ − t0 zmiany
y od wartości R poprzez ymin do R jest dany ca lka֒

t∗ − t0 = 2

∫ R

ymin

dy
√

v2 + 4|κ|
mRn − 4|κ|

myn

,

gdzie

ymin =

(

mv2

4|κ| +
1

Rn

)−1/n
.

Wprowadzaja֒c zmienna֒ ξ = y/ymin ca lke֒ można przepisać w postaci

t∗ − t0 =
2ymin

√

v2 + 4|κ|
mRn

∫ R/ymin

1

dξ√
1 − ξ−n

.

Zatem po lożenie nadlatuja֒cej cza֒stki w momencie, gdy sie֒ ona zatrzyma, jest dane przez

x1(t∗) = X(t∗) −
1

2
y(t∗) = −1

2
R +

v

2
(t∗ − t0) −

1

2
y(t∗)

= −R +
v

√

v2 + 4|κ|
mRn

ymin

∫ R/ymin

1

dξ√
1 − ξ−n

.

Aby przej́sć do granicy R = ∞, przepisujemy ten wynik w postaci

x1(t∗) = −R +
v

√

v2 + 4|κ|
mRn

ymin

{

∫ R/ymin

1

dξ

(

1√
1 − ξ−n

− 1

)

+
R

ymin

− 1

}

= R





v
√

v2 + 4|κ|
mRn

− 1



+
v ymin

√

v2 + 4|κ|
mRn

{

−1 +

∫ R/ymin

1

dξ

(

1√
1 − ξ−n

− 1

)

}

.

W granicy R = ∞ pierwszy wyraz znika, jeśli n > 1, a istnienie skończonej granicy ca lki
w drugim cz lonie zależy od wyk ladnika36 n:

1√
1 − ξ−n

− 1 =

√
ξn −

√
ξn − 1√

ξn − 1
=

1√
ξn − 1

1√
ξn +

√
ξn − 1

∼ 1

2ξn
.

Zatem gdy n > 1, ca lka jest zbieżna w granicy R = ∞. Gdy n ≤ 1 ca lka jest rozbieżna i
również pierwszy wyraz nie znika (jest on skończony, gdy n = 1 i rozbieżny, gdy n < 1).

36Używamy tu standardowej sztuczki: a− b = (a2 − b2)/(a+ b).
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Oznacza, to, że nadlatuja֒c z nieskończoności cza֒stka nie zatrzyma sie֒ nigdy; jeśli zaś
n > 1, zatrzyma sie֒ ona w po lożeniu

xstop = ymin

{

−1 +

∫ ∞

1

dξ

(

1√
1 − ξ−n

− 1

)}

.

Gdy n = 2 ca lka daje sie֒  latwo obliczyć (trzeba tylko ja֒ zregularyzować, biora֒c jako jej
górna֒ granice֒ R i przechodza֒c do granicy R = ∞ dopiero na koniec) i otrzymuje sie֒
xstop = 0. Jeśli jednak 1 < n 6= 2, numeryczne ca lkowanie daje xstop 6= 0.
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