To bedzie taki szkic, nie: ,rozwiazanie przeze mnie pozadane”, bo nie ma czesci obliczen, za to jezeli kto$
zechce poréwnacé swoje wnioski z moimi, to oto i one!

Transformacja Bogoliubowa

Wybierzmy transformacje kwaziczastkowa postaci v4 = ucy + ve! oraz vo = ue + 0V cir‘_. Fermionowe sa
operatory ¢, a co do v,, to Zgdamy tego, zeby:

{CmCl/} = 50,0/ = {707'7;/}7 {CU,CU/} =0= {'Ym’)/o/}'

To prowadzi do wniosku, ze jedna z najprostszych parametryzacji bedzie u = v’ = cosa, v = —v' = sina.
Zapytajmy: czemu akurat taka transformacja? Sprawdzamy, ze operator rzutu spinu na o$ kwantyzacji
S% = (h/2) (clc+ — cT_c_) komutuje z hamiltonianem. Jak z tego skorzystac¢? ,Za czasoéw pierwszej kwantyza-

¢ji” wybieraliSmy funkcje wlasne hamiltonianu sposréd funkcji wlasnych operatora, ktory z nim komutowat,
a ,drugokwantyzacyjny” operator kreacji kwaziczastki realizuje ,wtasnos¢” tak:

[Sz»'yl] = aa'Y;v as € R,

i juz widaé: skoro [S?, c:_] = (ﬁ/2)cif|r oraz [S?%, c_] = (h/2)c_, to ich kombinacja liniowa tez. Dlatego z postaci
transformacji wprost wynika, ze (tak jak chcemy) v, sa operatorami wlasnymi dla S%. Po dobraniu «a beda
wlasne i dla H.

Zamiast tej dlugiej dyskusji mozna moéwié: szukamy przeksztalcenia, ktére wykurzy rzeczy typu cic_ nie
tworzac v4+7—, a do tego Vzle = YC+ + zcl nie wystarczy.

Powinni§my dostacé

H=Elv+EA7_+C  ELE_ CeR

To prowadzi, jak poréwnamy skutek podstawienia operatoréw kwaziczastkowych do hamiltonianu z postacia
oczekiwang, do uktadu réwnan

E, =eycos’a—e_sin®a + 2 sinacos a,
E_ =e_cos®a — ey sin? a4 2\ sina cos a,

C = (e +e_)sin®a — 2\sinacos a,
0= (e, +e_)sinacosa — A(cos® a — sin® a).

I istotnie, jest to mozliwe dla tg(2a) = A/e. Dla porzadku ustalmy znak cos(2«), niech bedzie dodatni. Wtedy
dla |h| < V€2 + A% energie kwaziczastek beda dodatnie. Zatem przeksztalcajac funkcje trygonometryczne

Ef=h+ Vet + A2,
E_=—h+ e+ )2
C=ec—Ve2+ )\

Nowy stan prozni |0)" bedzie spetniat 7, [0) = 0. Dla |h| < V€2 + A2 energie kwaziczastek sa dodatnie i C
jest energia stanu podstawowego | P) réwnego |0)’. Dla wiekszych |h| nizsza energie (a mianowicie —|h| + €) ma
stan z jedna kwaziczastka. Jezeli np. h < —ve2 + A2 to E; < 0 i stanem podstawowym jest |P) = 71 |0) o
energii h + €.

Jak widaé energia stanu podstawowego zalezy od warto$ci zewnetrznego pola magnetycznego, jesli jest
ono dostatecznie silne. Wtedy stan podstawowy jest magnetyczny o wartosci rzutu spinu na kierunek pola
h/2. Poza tym operatory kreujace wzbudzenia w magnetycznym stanie podstawowym (znéw zobaczmy dla dla
h < —Ve + A2) to 41 i (to nie literéwkal) v,. C6z. . . jesli uktad wzbudzony ma mie¢ wyzsza energie, to tak
musi by¢.

Wiecej dyskusji! W stabych polach magnetycznych stan podstawowy to kombinacja liniowa |0) oraz cl Al |0).
Ale stan podstawowy o niezerowym spinie (silniejsze pola) to musi by¢ (zaleznie od zwrotu pola) cj_ |0) badz
¢! |0). Niczego innego nie ma ,na stole”. Sprawdzamy i istotnie Hcl [0) = (e + h)cl |0).

Elementy macierzowe hamiltonianu Heisenberga

Hamiltonian Heisenberga H = J S-S, winni$my przepisaé za pomoca operatoréw kreacji i anihilacji. Z uwagi
na to, ze pracujemy w bazie stanow wlasnych operatoréw {S?} wygodniej nie stosowaé operatoréw S¥, SY, tylko
ich kombinacje Sii =S¥ +1S5Y, ktore przeksztalcaja jedne stany wlasne operatorow {S7} w drugie. Dodatkowo

(S, 57] = 26; ;7. Podstawiwszy mamy:

1ot an . . e b
H=J|Si85+5 (STS7+S7ST) |, ST =heleir, ST = (87)", 87 =3 (chewr —eleur).



A teraz napiszmy jak dzialajg poszczegdlne sktadniki
t oot G +g- ot of 2 t ot
zZQz -
Si85¢15¢h, 10) = ZUU ClyCa0r [0) 5785 €15y |0) =R 5ml50’,TC1T02¢ 0) .
Musicie mi wybaczy¢, ze chce mnozyé strzatki w pierwszym wyrazeniu— zwyczajnie oo’ jest jedynka dla

roéwnoleglych spinéw czastek i minus jedynka dla przeciwnych.
To uruchamiamy hamitonian na danych stanach. ..

h2
H=J—)1
HIY = I ),
h2
H2) = I [2),
h2
H[3) =T 13).

h2
M) = —3J7 4),

i okazuja sie one by¢ jego stanami wlasnymi. Sg to trzy tryplety (o wartosci spinu 14) 1 jeden singlet (stan |4)).

Zaburzenie w postaci zewnetrznego pola magnetycznego powinno rozszczepié¢ poziom trypletowy (S = 1)
na trzy podpoziomy o rzutach spinu —1,0, 1 na kierunek pola. Singlet i tryplet o zerowym rzucie spinu (stan
|3)) maja pozostaé¢ nietkniete. Sprawdzamy. . .1 istotnie!

Stany |1), |2) nie sa stanami wiasnymi zaburzonego hamiltonianu w przeciwienistwie do [17) = 27Y/2(]1)4|2))
o energii Jh%/4 + hh oraz |||) = 271/2(|1) — |2)) o energii Jh?/4 — hh. Jak wida¢ dla J < 0 stan podstawowy
ma catkowity spin 1 nawet w zerowym polu, a dla J > 0 przejicie do stanu z niezerowa magnetyzacja nastepuje
dopiero wtedy gdy |h| > Jh.



