
Zadania na Ćwiczenia z Matematyki II L
SERIA 5

1 ekstrema lokalne funkcji wielu zmiennych

1. Określić ekstrema lokalne funkcji

a) f(x, y) = 1 + 6x− x2 − xy − y2,

b) f(x, y) = x3 + y3 − 3axy w funkcji parametru a.

2 ekstrema globalne funkcji wielu zmiennych

1. Znaleźć ekstrema globalne funkcji

a) f(x, y) = 2x2 − 2y2 w kole x2 + y2 ¬ 4,

b) f(x, y) = x2 − 2y2 + 4xy − 6x− 1 w trójkącie ograniczonym prostymi x = 0, y = 0, x+ y = 3.

3 ekstrema związane

1. Określić ekstrema związane funkcji f(x, y) = x2 + y2 + 2xy przy warunku postaci g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.

2. Wśród prostopadłościanów o powierzchni S znaleźć ten o maksymalnej objętości.

4 ekstrema funkcji uwikłanych

1. Znaleźć ekstrema funkcji y = y(x) zadanych w sposób uwikłany przez:

a) x3 + y3 − 3xy = 0,

b) x5 − 4
3y

4 − 5xy2 = 0.

5 analiza wektorowa

1. Sprawdzić następujące tożsamości:

a) ∇(φψ) = (∇φ)ψ + φ∇ψ,

b) div (φ ~A) = (∇φ) · ~A+ φ div ~A,

c) rot (φ ~A) = (∇φ)× ~A+ φ rot ~A,

d) rot rot ~A = ∇( div ~A)−4 ~A,

gdzie φ(x1, x2, x3), ψ(x1, x2, x3) są polami skalarnymi, natomiast ~A(x1, x2, x3) =
∑3
i=1Ai(x1, x2, x3)ei jest polem wek-

torowym trzech zmiennych ~r = (x1, x2, x3), a 4 jest laplasjanem 4 = div∇.
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6 całki wielokrotne

1. Obliczyć całki iterowane:

a)
∫ 4

0
dx

∫ 1

4
2xy dy, b)

∫ π
2

0
dθ

∫ a

a cos θ
r4dr.

2. Obliczyć całkę ∫∫
Ω

(x+ 2y)dxdy,

gdzie obszarem całkowania Ω jest trójkąt o wierzchołkach A = (0, 0), B = (2, 2) oraz C = (−1, 1).

3. Stosując zamianę zmiennych obliczyć całkę ∫∫
Ω

dxdy√
x2 + y2

,

gdzie Ω jest wnętrzem okręgu x2 + y2 = 1.
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