7ZADANIA NA CWICZENIA Z MATEMATYKI II L
SERIA 6

ZASTOSOWANIA CALEK WIELOKROTNYCH

. Dany jest walec obrotowy o promieniu r i osi obrotu OY. Obliczy¢ objetosé czesci walca wznoszacej sie nad trojkatem
OAB, ktory jest polowa kwadratu OBAC o boku r, lezacego w plaszczyznie OXY. (Wspotrzedne punktow: O = (0,0),
A= (Tv 7",0), B= (T,0,0), C= (0,7“, 0))

. Obliczy¢ objetosé obszaru ograniczonego powierzchnia 22(a? — 22 — y?) = 1 i walcem o tworzacej réwnolegtej do osi
OZ, ktorego przekrdj plaszczyzng OXY jest okregiem x2 + y? — az = 0 (a > 0).

. Obliczyé pole czesci powierzchni 2xy — 22 = 0 wycietej przez prostopadloécian, ktérego podstawa znajduje sie w
plaszezyznie OXY, a wierzchotkami jej sa punkty A = (0,0,0), B=(4,0,0), C = (4,9,0) i D = (0,9,0).

. Wyznaczy¢ moment bezwladnosci walu w ksztalcie stozka Scietego. Diugos¢é walu wynosi [, promienie podstaw stozka
sa Ry i Ry (R; < Rp). Gestosé materiatu wynosi p.

. Obliczy¢ za pomoca calki potréjnej objetosé elipsoidy
557_,_7 Z—<1, a,b,c> 0.

. Zmalez¢ mase M prostopadloscianu 0 < < a, 0 < y < b, 0 < z < ¢, wiedzac, ze gestos¢ w punkcie (z,y, z) wynosi
p(x,y,2) = +y+ 2.

3
dzieli obszar ograniczony okregiem z2 4 y? — ax = 0 na trzy czeéci. Obliczy¢ ich pola.

. Krzywa y? =

KRZYWOLINIOWE UKELADY WSPOLRZEDNYCH; KRZYWE I POWIERZCHNIE W R3

. Wspotrzedne sferoidy wydtuzonej (0,0, ¢), gdzie 0 < n < 00, 0 < 0 <7, 0 < ¢ < 27, sa zdefiniowane wzorami:

x(n,0,0) = asinhysinbcos,
y(n,0,0) = asinhnsinfsinp,
z(n,0,¢0) = acoshncosb,

gdzie a > 0. Obliczy¢ jakobian przeksztalcenia (odwzorowania) (1,60, ¢) — (z,y,2) i wykazaé, ze jest ono lokalnie
odwracalne poza punktami osi OZ. Znalez¢ przeksztalcenie odwrotne. Wyznaczyé V¢ we wspolrzednych (1,0, ).

. Wykaza¢, ze przeksztalcenie (u,v,w) — (z,vy,2), gdzie z(u,v,w) = v+ v —w + 3, y(u,v,w) = 2u — v + w + 2,
z(u,v,w) = u+2v+w+1 jest odwracalne i znalezé¢ przeksztalcenie odwrotne do niego. Znalezé A¢ we wspolrzednych
(u,v,w).

. Przksztalcié nastepujace réwnanie rézniczkowe wprowadzajac nowe zmienne:
V(¢v) =0,

g:‘qj, n=y—-, C:Z_J?,
gdzie ¢ jest polem skalarnym a ¥ = (1,1,1).



. Majac dane réwnanie parametryczne krzywej znalez¢ jej rownanie w postaci F(z,y) = 0:

a) z(t) =1 —sint, y(t) = 2 + cost,
b) z(t) =1—t, y(t) = t2

Znalezé wersor styczny ¢, wersor normalny 7 do krzywej, dr oraz dl = |d;’|

. Powierzchnia S sparametryzowana jest w nastepujacy sposob:
. u wy .
(u,v) — F(u,v) = <a ch (7) cos v, ach (7) smv,u)
a a

Znalez¢ rownanie powierzchni S w postaci uwiktanej F'(x,y, z) = 0. Wyznaczy¢ wektory styczne do krzywych u = const.
oraz v = const.: 0y, Oy,. Znalezé¢ dS = 9, x 9, oraz dS = |dS|

. Sparametryzowaé powierzchnie zadana rownaniem uwiktanym e* cos x —cosy = 0 (tzw. powierzchnia Scherka). Znalezé
0, oraz 0,. Wyznaczy¢ dS. oraz dS.

CALKI KRZYWOLINIOWE

. Obliczy¢ calki krzywoliniowe skierowane

/(ac—l—y)dac—i—ydy (1 =1,2),
L;

gdzie L; onacza tuk AB cykloidy o réwnaniach x(t) = a(t — sint), y(t) = a(1 — cost), a Ly odcinek AB, przy czym
podane punkty maja wspotrzedne: A = (0,0), B = (2a,0).

. Obliczy¢ calki krzywoliniowe skierowane

/ w2 dy —2ydr (i=1,2),
L.

i

gdzie Ly oznacza gorny polokrag AB, a Lo odcinek AB, przy czym podane punkty maja wspohrzedne: A = (0,0),
B =(2,0).

. Dana jest sita F= (23 —y, 2y). Wyznaczy¢ jaka prace trzeba wykonaé¢ pokonujac ta site wzdtuz drogi po tuku paraboli
y? = 82 od punktu A = (0,0) do punktu B = (2,4).



