7ZADANIA NA CWICZENIA Z MATEMATYKI II L
SERIA 7

CALKI KRZYWOLINIOWE
. Obliczy¢ f ydx + zdy + xdz, gdzie I jest skierowang krzywa bedaca brzegiem przekroju obszaru Q = {(x,y,2) € R?:
2% + 92 +Fz2 <1Axz>0Ay>0Az >0} plaszczyzng ¢ — y = 0.
. Obliczy¢ za pomocsa calki krzywoliniowe] skierowanej pole obszaru ograniczonego kardioida p(¢) = a(1l — cos ).
. Obliczy¢ calke krzywoliniowa nieskierowang [ 22y ds, gdzie kontur C jest czescig elipsy i—z + g—z = 1 lezaca w pierwszej
¢éwiartce uktadu wspoélrzednych. ‘
. Obliczy¢ catke krzywoliniows nieskierowana [(z + y)ds, gdzie kontur C' jest brzegiem kwadratu |z| + |y| < a, a > 0.
c

. Korzystajac z twierdzenia Greena obliczy¢ catke krzywoliniowsa z pola wektorowego /Y(f'), jesli krzywa I' zorientowana
jest przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara i otacza obszar :

(a) f_l'(f’) = yé&, + 4xéy, gdzie Q jest kwadratem 0 <z <a, 0 <y < a,

(b) ff(r") = (22 — y)€, + (x + 3y)€,, a 2 jest ograniczony elipsa =% + 4y* = 4.

. Korzystajac z twierdzenia Greena obliczy¢

[ e+ cosydy + (s —siny)ial,

gdzie T jest krzywa zorientowang przeciwnie do ruchu wskazowek zegara i sktadajaca sie z odcinka 0 < x < 7 i wykresu
y(z) =sinz.

. Jak dhugi jest tuk krzywej 7(rt) = %é’z + 6té, + 3t2€, zawarty miedzy plaszczyznami z =2ix = 1.

. Obliczy¢ krazenie pola wektorowego A(7) = 7 po krzywej I': #(u) = (cosu, 2, sinu), u € [0, 27].

CALKI POWIERZCHNIOWE

. Obliczy¢
/xQdy Adz + y?dz A dx + 22dx A dy,
H
gdzie H = {(z,y,2) € R3: 2% + 3% + 22 = a® A z > 0} jest polsfera zorientowana na zewnatrz.
. Obliczy¢ powierzchnie czesci walca x2 + y? = ax znajdujaca sie wewnatrz kuli 22 + 32 + 22 = 2.

. Obliczy¢ strumieni pola wektorowego E (z,y,2) = (x,y, z) przez zorientowana na zewnatrz powierzchnie

S={(ry2) € Byt 4 2 = a?)



. Obliczy¢ catke powierzchniows zorientowang,

/ BdS
S

gdzie B = (y— 2,z —x,2 —y) a S jest powierzchnia bedaca czescia plaszczyzny x 4+ z — 1 = 0 wycieta przez walec
22 + y? = 1, zorientowana tak, ze 7 - €, > 0. 7 jest wektorem normalnym do S zadajacym orientacje.

. Obliczy¢ catkowity tadunek elektryczny rozmieszczony na powierzchni
S={(z,y,2) ER*: 20 +y+52—-15=0Az>0Ay>0Az >0}
jesli gestos¢ tadunku na S jest wprost proporcjonalna do 3x + 2y + 5z.

ANALIZA WEKTOROWA, TW. (GAUSSA, TW. STOKESA

. Obliczy¢
(a) V- (B x7),
(b) V x (rB),
(c) Vx (A 1. (B x 7)), gdzie A i B sy stalymi wektorami.

. Znalez¢ dywergencje i rotacje pola wektorowego fT(F) postaci
(a) (2 +y2)& + (y* + z2)€, + (2 + 2y)e.

1
(b) —(e'x F) gdzie € jest stalym wektorem a n > 0

rn

(c) —&, + L&, +—é
C) —e, —€
yz .TZy xy

. Sprawdzié¢, ze pole wektorowe E(F) = (yz,xz,xy) jest bezwirowe i znalezé takie pole skalarne ¢, ze E = —V¢.
. Obliczy¢ catke
/m2dy Adz 4 y2dz A\ dx 4+ 22dx A dy,

s
gdzie S jest zorientowang na zewnatrz powierzchnia stozka z = /22 + y? ograniczong plaszczyznami z =01z = h

tzn.
S={(z,y,2) ER®: 2 =+/22 + 2 A0 <

Wskazowka: Zamnkaé¢ od gory powierzchnie S kolem7 zastowaé twierdzenia Gaussa a nastepnie odjaé¢ wktad od kota.

. Obliczy¢ catke
/dey Adz + y?dz A dx + 22dx A dy,

s
gdzie S jest zorientowana do wewnatrz powierzchnig boczna szeScianu 0 < z < a, 0 < y < @, 0 < 2z < a na dwa
sposoby: bezposrednio oraz korzystajac z twierdzenia Gaussa.

. Korzystajac z twierdzenia Stokesa obliczy¢ catke

/ydx + zdy + xdz,
c

gdzie C = {(x,y,2) e R®: 22 +9?> + 22 = R2 Az + y + 2 = 0} jest okregiem ktoérego orientacja jest zadana przez pole
wektorwe t{u) = 0,7

R
V2 + sin 2u

. Wykaza¢, ze pole wektorowe A= (Az, Ay, A.) o sktadowych
A, = day2t — 3y? — 16232, Ay = 62%y% 2t — 6y + 223, A, = 822y323 + 6y2® — 4zt

(u) = (cosu, sinu, — cosu — sinw)

ma potencjatl w calej przestrzeni.



