ROZDZIAL 3

Funkcje wielu zmiennych

3.1 Wprowadzenie

Zajmiemy sie teraz uogolnieniem pojecia funkcji na przypadek, kiedy jest kilka zmiennych
niezaleznych. Na przyklad, objetoé¢ walca V = mR2H jest funkcja dwoch zmiennych, a stozka
scietego V = smH(R? + Rr — r?) nawet trzech.

Nasze rozwazania rozpoczniemy od najprostszego przypadku funkcji dwoch zmiennych rzeczy-
wistych f(x,y). Dziedzina D bedzie zbior par (x,y) bedacy podzbiorem R x R, na ktorym
funkcja f(z,y) jest okreslona, to znaczy jest pewnym sposobem przyporzadkowania kazdej
parze (z,y) € D pewnej wartosci z = f(z,y). W dalszym ciggu ograniczymy sie do przypadku
funkcji jednoznacznych o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych.

Przyktlady:
1. z = arcsin(%) + arcsin(¥). Wowcezas D = {(z,y): —a <z <a, —b<y < b}

2. Rozwazmy trojkaty o dlugosciach dwoéch bokach z,y oraz o dlugosci obwodu réwnej 2p.
Ze szkoly wiemy, 7e pole trojkata wyraza si¢ wzorem P = +/p(p — z)(p — y)(xz +y — p), bo
trzeci bok wynosi z = 2p — x —y. Powyzszy wzor pozwala tatwo zdefiniowaé obszar zmiennosci
argumentow (dziedzing): 0 < x < p, 0 <y <p, x+y > p.

W przypadku funkcji n zmiennych dziedzing M bedzie zbior n-wymiarowych punktow
x = (x1...,7,) bedacy podzbiorem X = R". Wprowadzimy w tej przestrzeni miare (pa-
trz przestrzenie metryczne - wezesniej). Odlegtosé dwoch punktow x i 2 okreslimy zgodnie z
metryka euklidesowska, ktora w bazie ortonormalnej ma postaé

Funkcja ta jest dodatnio okreslona, spelnia nieréwnosé trojkata i wynosi zero jedynie dla x = 2/,
a wiec spelnia wszelkie wlasno$ci wymagane od metryki.
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72 ROZDZIAL 3. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

W przestrzeni metrycznej (X, d) mozemy wprowadzi¢ pojecie otoczenia-kuli K (z, ) o promie-
niu r i srodku z jako zbioru punktow y takich, ze d(z,y) < r. Przypomnimy sobie kilka definicji.

Podzbior O przestrzeni metrycznej nazywamy otwartym jesli jest pusty albo gdy dla kazdego
x € O istnieje kula o promieniu € i §rodku w z zawarta w O, tzn. K(z,¢) C O.

Zbior D jest domkniety, gdy jego dopelnienie X — D jest zbiorem otwartym.

Punkt y € X jest punktem skupienia zbioru A, jesli kazde otoczenie punktu y zawiera co najm-
niej jeden punkt zawarty w A rézny od y. Innymi stowy, punkt y jest granicg ciggu elementow
z A roznych od y.

Punkt skupienia zbioru A nie musi naleze¢ do tego zbioru. Jesli A zawiera wszystkie swe punkty
skupienia, to jest domkniety.

Zbior nazywamy spojnym, jesli dwa dowolne punkty tego zbioru mozna poltaczyé¢ krzywa, ktorej
wszystkie punktu nalezg do tego zbioru.

3.2 Granica funkcji wielu zmiennych

Definicja granicy funkcji:

Niech funkcja f jest okreslona na zbiorze punktow z € M i 2° = (2¥...,2%) jest punktem
skupienia M. W analogii do definicji granicy funkcji jednej zmiennej, moéwimy, ze liczba A jest
granicy funkcji f, gdy zmienne z; ...z, daza do z9...2%, jezeli

A V A

€>0 6>0 d(zr,z0) <0 |f(z1,...,20) — Al < e

Granice te bedziemy oznaczali w nastepujacy sposob

lim f(xq,...,2,)=A

a:l—mz?

Tn—2l

lub prosto lim,_.,0 f(z) = A pamietajac, ze x oznacza zbior n zmiennych.

Analogicznie wprowadzamy pojecie nieskonczonej granicy funkcji. W wypadku A = oc
lub A = —o0 nieréwno$¢ |f(xy,...,x,) — A| < € zastepujemy przez |f(z1,...,z,)| > F lub
|f(x1,...,2,)| < —F, gdzie E jest dowolng, zadang liczba dodatnig.

Te definicje mozna réwniez uogoélni¢ na przypadek punktu skupienia, ktérego niektore lub
wszystkie wspotrzedne sg nieskonczone, analogicznie do przypadku funkcji jednej zmienne;j.

Przyktlady:

1. Rozpatrzmy
lim —Y
20 72 2
y_)g e +y

Funkcja ta jest okreslona na calej ptaszczyznie z wyjatkiem punktu (0,0). Jezeli wezmiemy dwa
ciagi punktow (zy, y) = (3, 1) oraz (zx, yx) = (2, 1), oba zbiegajace do (0,0), to dla pierwszego
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3.2. GRANICA FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH 73

ciggu dostajemy

= 1
f(xkayk): 1k 1 — 5
A
natomiast dla drugiego

2
=5 2
J (@, yr) = £ ==
( ) L+L5 5

Jak widaé¢, wynik zalezy od sposobu dochodzenia do punktu (0,0). Dlatego granica tej funkcji
w (0,0) nie istnieje!

2. Rozpatrzmy

%y

[z, y) = PO

Teraz mamy
lim f(z,y) =0
xr—0
y—0
i granica istnieje. Aby to zobaczy¢ zapiszemy te funkcje w postaci

%y x

w?ty? I

Oznaczajac ©/y = a, latwo sprawdzi¢, ze funkcja w mianowniku f(a) = |+ + a ma minimum
w punkcie a = 1 rowne 2. Zatem |1 4 a| > 2. Stad dostajemy

%y 1

< —
x2+y2|_ 2

],

i z tej nierowno$ci widaé¢ juz, ze granica jest réwna zero.

3.2.1 Granice iterowane

W powyzszej definicji granicy funkcji f(z1,...,x,) wszystkie zmienne z1,...,x, dazyly do
granicy 29, ..., 2%, Takie granice bedziemy tez nazywaé¢ n-krotnymi (podwojnymi, potrojnymi
itd. —dlan =2,3,...). Mozemy postawi¢ pytanie, czy wykonujac przejscia do granicy oddziel-
nie dla poszczegblnych zmiennych w tej lub innej kolejnosci dostaliby$émy ten sam wynik. Dla
prostoty ograniczymy sie do funkcji dwoch zmiennych.

Wprowadzimy pojecie granicy iterowanej, gdy obliczamy najpierw granice w jednej zmiennej,
a nastepnie w drugiej. Dla dwoch zmiennych mamy dwie mozliwosci: lim, ., f(x,y) = f(a,y)
a nastepnie przechodzac do granicy lim, ., f(a,y). Albo odwrotnie, najpierw zbiegamy z
y — b, albo potem z — a. Okazuje sie, ze dwie granice iterowane lim, ., lim, ., f(z,y)
i lim, . lim, ., f(x,y) nie musza byé¢ sobie rowne. Moze tez si¢ zdarzyé¢, ze jedna granica
iterowana istnieje, a druga nie. Ilustruja to nastepujace

Przyktlady:
1. Niech ) )
T—y+a°+y
T,Y) = .
f(z,y) oy
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74 ROZDZIAL 3. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

Obliczamy granice iterowane w (zg, yo) = (0,0):
Oy =lmflzy)=y-1  lmf(0y)=-1
oraz
f(2,0) =lim f(z,y) =2z+1,  lim f(z,0) = 1.
y— r—
2. Niech teraz
rsint 4y

f($7y): Tty

Tym razem granica iterowana w (0, 0)

o e Y
%%i%f(x,y)—igrg)y—l-,

istnieje, natomiast druga granica iterowana
lim lim f(z,y) = lim s 1
m lim = lim sin —
tny g £ 2, ) = lysin
nie istnieje.
3. Wezmy funkcje
1
f(z,y) = xsin —.
Yy
Funkcja ta jest okreslona na calej ptaszczyznie z wyjatkiem prostej y = 0. Funkcja ta ma
granice podwojng w punkcie (0,0) rowna zero, co wida¢ z nieréwnosci

1
|zsin —| < |z|.
Y

Istnieje rowniez granica iterowana lim, ,olim, o f(z,y), ale druga granica iterowana nie ist-
nieje, bo nie istnieje nawet granica pojedyncza lim, .o f(z,y).

Jak wida¢, musimy zachowac ostroznos¢ przy obliczaniu granic iterowanych. Nawet istnienie
granicy n-krotnej funkcji (w przykladzie 3 powyzej — podwojnej) nie musi gwarantowaé istnienia
granic iterowanych. Pomocne tutaj jest

Twierdzenie:

Jesli istnieje granica podwojna
lim f(z,y) = A
y—b

oraz istnieje granica

P(y) = lim f(z,y),

r—a

to istnieje rowniez granica iterowana

lim ¢(y)

y—b
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3.3. FUNKCJE CIAGLE 75

i jest robwna A.

Dow6d: Poniewaz istnieje granica podwojna, to dla kazdego € > 0 istnieje 0, taka ze | f(z,y)—
Al < eoile |x —a| < doraz |y — b| < 6. Ustalimy teraz y tak, by spelniona byta nier6wnosé¢
ly — b] < ¢ 1 przejdziemy teraz z x — a. Poniewaz przy tym przejsciu f(x,y) dazy do ¢(y), to

6(y) — Al <€,

€O oznacza, ze

lim ¢(y) = lim lim f(z,y) = A.
y—b y—bzr—a

cbdo

Jezeli spetnione sa zalozenia powyzszego twierdzenia oraz istnieje granica f(z, b) = lim, ., f(z,y),
to obie granice iterowane istnieja i sa sobie rowne. W przyktadach podanych powyzej, z
wyjatkiem przyktadu 3, nie istnieje granica podwojna. W przyktadzie 3 granica podwojna
istnieje, ale nie istnieje lim, o f(z,y) dla x # 0, wiec i granica iterowana nie istnieje.

3.3 Funkcje ciggle

Definicja cigglo$ci w punkcie:

Niech funkcja f(z1,...,z,) bedzie okreslona w pewnym zbiorze D punktow przestrzeni n-
wymiarowej i punkt 2° = (29, ..., 2%) bedzie punktem skupienia D i nalezacym do D. Méwimy,
ze funkcja jest ciagla w punkcie 2° = (29 ...22), jesli zachodzi r6wnos¢

lim f(x) = f(a").

:171—>x1

xn—axg

W przeciwnym razie moéowimy, ze funkcja f ma w punkcie 2° niecigglosé.
Mowimy, ze funkcja jest ciggla w pewnym zbiorze D, jesli jest ciggla w kazdym punkcie
tego zbioru, ktory jest punktem skupienia D.

Podalismy juz powyzej przyktad funkcji nieciagtej w (0,0): f(z,y) = - = Istnieja oczy-
wiscie granice wzdtuz osi z oraz y: lim, o f(x,y) = lim, o f(z,y) = 0, ale istnieje nieskoriczenie
wiele sposobow zblizania sie do zera i dla tej funkcji wynik zalezy od sposobu podchodzenia do
(0,0).

Zbior punktow nieciaglosci nie musi by¢ zbiorem 1zolovvanych ;)unktow lecz moze wypelniac
linie, powierzchnie itp. Na przyktad, dla funkcji f(z) = 2 punkty niecigglosci leza na
prostych z = 4y, a dla funkcji f(z) = m na okregu z? —|— y =1

Na funkcje wielu zmiennych przenosza sie w naturalny sposob poznane wczesniej twierdzenia
o cigglosci sumy, réznicy, iloczynie, ilorazie i superpozycji funkcji ciagtych.

Jezeli funkcja jest ciggla w pewnym spojnym obszarze D i w dwoch roznych punktach x
i y tego obszaru przyjmuje rozne wartosci f(x) # f(y), np. niech f(z) < f(y), to dla kazdej
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76 ROZDZIAL 3. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

wartosci posredniej ¢ , f(x) < ¢ < f(y), istnieje punkt z € D, taki ze f(z) = c¢. Innymi stowy,
funkcja ciggta w obszarze spéjnym przyjmuje wszystkie wartosci posrednie.

Na koniec podamy jeszcze bez dowodu twierdzenie Weierstrassa: Jesli funkcja f(x) jest
okreslona i ciggla w okreslonym obszarze domknietym [), to jest ona ograniczona.
3.4 Pochodne czastkowe

Przejdziemy teraz do badania mozliwosci rozniczkowania funkcji wielu zmiennych. Zmieniajac
tylko jedna zmienng i traktujac n—1 pozostatych zmiennych jako ustalone, mozemy wykorzystac
definicje pochodnej funkcji jednej zmiennej do zdefiniowania pochodnej czastkowej. Wystarczy
rozpatrze¢ przypadek funkcji dwoch zmiennych.

Definicja pochodnej czastkowej:

Niech f(z,y) bedzie okreslona na otoczeniu otwartym punktu (zo,yo). Funkcja zdefiniowana
relacja * — f(x,y0) jest funkcja jednej zmiennej x w otoczeniu punktu zo € R'. Mozemy
zatem obliczy¢ pochodna wzgledem x:

lim f(z,y0) — [ (@0, yo) _ (9_f

T—x0 Tr — Xo (933

(IO 7y0)

Jezeli ta granica (pochodna) istnieje, to nazywamy ja pochodna czastkowa w punkcie (xg, o)
wzgledem z. Uzywane sa nastepujace oznaczenia pochodnych czastkowych

of 0
—, —f, 0

ax7 ax f? ff? f,l’

Odwzorowanie (z,y) — %(m,y), jezeli istnieje w pewnym otoczeniu O, nazywamy pochodng
czastkowa wzgledem x. Podobnie definiujemy

f(xo,y) — f(z0,y0)

— = lim .
0y (zowo) YTY° Yo — Yo

Analogicznie definiujemy pochodne czastkowe funkcji wiekszej liczby zmiennych.

Przyktlady:
1. Niech u = z¥ (z > 0). Pochodne czastkowe tej funkcji sa nastepujace

g — yxm_l g
Ox ' Oy

= zY%1nux.

2. Niech z = y f(22—y?), gdzie f(u) jest dowolng funkcja rozniczkowalng. Pokazaé, ze spetniona
jest rownosé

1(92+1(92 2
roxr  yoy y?
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3.5. CIAGLOSC FUNKCJI ROZNICZKOWALNEJ CZASTKOWO 7

Obliczamy pochodne czastkowe traktujac f(z? — y?) jako funkcje zlozona:

0z 0z

gdzie [’ oznacza pochodna f wzgledem u = 22 — y?. Wstawiajac te pochodne czastkowe do
powyzszego réwnania przekonujemy sie, ze jest ono prawdziwe.

3. Znany z fizyki wzor Clapeyrona pV = RT wyraza zwiazek miedzy cinieniem p, objetoscia
V' i temperatura absolutna jednej gramoczasteczki gazu doskonatego (R jest uniwersalna stala
gazowa). Wzor ten wyraza jedng wielko$¢ fizyczna jako funkcje dwoch pozostatych. Jesli
potraktujemy p, V jako niezalezne, to T = pV/R i wtedy

oT v oT P

op R’ ov R
Gdy traktujemy p i T jako zmienne niezalezne, to V = RT/p i

ov ~RT ov R

ap  p2 aT  p’
Wreszcie, gdy V' i T sa zmiennymi niezaleznymi, to p = RT/V i
dp  RT op R

av - v2 9T Vv
Stad dostajemy wazng dla termodynamiki zalezno$c¢
Op OV OT _ _
oV oT dp

Przyktad ten pokazuje, ze oznaczenia pochodnych czastkowych nalezy traktowaé¢ symbolicznie,
a nie jak wielkosci, ktére mozna “upraszczac’.

Definicje pochodnej czastkowej dla funkcji dwoch zmiennych tatwo jest uogoélni¢ na przy-
padek funkcji n-zmiennych, na przyktad:

0x;  h—0 h

3.5 Ciaglosé funkcji ré6zniczkowalnej czastkowo

Dla funkcji jednej zmiennej rézniczkowalno$é w xy wymagala okreslonosci funkeji w pewnym
otoczeniu otwartym punktu xq i ciagtoéci w zo. W przypadku funkcji wielu zmiennych pochodne
czastkowe moga istnie¢ nawet, gdy funkcja nie jest okreslona, co ilustruje ponizszy

Przyktad:
Funkcja

fy) = { Ly dla (z,y) # (0,0)

0 dla(x,y)=(0,0)
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78 ROZDZIAL 3. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

jak wiemy jest niecigglta w (0,0). Latwo to wida¢ we wspolrzednych biegunowych: x = rcos
oraz y = rsing. Wtedy f(r,¢) = %sin 2¢p nie zalezy od r i przyjmuje roézne wartosci w
zaleznosci pod jakim katem zblizamy sie do zera. Jesli te funkcje dookreslimy w (0,0), jak
powyzej, to funkcja ta jest rozniczkowalna czastkowo, bo

a_f:f(xvo)_f(ovo)zo G_f:f(O,y)—f(0,0)

=0.
ox x dy Yy

Istnienie pochodnych czgstkowych gwarantuje nam jedynie, ze funkcja f(z,y) zachowuje sie
regularnie wzdtuz osi z lub osi y.

3.6 Pochodne czastkowe wyzszych rzedow

Podobnie jak w przypadku pochodnych zwyczajnych funkcji jednej zmiennej, takze w przypadku
pochodnych czastkowych mozemy oblicza¢ pochodne wyzszych rzedéw, na przyktad pochodne
czastkowe drugiego rzedu po z i y definiujemy jako

o (0f\ O*f o (Of\ _ Of
a.\ a.. =—2=f7$$7 a.\ 9. =—2:fva
Ox \ Ox ox Oy \ Oy Ay

oraz tzw. pochodne mieszane drugiego rzedu

o (of\  *f o (of\ _ f _
35 () = v () = e

Powstaje pytanie, czy pochodna mieszana nie zalezy od kolejnosci obliczania pochodnych
czastkowych. Rozpatrzymy dwa

Przyklady :
1. Obliczmy pochodne czastkowe do drugiego rzedu wlacznie z funkeji f = 23y’ +2* sin y—sin 2y
of 2 2 3 3 4
— =3x7y" + 4z’ siny — y cos xy, — =22y + 2" cosy — xcosxy,
ox oy
0? 0?
—J; = 62y 4 1227 siny + y*sin zy, —f = 223 — 2t siny + 2% sin xy
ox Oy?

oraz pochodne mieszane

0% f
0zxdy

5 f
Oyox’

= 61y + 42° cosy + zy cos vy — sinxy =

W tym przyktadzie wynik nie zalezy od kolejnosci obliczania pochodnych czastkowych. Ale tak
nie musi by¢, o czym przekonuje nastepny przyktad.

2. Rozwazmy funkcje
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3.6. POCHODNE CZASTKOWE WYZSZYCH RZEDOW 79

Funkcja ta ma granice w punkcie (0,0). Latwo sie o tym przekonaé przechodzac do wspolrzed-
nych biegunowych x = r cos ¢, y = rsin ¢, gdyz wtedy widaé, ze licznik jest rzedu 4 a mianownik
rzedu 2 w r i funkcja dazy do zera wraz z r — 0. Funkcja jest wiec ciggla w tym punkcie i
mozemy ja dookresli¢ zgodnie z podanym wyzej wzorem. Obliczmy teraz pochodne czastkowe

of Sy = f0,y) L y(@®—y?)
%0,y=iﬁ% T =al£,% 2+ 42 =Y
_ 2,2
Of o Ha) = @ 0) et =yt
ay ’ y—0 Y y—0 2 + y2
Stad dostajemy
2 2
o7 =1#—-1= o7 .
oxdy Oyox

Zatem nie zawsze pochodne mieszane musza by¢ sobie rowne. Warto tez sprawdzi¢, ze poza
punktem (0,0) pochodne mieszane sg réwne.

Jezeli funkcja zachowuje sie “regularnie” — kolejno$¢ liczenia pochodnych nie gra roli. O tym
traktuje nastepujace

Twierdzenie:

Jezeli funkcja f(x,y) posiada pochodne czastkowe pierwszego rzedu na pewnym obszarze ot-
wartym O C R? oraz pochodna mieszana [, ciagla w tym obszarze, to istnieje pochodna [,
w tym obszarze i obie pochodne sa sobie réwne.

Dowo6d:  Niech Py = (xg, %) € O. Badamy istnienie granicy
0 0 0 Z, + h) — x,
= 9D ) S, yo+ h) = [(z,0)
vome 0T \OY

0/ = — lim
= lim lim % (f(zo+k,yo+ h) — fxo+k,y0) — (20, Yo + h) + f(z0,y0))

0xdy

v 0T h—0 h 20
k—0 h—0

1
=l lim = (& (0 + k) = ¢(0)) ,

gdzie wprowadzilismy funkcje ¢(x) = f(x,yo+ h) — f(x,y0). Funkcja ta jest rézniczkowalna na
[0, xo + k] wzgledem x oraz ¢'(x) = f.(z,y0 + h) — f.(z,y0) na mocy zalozenia twierdzenia.
7 twierdzenia o warto$ci sredniej Lagrange’a

d(xo + k) — ¢(w0) = k¢'(v0 + Ok) = k (fo(x0 + kO, 50 + 1) — fo(z0 + kO, 10)) .

A zatem .
J (%0, Y0) = ]lcim lim 7 (fa(xo + Ok, y +h) — fo(xo + Ok, 10)) .

—0 h—0

Dalej wiemy, ze V(y) = f.(xo + Ok,y) jest réozniczkowalna na [yo,yo + h] i z twierdzenia
Lagrange’a istnieje A\ takie ze

U(yo + h) — W(yo) = hW'(yo + Ah) = hf oy(z0 + Ok, yo + D).
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80 ROZDZIAL 3. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

Ostatecznie
f,yx(l’o, Yo) = ;lcll% }llg(l) f,my(xo + Ok, yo + Ah) = f,my(l’o, Yo)-
Ta ostatnia réwno$¢ wynika z ciaglosci pochodnej czastkowej mieszanej f .. cbdo
Uwaga

Korzystalismy tutaj z pojecia granicy iterowanej, to znaczy lim, ., lim, ., f(z,y). Jezeli
funkcja jest ciagla — ma zatem granice w (o, o), to warto$¢ tej granicy nie zalezy od drogi, a
wiec takze od kolejnoéci obliczania granic.

Powyzsze twierdzenie mozna uogélni¢ na wyzsze rzedy pochodnej. Jezeli f(xy...x,) jest
okre$lona na otwartym zbiorze w R" i posiada pochodne czastkowe rzedu p — 1 oraz wszystkie
pochodne czastkowe rzedu p sa ciggle na tym zbiorze, to wszystkie pochodne czastkowe rzedu
p nie zaleza od kolejnosci obliczania pochodnych czastkowych.

3.7 Pochodne czastkowe funkcji zlozone;j

Definicja:
Niech funkcje u = @(z,y) i v = ¥(x,y) beda okreslone w pewnym obszarze D zmiennych z, v,

i niech zbiér wartosci u, v nalezy do obszaru E, w ktorym okreslona jest funkcja z = f(u,v).
Wtedy

z = f(gO(ZE, y)7 1/1(93, y))

okresla w obszarze D funkcje ztozong zmiennych z,y.

Postugujac sie definicja pochodnej czastkowej tatwo wykaza¢ nastepujace

Twierdzenie:

Jesli funkcje p(x,y) i ¥(x,y) maja pochodne czastkowe w punkcie xg, yo, a funkcja f(u,v) ma
pochodne czastkowe ciggte w punkcie ug = ©(zo,yo), Yo = ¥ (Zo,¥yo), to funkcja zlozona z ma
pochodne czastkowe wyrazone wzorami

0z 0z 0u 0z 0v 0z Ozo0u 0Oz0v

oz oudzr T ovor oy oudy  owoy

Dowo6d tego twierdzenia pominiemy. Podkreslmy jedynie istotna role zatozenia ciaglosci
pochodnych czastkowych, o czym przekonamy sie w przyktadzie 3 ponize;j.
Przyktlady:

1. Funkcja z = f(x,y) jest funkcja zlozong wspolrzednych biegunowych r, ¢ punktu z,y.
Obliczamy pochodne czastkowe wzgledem r i ¢ korzystajac z x = rcosp, y = rsinp

0z . 0z )
g—f,xCOSSO-i-f,ySlngO, a—y——f@TSlHQO-i-ﬁyrcosw.
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2. Rownanie falowe dla funkcji u(z,¢) w jednej zmiennej przestrzennej x i czasie ¢t ma postac

Pu 0%

— =Cc"=—.
ot? ox?

Wprowadzimy nowe zmienne “na stozku” zdefiniowane & = x4+ ct, n = x — ct. Obliczajac drugie
pochodne i wstawiajac dostajemy

0?u

=0

ogon
skad wida¢, ze ogolnym rozwigzaniem tego rownania jest superpozycja fal (ptaskich) u = f(&)+
g(n), gdzie f i g sa dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi swoich argumentow.

3. Rozpatrzmy jeszcze raz funkcje

%y

m (dla l‘z + y2 > 0), f(O, 0) = 0.

[z, y) =
Wiemy, ze funkcja ta jest ciggla i ma pochodne czastkowe we wszystkich punktach nie wylacza-
jac poczatku uktadu wspolrzednych (0,0), przy czym

f,:n(oa 0) =0, f,y(O, 0) =0.

Zauwazmy jednak, ze pochodne czgstkowe (jako funkcje dwoch zmniennych) nie sa ciagle w
(0,0). Zalozenia powyzszego twierdzenia o pochodnych funkcji ztozonej nie sa spelnione i nie
mozna go stosowac.

Zeby sie o tym przekona¢, wprowadzimy nowa zmienna ¢ przyjmujac ¢ = ¢ iy = ¢ otrzymujac
funkcje ztozona zmiennej . Stosujac wzoér z powyzszego twierdzenia pochodna tej funkcji w
punkcie ¢ = 0 bylaby rowna

Jo=Tats+ [yye = 0.

7 drugiej strony, wstawiajac jawnie ¢ do tej funkcji dostajemy

i pochodna tej funkcji po ¢ jest rézna od zera.

3.8 Pochodne kierunkowe. Gradient

Pochodne czastkowe charakteryzuja zmiane funkcji wraz ze zmiang jednej ze zmiennych. Na
przyktad, pochodna czastkowa po = funkcji f(z,y) mowi o szybkosci zmian tej funkcji wraz ze
zmiang z przy ustalonej wartosci y. Pochodne czastkowe 0, i 0, mozemy nazwa¢ pochodnymi
kierunkowymi w kierunku osi x i y. Pojecie to mozemy uogé6lni¢ na dowolny kierunek na
plaszczyznie Oxy.

Niech funkcja z = f(x,y) bedzie okreslona w pewnym otoczeniu otwartym punktu (zo, yo),
a p bedzie potprosta wychodzaca z tego punktu sparametryzowana za pomoca parametru ¢ > 0
W nastepujacy sposob

T =0+ ta, Yy =yo+ 15,
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gdzie a? + (3% = 1. Jedli przestrzen zmiennych (z,y) potraktujemy jako przestrzen wektorowa,
to liczby « i 8 0 maja interpretacje sktadowych kierunkowego wektora p'= (a, 3) o dtugosci 1
okres$lajacego kierunek tej polprostej na ptaszczyznie Oxy.

Definicja pochodnej kierunkowej:

Pochodng kierunkowa w punkcie (g, yo) w kierunku p’ funkeji f(z, y), ktora bedziemy oznaczali
przez V,f, nazywamy granice jednostronna (jesli ona istnieje)
J (o +ta, yo +18) — f(z0,y0)

fo'a:o,yo - tl_l%},_ t :

Powyzsza granica jest pochodna zwyczajna (jednostronna) funkcji ztozonej f(zo+tor, yo+t53)
jednej zmiennej t w punkcie t = 0 i redukuje sie do pochodnej czastkowej 0, f w kierunku potosi
dodatniej x dla o = 1, 3 = 0 i do pochodnej czastkowej 0, f w kierunku poétosi dodatniej y, gdy
a=0,0+1.

Jesli funkcja f(x,y) ma w otoczeniu (xg,yo) ciaglte pochodne czastkowe 0, f i J,f, to na
mocy wzoru na pochodna funkcji ztozonej pochodna kierunkowa wyraza sie wzorem

of of

V[ =——a+-—8=Vf-p
Poniewaz « i [ sa skltadowymi wektora p = («, 3), to powyzszy wzoér po prawej stronie
rownosci zinterpretowali$my jako iloczyn skalarny wektora p'i wektora zbudowanego z pochod-

nych czastkowych zwanego gradientem funkcji f,

= . Of Of
V= (%7 8_y> = (far [y)-

7 tego powodu wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie wektorowego operatora rézniczkowego
- o 0
V= (_7 _>
ox’ Oy
zwanego nabla lub operatorem gradientu, ktory funkcji f(x,y) przyporzadkowuje gradient tej

funkeji (fz, fy)-
Gradient funkcji ma bardzo interesujaca wlasnosé. Aby sie o tym przekonaé, postawmy

pytanie w jakim kierunku w danym punkcie funkcja rosnie najszybciej?. W tym celu przeksz-
talcimy wyrazenie dla pochodnej kierunkowej do postaci

Vol = faa+ [y =/ (fa)® + (fy)?(aa + bD),
gdzie wprowadziliSmy oznaczenia

fﬂ? b — f??/
(fa)? + (fy)? (fa)? + (fy)?
W danym punkcie pochodne czastkowe sa ustalone, zmieniamy jedynie kierunek wektora p.

Pochodna kierunkowa przyjmie maksymalng wartosé¢ wtedy, gdy iloczyn aa—+bj3 osiggnie maksi-
mum. Poniewaz iloczyn ten jest rowny iloczynowi skalarnemu wektora jednostkowego p'= (o, 3)

, A+ =1
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i wektora jednostkowego (a,b), to maksimum jest osiaggane, gdy te wektory sa rownolegte. Tym
samym wykazaliSmy, ze funkcja ro$nie najszybciej w kierunku wyznaczonym przez gradient tej
funkcji.

Powyzsza dyskusje przeprowadzilismy dla funkcji dwéch zmiennych. Uogo6lnienie na przy-
padek funkcji n-zmiennych jest natychmiastowe. Na przyktad, dla trzech zmiennych operator

gradientu ma postac

= (8_1'7 8_y’ &)

W powyzszej dyskusji uzyliSmy zwrotu operatora wektorowego bez wykazania, ze rzeczywis-
cie ten operator ma wlasnosci “wektorowe”, tak jak zwykte wektory. Na przyktad, przy zamianie
bazy wspolrzedne wektora ulegaja zmianie. Nalezaloby wiec wykazaé, ze przy zmianie bazy
sktadowe gradientu odpowiednio sie transformuja. W przysztosci to zostanie wykazane. Dla
nas wystarczy przypomnie¢ sobie, ze iloczyn skalarny dwoch wektoréw nie zalezy od bazy.
Pochodna kierunkowa funkcji w ustalonym kierunku nie moze zaleze¢ od wyboru bazy, co
sugeruje, ze rzeczywiscie gradient funkcji zachowuje sie jak dobry wektor.

3.9 Roézniczka zupelna. Rézniczkowalnosé

Przypomnijmy najpierw przypadek funkcji jednej zmiennej y = f(z).

Interesowal nas przyrost wartosci funkcji Ay wraz z przyrostem zmiennej x od wartosci x
do x¢ + h i mozliwo$¢ przedstawienia tego przyrostu w postaci cztonu liniowego w h i reszty
R(xo, h) znikajacej szybciej niz h, tzn.

Ay = f(zo+h) — f(zo) = Ah + R(zo, h).
Tutaj A jest stala, ktora moze zalezeé¢ jedynie od zy, natomiast reszta R musi spetnia¢ warunek

lim R(z, h

o h 0

Aby to bylo mozliwe, potrzeba i wystarcza, zeby istniala skoniczona pochodna funkcji f(x) w
punkcie xo i rownos¢é powyzsza jest realizowana dla A = f’(x¢). Dowod byl bardzo prosty. Z
powyzszej rownosci mamy bowiem
R(x

. Oah_ .
R

xo+h)— f(z
Han ) = flao)
h
Jesli wiec istnieje pochodna f’(x¢) i wybierzemy A = f’(xq), to rzeczywidcie reszta jest mala
wyzszego rzedu, tzn. lim, g w =0.

Czes¢ liniowa przyrostu funkcji nazywamy rozniczka tej funkcji i oznaczamy przez dy =
df = f'(xg)h. Jesli przyrost zmiennej x oznaczymy przez dx, to mamy tradycyjny zapis dla
rézniczki

daf

df = f'de = = dx.
dx

Przyrost funkcji jest wiec suma rozniczki i reszty wyzszego rzedu, Af = df + R.
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Geometrycznie pochodna wyznacza tangens kata nachylenia stycznej do krzywej w punkcie
o i robwnanie tej stycznej ma postac

Y =yo+ ['(w0)(x — x0), Yo = f(x0).

Przechodzimy teraz do dyskusji funkcji wielu zmiennych. Jak zwykle rozpatrzymy przy-
padek funkcji dwoch zmiennych z = f(z,y); rozszerzenie na przypadek n zmiennych jest naty-
chmiastowe.

Ponownie stawiamy pytanie, kiedy przyrost warto$ci funkcji mozna przedstawi¢ jako sume
wyrazu liniowego w przyrostach zmiennych i reszty bedacej mala wyzszego rzedu. Tym razem
trzeba bedzie natozy¢ na funkcje f mocniejsze wymagania.

Wybieramy punkt Py = (zg,yo) 1 pytamy o przyrost wartosci funkcji przy przejsciu do
punktu Py + h = (¢ + hg,yo + hy), gdzie h = (hy, h,). Poniewaz teraz mamy do czynienia z
przyrostami dwoch zmiennych (w ogélnosci n zmiennych), to wprowadzimy miare tego przyrostu
za pomocy normy zdefiniowanej po “pitagorejsku”, tzn ||h|| = \/hZ + hZ.

Definicja:
Jesli istnieje wektor A = (A,, A,) o tej wlasnosci, ze dla dowolnego wektora Py + h lezacego w
pewnym otoczeniu P, zachodzi

AZ = f(% + ha:a Yo + hy) - f(l‘o, yO) = Aa:ha: + Ayhy + R(P, h)a
gdzie A, i A, to stale, natomiast

lim M =0,

[nl—o ||
to funkcja f(P) jest rozniczkowalna w P, a wektor A nazywamy wektorem pochodnej lub
krotko pochodng funkeji w punkcie F.
Jezeli f jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu O, to odwzorowanie O > P — (A,, A,) € R?
nazywamy pochodna. Jezeli dodatkowo to odwzorowanie jest ciagle, to znaczy A,(P), A,(P)
sg ciaglymi funkcjami argumentu P, to mowimy, ze f(x,y) jest rézniczkowalna w sposob ciagly
na O. Mowimy wowczas, ze funkcja jest rozniczkowalna w sposéb mocny (w sensie Frecheta) .

Twierdzenie:

Funkcja ciagta i majaca pochodne czastkowe f, i f, w pewnym otoczeniu O punktu F i cigglte
w punkcie Py jest rozniczkowalna w P i pochodna w tym punkcie wynosi A = (f., f,)-

Dowéd:
Konieczno$é: 7Z warunku rozniczkowalnosci mamy

f(PO+h) _f(PO) :Axhx+Ayhy+R(POah)a
gdzie R(P, h) jest mala wyzszego rzedu. Obliczamy:
Agh + R(Py, h)

af — lim f(@o + h,yo) — [ (o, o) — lim — A,
a(,C h—0 h h—0 h
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i podobnie dla %.
Rozniczkowalnosé f w punkcie Py pociaga tez ciagltosé¢ f w Py, gdyz

0 0 IANINCIAY
F(Ry+ )~ F(Ry) =‘ et Ayt 1—% < \/ (5) + (55) i+ 1 by

1 rzeczywidcie

IIflzilfI—{o'f(PO +h) — f(Fo)| = 0.

Komentarz: jak pamietamy, istnienie pochodnych czastkowych nie gwarantuje cigglosci funkcji.
Ciggtosé pochodnych czastkowych implikuje nie tylko cigglo$¢ funkcji, ale tez jej rozniczkowal-
nos¢, o czym traktuje druga czesé¢ dowodu.

Dostateczno$é:
Rozwazmy Py € O oraz Py + h € O. Przyrost funkcji wynosi

Af(R) = [(Po+h)— f(Fo) = f(zo+ heyyo + hy) — f(x0, yo)
= f(xo+ heyyo + hy) — f(x0,90 + hy) + f(z0, o + hy) — f(x0,%0)
Poniewaz z zalozenia funkcja ma ciggle pochodne na obszarze otwartym zawierajacym Fy, to
roznice f(xo+ hg, Yo+ hy) — f(z0, Y0 + hy), traktowana jako roznica funkeji pierwszej zmiennej

przy ustalonej wartosci drugiej, mozna z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej zapisa¢ w
postaci

0
f(xO + hmayO + hy) - f(fUano + hy) = a—i(l’o + Qathata Yo + hfy>ha¢; (0 S 037 S 1>

Analogicznie

0
f(%,yo + hy> - f(x07y0> = —f(l’ano + th,y)h,y, (0 < Qy < 1)-

Oy
Jesli wiec wybierzemy
0 0
Am = a_£<any0)a Ay = a_;};(xmyO)a

to reszta

R(FPy, h) of Iy of h

TR Oy o + hy) — A 2 | P (o + Oyhy) — Ay |

o Low 70 Ol ot ) = e [t |Gy (ot Bl = Ao

dazy do zera przy ||h|| — 0 na mocy ciagtosci pochodnych czastkowych. cbdo
Przyktad:

pokazujacy konieczno$é¢ zatozenia ciggtosci pochodnych czastkowych. Niech
2

fwy)= s da(ey)#0.0,  f0,0)=(0.0)
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Funkcja jest ciggla w calej ptaszczyznie, ale pochodne czastkowe
213 o= 2% (2% — y?)
(a2 +y2)2 T (2 4 y?)?
sa nieciaglte w (0,0), gdyz obliczajac bezposrednio z definicji mamy
f2(0,0) =0, f,(0,0) =0.
Gdyby na Slepo skorzysta¢ z tezy twierdzenia, to mielibySmy
Af(0,0) =0+ R(h).

Przekonajmy sie, czy rzeczywiscie reszta R jest mala wyzszego rzedu. Obliczajac jawnie przy-
rost funkcji mamy

f7ac:

hizhy
Af(0,0) = [EEw R R(hg, hy),
z Ty
Biorac na przyktad h, = h,, dostajemy
lim —R(hx’hx) = l,
he—0 h 2

a wiec reszta nie znika dostatecznie szybko.

Definicja rézniczki zupelnej:

Jesli funkcja jest rozniczkowalna, to czesé liniowa w przyrostach zmiennych (oznaczonych przez
dx i dy) przyrostu funkeji f(z,y)
df = fdz + f,dy

nazywamy rozniczka zupelna. Mozemy wtedy napisaé

Af =df + R(dz, dy).

Interpretacja geometryczna pochodnej

W  przypadku  jednej  zmiennej
pochodna okresla tangens nachyle-
nia stycznej do krzywej danej row-
naniem y = f(z). Dla funkcji dwoch
zmiennych  wykresem funkcji  jest
powierzchnia dana przez z = f(z,vy).
Domyslamy sie, ze teraz bedzie
chodzito o plaszczyzne styczna do
tej powierzchni. Przypomnijmy, ze
prosta MyT jest styczna do krzy-
wej K w punkcie My, jesli odlegtosé
MP zmiennego punktu M na krzy-
wej K od prostej MyT jest maly
wyzszego rzedu niz odlegltosé M My,
tzn. liIIlMMO_,O MP/]\/[()P = 0.
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Analogicznie definiujemy plaszczyzne styczng: plaszczyzna P jest styczna w punkcie M,
powierzchni S, jesli odlegto$¢ M P zmiennego punktu M powierzchni S od tej ptaszczyzny jest
mala wyzszego rzedu od M My, tzn. limysp, o M P/M My = 0.

Rownanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt My(xo, yo, 20) jest dane rownaniem

Z— 2y = Ax(x - xO) + A’l/(y - y0)7

gdzie A, A, sa wspdlczynnikami kierunkowymi tej ptaszczyzny. Jesli poréwnamy to z wyraze-
niem na przyrost rozniczkowalnej funkcji z = f(z,y) w punkcie xg, yo,

Az = f.dx + f,dy + R(dz,dy),
to dochodzimy do nastepujacego

Twierdzenia:

Aby powierzchnia z = f(x,y) miala w punkcie My(xo, 3o, 20) plaszczyzne styczna potrzeba i
wystarcza, zeby w x = g,y = 3o funkcja f(x,y) byta rozniczkowalna. Wspotezynniki kierunk-
owe A,, A, tej plaszczyzny sa rowne pochodnym czastkowym f,, f, w tym punkcie.

Dow6d pominiemy.

Przyktlady:
1. Niech f(x,y) = —2* — 3>
a) pochodne czastkowe
f,w = —21’, f,y = _2y

sg ciagle wszedzie, funkcja jest wiec rézniczkowalna.
b) rézniczka zupela w punkcie xg, yo wynosi

df = —2xq dx — 2yy dy

¢) sprawdzimy, ze rzeczywiscie reszta zachowuje sie poprawnie. Obliczamy jawnie przyrost
funkcji

Af = fzo+ dz,yo + dy) — f(zo,y0) = —(z0 + dz)* — (yo + dy)® + 22 + y2 = df — da® — dy>.

Widad, ze reszta jest mata wyzszego rzedu niz przyrosty zmiennych dx i dy.
d) réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie xg, yo

z+ x5+ yg = —220(x — o) — 2y0(y — Yo)-

2. Jedli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie xg, 1o, to ma w tym punkcie wszystkie pochodne
kierunkowe i rézniczke zupelna, Ale moze by¢ tak, ze funkcja ma w xq, yo wszystkie pochodne
kierunkowe, a nie mie¢ w tym punkcie rézniczki zupelnej. Przyktadem takiej funkcji jest

xy?

= m, dla 2? + y2 > 0, f(0,0) =0.

f(z,y)
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Obliczamy pochodne kierunkowe w kierunku zadanym przez r = at, y = (5t

aff%t

daf )
g ar= =

flat, pt) =
Pochodne czastkowe w (0,0) sa rowne zero, a przyrost funkcji w tym punkcie wynosi

dzx dy?
Af = ———.
/ dx? + dy*

Gdyby funkcja miata rozniczke zupelna, to przyrost powinien byé¢ mata wyzszego rzedu niz
dzx,dy, a nie jest co wida¢ wybierajac np. dx = dy?, bo wtedy Af = 1/2.

Jezeli istnieja wszystkie (dowolne) pochodne kierunkowe funkcji f w punkcie Fy, to méwimy,
ze jest ona rozniczkowalna w sensie stabym (Gateaux) w tym punkcie. Nie gwarantuje to
rézniczkowalnosci w sensie mocnym.

Dla funkcji wielu zmiennych zachodzi

Twierdzenie:

Wzor Lagrange’a

Jesli funkcja f(z,y) jest rozniczkowalna wewnatrz obszaru D, to dla punktow (z + h,,y + hy)
i (x,y) lezacych wewnatrz D i ktore mozna poltaczy¢ odcinkiem prostym lezacym caltkowicie w
D istnieje takie 0 < 6 < 1, ze zachodzi wzor

f@+ he,y+hy) — f(z,y) = fa(x+ Ohy,y + O0hy)hy + fo(x + Ohy,y + Ohy)hy,

ktory jest analogiem znanego wzoru Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej.

Dowdd:  Definiujemy funkcje zlozona F'(t) = f(x + thy,y + th,). Funkcja ta jest ciagla i
rozniczkowalna dla 0 < ¢ < 1. Jej pochodna wynosi

F'(t) = fao(x + thy,y + thy))hy + [,(x + the,y + thy)h,.

Jesli do F'(t) zastosujemy wzor Lagrange’a i potozymy ¢ = 1, to dostajemy teze twierdzenia. cbdo

3.10 Roézniczki wyzszych rzedow

Niech Py = (x9,90) 1 P’ = (2o + dz,yo + dx) oraz T = dP = (dx,dy). Zdefiniujemy rozniczke
zupetng rzedu k jako

k
d*f(z,y) = <dr% + dy(%) f(z,y).

Dla k£ = 1 mamy oczywiscie df = da}% [+ dyaa—y f. Korzystajac ze wzoru Newtona mamy
0 o\" [ n o f R
dr— 4+ dy— = ————dx"dy"".
( Yo T y@y) / ;( k > Ok oyn—Fk oy
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3.11 Wzér Taylora dla funkcji wielu zmiennych

Przypomnijmy, ze poprzednio udowodniliSmy twierdzenie, ktore mowi, ze jezeli funkcja f posi-
ada n pochodnych w otoczeniu punktu x = a, to

n k) (g
1@ = 1)+ 3 T 4 R

gdzie R,(x,a) jest mata wyzszego rzedu niz (x — a)” — inaczej mowiac,

lim Rn(z,0) _

z—a (:C — a)” N

Zanim uogdélnimy to twierdzenie na przypadek wielu zmiennych, przepiszemy je za pomoca
rozniczek. Korzystajac z

df = fla)(w —a),  &f=f"(a)(x~a), ... d"f=["(a)(@—a)
dostajemy wzor Taylora w nastepujacej postaci
1) = f@+ 3 D g (0.
k=1 )

Jesli funkcja ma n + 1 pochodng, to reszte R, mozna zapisa¢ w postaci Lagrange’a

A" a+60(zx—a
Bn(w,0) = ((n+§)1 2

(0<0<1).

Mozemy teraz sformutowad

Twierdzenie — Wzo6r Taylora:

Niech f(z,y) bedzie klasy C"*V) (tzn. (n + 1)-krotnie roézniczkowalna w sensie mocnym) w
pewnym obszarze zawierajacym odcinek o koncach A(zo,yo) i B(zo + hy, yo + hy). Na odcinku
AB znajduje sie taki punkt C'(zo + 0hy, yo + 0hy), ze

f(@+ he,y + hy) = f(x0, yo) +Zk—,f+Rm
k=1

gdzie

o 9 | 9 0
— 4 —\k = ——(hy— _-
gz Phug o He= aiegs t g,

i gdzie pochodne funkeji f w wyrazeniach d*f dla & < n s3 obliczone w punkcie A, a pochodne
w reszcie I, w punkcie C'.

d'f = (ha )y

Dowdd: Rozpatrzmy funkcje ztozona F(t) = f(xo+thy, yo+th,) zmiennej ¢ € [0, 1]. Funkcja
ta ma pochodne az do rzedu n + 1. Stosujac dla niej rozwiniecie wokot ¢ = 0 1 podstawiajac w
tym rozwinieciu ¢t = 1 dostajemy teze twierdzenia. cbdo
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W powyzszym twierdzeniu skorzystaliSmy z zalozenia, ze funkcja f jest (n+ 1)-krotnie razy
rozniczkowalna, co pozwolito skorzystac¢ z postaci Lagrange’a dla reszty R,. Jesli nie ma n + 1
pochodnej, to powyzsze twierdzenie tez zachodzi z warunkiem dla reszty (stusznym dla R, w
dowolnej postaci — nie tylko Lagrange’a)

Zauwazmy, ze wzor Taylora mozna réwnowaznie zapisa¢ za pomoca pochodnych kierunk-
owych, gdyz

0 0

d*f = (hy= + hy—

J=( “or Yoy

Dla funkcji wielu zmiennych obowigzuje réwniez twierdzenie o wartosci redniej (Taylora).

Rozwazmy funkcje f rézniczkowalna na obszarze otwartym O i niech punkty A(zo,yo), B(xo+

hy,yo + hy) € O. Zakladamy, ze O zawiera caly odcinek taczacy punkty AB, to znaczy

C(t) = (xo + the,yo + thy) € O, t € [0,1]. Obowiazuje wowczas

)'f = (h- V).

Twierdzenie o wartosci $redniej:

Jezeli f jest funkcja rozniczkowalng na O zawierajacym punkty C(¢), to istnieje 0 < 6 < 1
takie, ze

f(B) = f(A) =h-V[(C(0)).

Dowod: Definiujemy funkcje ztozona jednej zmiennej g(t) = f(C(t)). Wowcezas ¢'(t) =
h-V f(C(t)). Z twierdzenia o wartosci Sredniej dla funkcji jednej zmiennej mamy ¢g(1) — g(0) =
g'(0) - 1, czyli teze twierdzenia. cbdo

3.12 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

W teorii funkcji jednej zmiennej pojecie pochodnej stuzyto do badania przebiegu zmiennosci
funkcji, w szczegolnosci szukania ekstreméw (minimoéw i maksimow) funkeji. Pokazalismy, ze
funkcja moze mieé¢ ekstremum lokalne tylko w takich punktach, w ktorych pierwsza pochodna
znika. Jest to warunek konieczny, ale nie wystarczajacy. Warunek dostateczny istnienia
lokalnego ekstremum mowi, ze pierwsza nieznikajaca pochodna musi by¢ pochodna parzystego
rzedu i w zalezno$ci od znaku tej pochodnej mamy minimum, gdy ta pochodna jest dodatnia,
i maksimum w przeciwnym wypadku.

Przejdziemy teraz do badania ekstreméw funkcji wielu zmiennych ograniczajgc sie, jak
zwykle, do przypadku funkcji dwoch zmiennych. Najpierw

Definicja ekstremum lokalnego:

Moéwimy, ze funkcja f(z,y) ma maksimum lokalne w punkcie P(xg, o), gdy istnieje taka liczba
0, 7e
f(xo,90) = f(x0 + hayyo + hy) dla k2 + R} < 6.
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Innymi stowy, w kole o srodku P i promieniu ¢ funkcja ma wartosci nie wieksze niz w P.
Jesli nier6wnosé jest w przeciwng strone, to funkcja ma w P minimum lokalne.

Twierdzenie — warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego:

Funkcja rozniczkowalna f(z,y) w pewnym obszarze moze mie¢ ekstremum lokalne tylko w
takich punktach P(xq, o), w ktorych pochodne czastkowe znikaja, to znaczy

fa(P) = fy(P)=0.

Dowo6d: Rzeczywiscie, niech w punkcie P = (xg, yo) bedzie np. lokalne maksimum. Woéwczas
funkcja jednej zmiennej f(z, o) ma w punkcie x = xo maksimum, wiec jej pochodna f (o, yo)
znika. Podobnie musi by¢ f,(zo, yo) = 0. cbdo

Zauwazmy, ze warunek konieczny istnienia ekstremum mozna zapisaé¢ tak

df(xm yO) = 07

bo jesli pochodne czastkowe w g, 9 sa rowne zero, to rozniczka zupetna znika dla wszystkich dz
i dy. I na odwrot, jesli rownosé df = 0 jest spelniona w pewnym punkcie, to wobec dowolno$ci
dx i dy kazda z pochodnych czastkowych musi znikaé.

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej punkt, w ktorym % =01 % =0
nazywamy punktem stacjonarnym. Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie stacjonarnym,

to rownanie plaszczyzny stycznej ma postaé z = (z — xo)% + (y — yo)g—i + 20, a wiec jest

ona rownoleglta do ptaszczyzny Oxy. Ale znikanie pochodnych czgstkowych (gradientu) nie
gwarantuje wystepowania ekstremum.

Przyktad:

Niech f(z,y) = 2* — y>. Wtedy w punkcie stacjonarnym (0,0) mamy f, = f, = 0. W tym
nie ma jednak ekstremum lokalnego. Znikanie pierwszych pochodnych jest tylko warunkiem
koniecznym, ale nie dostatecznym. W tym przykladzie widac¢, ze jesli ustalimy y = 0, to
funkcja f(z,0) = 22 jako funkcja jednej zmiennej z ma minimum w z = 0. Ustalajac natomiast
x = 0, funkcja f(0,y) = —y* ma maksimum w y = 0. Jak wida¢, ze punkt (0,0) jest punktem
siodtowym.

Twierdzenie — warunek wystarczajacy dla ekstremum:

Niech f posiada wszystkie pochodne czastkowe do rzedu drugiego, ciaglte w obszarze otwartym
O. Jezeli punkt P € O jest punktem stacjonarnym i dla dowolnego kierunku ¢ pochodna
kierunkowa w P spelnia

([-V)*f(P) >0,
to f ma minimum w punkcie P.

Jesli znak nieréwnosci jest przeciwny, to f ma w tym punkcie maksimum. Jes§li w zalezno$ci
od kierunku ¢ powyzsze wyrazenie ma rézne znaki, to punkt P jest punktem siodtowym.

www.fuw.edu.pl Jan Kalinowski: Wyklad z Matematyki 2L 2008/2009



92 ROZDZIAL 3. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

Nie podajemy $cistego dowodu, gdyz twierdzenie jest dosy¢ intuicyjne. Intuicje nasza opieramy
na naszej znajomosci funkcji jednej zmiennej i rézniczek funkcji wielu zmiennych. Dla ustalenia,
czy funkcja ma w punkcie P (g, yo) ekstremum czy nie, mozna rozwazy¢ roznice Af = f(x,y)—
f(xo,yo) w dostatecznie maltym otoczeniu P o promieniu p. Jesli Af > 0, to mamy minimum.
Rozktadajac ja wedtug wzoru Taylora do rzedu 2, wobec stacjonarnos$ci punktu P mamy

1
Af = §<h2f@$ + Qh@hyf,a:y + hzf’yy>7

gdzie pochodne czastkowe sa obliczone w pewnym punkcie (zg + 0hy, yo + 0hy), a h, = x — x
i hy, =y — yo. Normalizujac Af do dlugosci wektora ||h|| = p i przechodzac z p — 0, wobec
ciggtosci drugich pochodnych, mamy

Af/p— (I-VP[(P),
gdzie t, = hy/p, t, = hy,/p.

Przyktlad:

Niech f(z) = z*+y* W punkcie stacjonarnym (0, 0) znikaja drugie pochodne. Nasze kryterium
niczego nie rozstrzyga, cho¢ wiemy, ze jest tam minimum. W takich przypadkach nalezy badac¢
pochodne wyzszych rzedow.

Aby to kryterium mialo znaczenie praktyczne, musimy mieé¢ prosta metode ustalania znaku
drugiej pochodnej dla wszystkich pochodnych kierunkowych. Oznaczajac t = (t,,t,) mamy

At) = (F- V)2 f = 2 faw + 2laty [y + 2 f 1,

gdzie pochodne sa obliczone w punkcie stacjonarnym P(zg,40). A(t) jest wiec forma kwadra-
towa wektora t = (¢, t,) o wspotczynnikach danych przez wartosci drugich pochodnych czastkowych
w P. Interesuje nas znak tej formy. Niech forma kwadratowa A(t) bedzie dodatnio okreslona,

to znaczy jest dodatnia dla dowolnego ¢, A(t) > 0. Wowczas nie moga znikac jednoczesnie f ., i
[yy- Gdyby znikaly, to A(t) = 2t,t, f , miatoby przeciwny znak dla t; = (to,%o) i t2 = (to, —to).
Bez zmniejszenia og6lno$ci mozemy wybrac f ., # 0. Wtedy

At) = [z (ti + 2t,t, ;Z) + 6 [y

Dopeliamy nawias do pelnego kwadratu

(t) = f,m ty + thty + ty 2 - ty - f,yy = f;fm le + 1y + ty f;z;y - :
f,a:a: LT f,a:a: f,a:a: f,a:a:

N i [(tafae +tyfyy)? + t§<f’mfvyy N i’yﬂ

Oznacza to, ze aby A(t) > 0, musi by¢ fa.o > 0 oraz fuqf,, — f%, > 0. Gdyby$my chcieli
At) <0, t0 fop < 0o0raz fanfyy — f2, > 0.

Udowodnilismy wiec
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Twierdzenie:

Jezeli
2
f7mmf7yy - LY > 07

to w badanym punkcie stacjonarnym (xg, yo) funkcja f(z,y) ma ekstremum:
minimum lokalne przy f,, > 0
maksimum lokalne przy f,, < 0.
Jesli za$ fanfyy — f2, <0, to ekstremum nie ma, bo A(t) zmienia znak w zaleznosci od t.
W przypadku [, f 4y — iy = 0 do rozstrzygniecia zagadnienia istnienia ekstremum trzeba
uzy¢ wyzszych pochodnych; tym zagadnieniem nie bedziemy sie zajmowali.

3.12.1 Macierz drugiej pochodnej

Zauwazmy, ze warunek [, f,, — iry > () ma postac¢ zadania postawionego wobec wyznacznika
macierzy utworzonego z pochodnych czastkowych drugiego rzedu. Macierz te definiujemy jako

[ f,mm f,acy :|
M |:f,:ny fvyy ‘

Minory gtéwne tej macierzy to [, oraz fa.fyy —
mieszane s przemienne.

Whniosek

Warunkiem dostatecznym wystepowania minimum lokalnego w punkcie stacjonarnym F, jest
dodatnio$é¢ formy kwadratowej drugiej pochodnej, co jest réwnowazne dodatnio$ci minoréw
gtownych macierzy drugich pochodnych.

Poniewaz forma ujemnie okre$lona po zamianie znakéw wszystkich wyrazow przechodzi w forme
dodatnio okreslong, to warunek na maksimum lokalne ma postac f ., < 0 oraz f . f,y— ?xy > 0.

2

oy Lakladamy, ze pochodne czastkowe

W tej postaci warunek dostateczny tatwo przenosi sie¢ na przypadek funkcji wielu zmiennych
f(xy,za,. .., z,). Funkcja ta ma minimum lokalne w punkcie stacjonarnym (w ktorym wszystkie
pochodne czagstkowe znikaja), jesli wszystkie minory glowne macierzy drugich pochodnych

a;p a2 ... Qaip
21 QAo29 ... Q9

M = nl
Anp1 Ap2 ... QA9p

. 2 .
gdzie a;; = %, sg dodatnie. To znaczy
1O

ai;p a2 ... Qip

ap > 0, itz 0, e R BN}
o1 Q922
Ap1 Ap2 ... Qopn

Jesli w powyzszym ciggu zamienimy znaki > na < w nieréwnosci pierwszej, trzeciej, piatej itd.
to dostaniemy warunek na istnienie maksimum lokalnego.
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Powyzsze sformutowanie dostarcza praktycznego sposobu wyznaczania ekstremum lokalnego.

Przyktad:

Niech f(z,y) = 2* + y* + 2y — y — 2. Punkt stacjonarny wyznaczamy z f, =2z +y—2=0
oraz f, =2y+x—1=0, czyli P = (1,0). Drugie pochodne f,, =2, f,, =2, f., = 1, zatem

2 1
S

Poniewaz minory gléwne sa dodatnie, to w punkcie P funkcja f(x,y) ma minimum.

3.13 Ekstremum globalne

Jezeli funkcja f(x,y) jest ciggla na domknietym i ograniczonym zbiorze D C R?, to osiaga
ona swoje wartosci ekstremalne: maksimum i minimum (twierdzenie Weierstrassa). Wartosci
ekstremalne moga odpowiada¢ punktom stacjonarnym wewnatrz D (i sg to wtedy ekstrema
lokalne), albo punktom lezacym na brzegu. Aby znalezé ekstrema globalne f na D, nalezy:

1. Znalez¢ punkty stacjonarne f(z,y) i obliczy¢ wartosci f w tych punktach
2. Wyznaczy¢ maksymalna i minimalng warto$¢ f(x,y) na brzegu D
3. Z otrzymanych w punktach 1) i 2) wartosci wybra¢ najmniejsza i najwieksza.

Punkt 2 wymaga dodatkowego komentarza praktycznego. Jesli brzeg D jest konturem “gtad-
kim” (w jakims§ sensie rozniczkowalnym), to parametryzujemy ten kontur pewnym parametrem,
szukamy punktow stacjonarnych na tym konturze i obliczamy wartosci funkcji w tych punk-
tach. Jesli brzeg ma kilka “gtadkich” czesci potaczonych ze soba w sposéb nier6zniczkowalny
(tworzace “dziobki”), to szukamy punktéow stacjonarnych na kazdej czesci “gtadkiej”, obliczamy
tam wartosci funkcji i jeszcze dodatkowo nalezy obliczyé¢ wartosci funkcji we wszystkich “dz-
iobkach”. Dla wyjasnienie tej procedury i uzytego nazewnictwa rozpatrzymy nastepujacy

Przyktlad:
Wyznaczy¢ ekstrema globalne funkcji f(x,y) = 10 + 2zy — 2% na obszarze 0 < y < 4 — 22,

Jak widaé¢, obszar D jest zawarty pomiedzy osia x a parabola. Brzeg sktada sie z paraboli i
odcinka (czesci gtadkie) potaczonych dziobkami w punktach (x,y) = (—2,0) i (2,0). Postepu-
jemy zgodnie z powyzszym przepisem:

1. Szukamy punktéw stacjonarnych wewnatrz obszaru D z réwnan

f7x:2y_2x:0’ f7y:2x:()

Jedynym rozwiazaniem jest Py, = (0,0), ktory lezy na brzegu. Wartosé funkcji w tym
punkcie wynosi f(FP,) = 10.
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2. Brzeg sklada sie z dwoch czesci gladkich: paraboli, ktéra mozemy sparametryzowaé w
postaci y = g(z) = 4 — 2%, x € [-2,2] i odcinka y = 0, x € [-2, 2] oraz dwoch dziobkow
w punktach (—2,0) i (2,0).
Najpierw badamy parabole y = g(x):

dh(z)
dx
Stad dostajemy dwa punkty stacjonarne P, = (—4/3,20/9), P, = (1,3), w ktorych

wartosci funkeji wynosza f(P) = 62/271 f(P) = 15.
Teraz badamy odcinek

h(z) = f(z,g(x)) = 10 + 2z(4 — 2?) — 22, = =62 —2r+8=0

dh(z)

= -2
dx v

h(z) = f(z,0) = 10 — 22, =

Rozwiazaniem jest punkt Py = (0,0).
I jeszcze wartosei funkeji w dziobkach: f(—2,0) =6, f(2,0) = 6.

3. 7 por6éwnania powyzszych wartosci funkeji w Py, P, 1 P, dostajemy wiec
fmax = 15 oraz fn]in == 62/27

3.14 Pochodna odwzorowania przestrzeni wektorowych

Do tej pory rozwazaliémy funkcje wielu zmiennych, to znaczy odwzorowanie R® — R!. Teraz
rozpatrzymy odwzorowania przestrzeni wektorowej w przestrzen wektorowg & : X — Y,
O(X) =Y, gdzie X 52 = (x1...2,), Y 2y = (¥1...Ym). Oznacza to, ze wektorowi z z
przestrzeni X przyporzadkowany jest wektor y z przestrzeni Y (wymiary tych przestrzeni moga
by¢ rozne. Jesli w tych podprzestrzeniach wybierzemy jakies bazy, to odwzorowanie to jest w
pelni okreslone przez podanie m funkcji n zmiennych y; = y; (1 ... x,) = yi(x).

Definicja:

Moéwimy, ze @ jest odwzorowaniem rézniczkowalnym w punkcie x, gdy funkcje y; sa funkcjami
rozniczkowalnymi. Oznacza to, ze istnieje otoczenie punktu z, w ktérym przyrost wartosci
funkcji y; mozna zapisaé jako

yi(z+ h) — Za hj +7i(x, h),

przy czym |ri(z, h)|/||h[] — 0.

W powyzszej definicji pochodne czastkowe s obliczone w punkcie x. Mozemy te pochodne
ustawi¢ w macierz

P 9

B B (Vy)T
A= (yi;) = : : = :

8’11 a?:jnn (Vym)
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Jesli reszty ustawimy w wektor R(x,h) = (r1(x,h)...ry(z, h)), to warunek rozniczkowalnosci
w x odwzorowania ® mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci

®(x+h)—®(x)=Ah+ R(z,h),

a warunek na znikanie reszt

IR W _ V2oiri (X h) 30l
il 1A — IRl '

Macierz A bywa nazywana macierza gradientow, macierza pochodnych (lub pochodna) badz (i
to bedzie okreslenie uzywanie przez nas) macierza Jacobiego odwzorowania .

Przyktlady:

1. Pochodna odwzorowania liniowego R" >z — y=A-2x € R™.

n aiy ... Qn T

Ym, Am1 -+ Qmn Tn

Z liniowosci tego odwzorowania mamy A-(x+h) — A-x = A-h. Zatem (A-x) = A, to znaczy
A jest macierzg pochodnych, a reszta R(z, h) = 0.

2. Biegunowy uklad wspotrzednych (z,y) € R? — (p,¢) € [0,00[ x [0,27] C R?, x = pcos ¢,
y = psin ¢. Macierz Jacobiego

dz Oz .
? §_¢ _ ( cos¢p —psino ) . (3.1)
6—?; % sing  pcos ¢

Odwzorowanie jest lokalnie wzajemnie jednoznaczne z wyjatkiem p = 0.

3. Sferyczny uktad wspotrzednych, x = rsinflcos¢, y = rsinflsing, 2 = rcosf. Macierz
Jacobiego

sinfcos¢ rcosfcos¢g rsinfsing
sinfsin¢ rcosfsing rsinfcos¢p |. (3.2)
cosf —siné 0

Wprowadzenie macierzy Jacobiego pozwala nam zrozumie¢ pewne zalezno$ci pomiedzy pochod-
nymi czastkowymi. Rozwazmy sekwencje odwzorowan

O: X =Y =i(zr...20) - ym(z1. .. 20)), U:Y—>Z=(y1--Ym) - 20(y1- - - Ym))-
Definiujemy zlozenie odwzorowan jako (¥ o ®)(z) = ¥(d(z)).

Twierdzenie:

J ezeli odwzorowanie ® : R"™ — R™ jest rozniczkowalne w punkcie x oraz odwzorowanie
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U : R™ — R! jest rozniczkowalne w punkcie y = ®(x), to ztozenie odwzorowan (¥ o ®) :
R" — R/ jest rézniczkowalne w punkcie z, a macierz pochodnej odwzorowania zlozonego jest
iloczynem macierzy pochodnych

(Vo @) () = W' (D(x)) ().

Nie podajemy dowodu: twierdzenie jest dosy¢ naturalne, a dowod cho¢ doéé prosty, jest zmudny.
Zamiast tego zapiszemy powyzszg rownos¢ w sposob jawny

321 8Z1 8y1 8y1
dyr " Oym oxry °° Oxn
/ . . / . .
V(y) = : : , P(x) = : :
0z 0z 8ym 8ym
oyr " Oym o1 Y Oz

Czyli iloczyn tych dwu macierzy daje nam pochodng superpozycji odwzorowan:
0z " 0z Oy
Ox; — Oy, Ox;

(U'(y) - (I)/<x))ij

Przyklady:

1 Pochodna funkcji wzdtuz krzywe;j.

Niech f: R® — R!, taka ze [ : (z1,22,23) — f(x1, 72, 23). Poziomicy tej funkcji nazywamy
zbior I,(f) = {z : f(z) = c}. Jest ona pewng powierzchnig zanurzona w R?. Rozwazmy krzywa
g: R = R3, taka ze g(t) = (x1(t), 22(t), x3(t)). Ztozenie dwoch funkeji f i g jest funkcja jednej
zmiennej w pewien podzbioér R!. Obliczymy pochodna przeksztalcenia fog, ktora jest pochodna
funkeji f wzdtuz krzywej g(t).

dxy
di

ogy < A dn O dry 0 dry (08 O Y| u
J N (9:1:1 dt 81’2 dt 81’3 dt N 63}1’6332’81'3 dt

dx3
dt

Pochodna f o g po t jest iloczynem skalarnym gradientu funkcji f i wektora stycznego do
krzywej g. Zauwazmy, ze jezeli g(t) jest zawarta w poziomicy, to % = 0. Wektor gradientu jest
prostopadly do poziomicy w danym punkcie (dokladniej mowiac do stycznej do poziomicy).
Rownanie plaszezyzny stycznej do poziomicy w punkcie (z9, 29, 29):

of of of

0 0 0

Ty — Ty — T T3 — X = 0.

( 1 l)axl +( 2 Q)axQ +< 3 3)81:3

2. Niech f(z,y,2) = 2z + 2% + 3>

Poziomica zerowa dana przez f(z,y,z) = 0 ma réwnanie z = —(z? + y?). Jest to rownanie

paraboloidy obrotowej. Wybierzmy na tej paraboloidzie kontur g(t) = (cost,sint, —1). Wtedy
flgt))=0i % = 0. Obliczmy te pochodng jako pochodng funkcji ztozonej

[cll_f —sint
dfgt) (of of OfN| o | _ )
dt B 82’)7 ay, Oz dt - (2'T7 2% 1> cost =0.
i 0

dt
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98 ROZDZIAL 3. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

3. Roéwnanie gazu doskonatego pv = RT'.
Rozpatrzmy przemiane gazu dang przez p=po+a-t, v =vy—b-1, a,b > 0. Szukamy zmiany
temperatury w funkcji czasu

oTN dp | (0T dv
op /), dt ov , dt

Bezposredni rachunek daje to samo

d_l(
arY

ar
dt

b
Ty —
R R

Vo — pob ab ab Voa — Pob ab
U [P [ L
(7 +5)

~a
R R R

1
o+ at)(vg — bt) = 7 [avg — bpg — 2abt] .

3.15 Funkcje uwiklane

Do tej pory méwiac o funkcjach mieliémy mieliSmy na mysli funkcje zdefiniowane przez podanie
przepisu na obliczenie wartosci funkcji w postaci

y=f(z), z2=f(zy), itd

Powyzsze definicje mozna réwnowaznie zapisa¢ jako

y— f(z) =0, z— f(x,y) =0, itd.

Sa to szczegOlne postaci ogodlniejszych relacji
F(z,y) =0,  F(z,y,2)=0, itd.

Postawimy teraz pytanie, kiedy relacje typu F(z,y) = 0, ktorych nie mozna jednoznacznie
rozwikla¢ do postaci y = f(z), definiuja funkcje.

W ogolnosci zbior E punktow (z,y) speliajacych relacje typu F(z,y) = 0, tzn. FE =
{(z,y) : F(z,y) = 0}, moze by¢ bardzo roéznorodny. Np. dla F = z% + y? + 1 zbiér F
jest pusty, a dla F' = 2% + y? — 4 jest okregiem. W pierwszym przypadku F nie definiuje
zadnej funkcji, w drugim relacji z° + y? — 4 = 0 nie mozna rozwikla¢ globalnie, bo wykresem
zadnej funkcji y = f(z) nie moze byé¢ okrag. Mozna jednak te relacje rozwiktaé¢ lokalnie wokot
niektorych punktow. Na przyktad, dla punktow spetniajacych te relacje iy > 0 mozna to zrobi¢
dostajac y = v4 — x2, natomiast jesli y < 0, to y = —v/4 — 2. Tej relacji nie mozna jednak
rozwikltaé do postaci y = f(x) wokol dowolnie matego otoczenia punktu (z,y) = 2,0). Ale w
otoczeniu tego punktu mozna powyzsza relacje rozwiklaé do postaci x = /4 — 2.

Definicja funkcji uwiklanej:

Niech zbior E = {(z,y) : F(x,y) = 0} zawiera punkt (xo, yo). Jesli istnieje otoczenie O punktu
(%0,%0), w ktorym y = y(x) (lub x = x(y)) dla wszystkich (z,y) € F, to funkcje y(z) (z(y))
nazywamy elementem funkcji uwiktanej w otoczeniu (xg, yo).

Jasne jest, ze termin “funkcja uwiklana” odnosi sie tylko do sposobu przedstawienia tej
funkcji, a nie do jej istoty.
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3.15. FUNKCJE UWIKLANE 99

Interesowa¢ nas bedzie zagadnienie istnienia i jednoznaczno$ci funkcji uwiktanej. O tym
moéwi nastepujace

Twierdzenie:

Jesli funkcja F'(x,y) ma pochodne czastkowe F, i F,, ciagte w otoczeniu punktu (zo, yo) 1 jezeli

F(l‘07 yO) = 07 i Ey(x07 ?Jo) 7é 07

to:
(a) istnieje dostatecznie male otoczenie xg, w ktorym relacji tej odpowiada dokladnie jedno
rozwigzanie y = y(x),
(b) funkcja y(z) ta jest tam ciagla i ma w nim ciagla pochodna wyrazona wzorem
,_ Fa(zy)

y == :
Ey(x,y)

Dow6d pominiemy. Intuicyjnie to twierdzenie jest jasne: tam, gdzie styczna do krzywej
f(z,y) = 0 nie jest pionowa, mozna poda¢ lokalnie y = y(z). Jesli F,(x¢,y0) = 0, ale

F . (x0,y0) # 0, to mozna to rozwikla¢ do postaci z = z(y), gdyz tam styczna nie jest pozioma.
Jezeli natomiast jednoczesnie

F(xo,y0) = 0, Fao(zo,90) =0 1 Fy(zo,y0) =0,

to tej funkcji nie da sie rozwikta¢ ani wzgledem z, ani wzgledem y. Taki punkt nazywamy
punktem osobliwym réwnania f(x,y) = 0.

Uwaga: Zwro¢my uwage na lokalny charakter tych stwierdzen na temat funkcji uwiktane;j.
Odnosza sie one jedynie do elementu funkcji uwiktanej w pewnym otoczeniu rozpatrywanego
punktu. Niemniej jednak, i takie stwierdzenia sa bardzo wazne i praktyczne. Pozwala szy-
bko rozstrzygnaé¢ nietatwe zagadnienie, np. czy réwnanie z2Y — 2%y% + (1 — 2?)siny = 0 ma
rozwigzanie w postaci y = y(z) w otoczeniu z = 0?7 Odpowiedz jest twierdzaca. Punkt (0,0)
spelia powyzsza relacje i jej pochodna po y w tym punkcie jest dodatnia.

Zauwazmy, ze jesli istnieje y(x), to wzor na jej pochodna mozna uzyska¢ rézniczkujac po
relacje F(z,y(x)) = 0. Dostajemy
F,o: + y/f,y =0,

7z czego wyprowadzamy wzor na y'. Rozniczkujac te tozsamos$é ponownie po x dostajemy
Fow+ ?J’F,m + y/E:cy + y,zEyy + y”Ey =0,
skad po uwzglednieniu wzoru na g’ otrzymujemy wzor na drugg pochodna

FmF?/ - 2Ewa:vEy + F,ny,?c
_ F% .

"

Rozszerzenie tych rozwazan na funkcje uwiktane wielu zmiennych jest proste. Zapytajmy,
kiedy mozna rozwikla¢ lokalnie relacje F'(x,y,z) = 0 do postaci z = z(z, y)?

www.fuw.edu.pl Jan Kalinowski: Wyklad z Matematyki 2L 2008/2009
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Twierdzenie:

Jegli funkcja F'(x,y, z) ma pochodne czastkowe F,, I, F, ciagte w otoczeniu punktu (zo, o, 20),
w ktorym
f<x07y07 ZO) = 07 l F,z(??m Yo, ZO) 7£ 07
to istnieje otoczenie (xg,yo), w ktorym jest doktadnie jedno rozwiazanie z = z(x,y) ciagle z
ciggtymi pochodnymi czastkowymi
0z F, 0z F,

or  F. oy

3.16 Ekstrema funkcji uwiklanej

Powyzsze wzory na ¢y’ i y” elementu y = y(x) funkcji uwiklanej pozwalaja na wyznaczenie
ekstreméw lokalnych tej funkcji nawet bez mozliwoéci jej rozwiklania! W tym celu nalezy
rozwigza¢ uktad rownan

)

F:r:r
F(il?,y):(), F:L’:O7 7_7&07
Ey

gdyz w punkcie podejrzanym o ekstremum wyrazenie na druga pochodna upraszcza sie do
y'=—Fa/Fy.

Przyktlady:
1. Obliczy¢ 4’ i y” funkcji danej relacja

In/22 4+ y? = arctg%.

Rozniczkujac obie strony wzgledem x (i traktujac y = y(x)), dostajemy

20+ 2yy  wy —y epvli , Tty
x? 4+ y? 2+ y?’ Y 4 T—1y
Roézniczkujac drugi raz i wstawiajac v/, dostajemy
v Tty
Y =2
(z —y)

Podobnie mozna obliczy¢ wyzsze pochodne y po z.

2. Zmnalez¢ ekstremum funkcji uwiktanej y(z) danej rownaniem
F(z,y) =2 +y* — 3azy = 0.
Obliczamy pochodne czastkowe

Fo=3(z"—ay),  F,=3("—ax).

)
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Rozwigzaniem uktadu F' =01 I, = 0 sa dwa punkty
(2,9) = (0,0) i (x,y) = a(V2,V4).

Poniewaz w pierwszym punkcie I, = 0, to ten punkt jest osobliwy. W drugim punkcie
F, = 3a®v/2 # 0. Obliczamy w drugim punkcie F,, = 6z > 0, wiec y” < 0, co oznacza,
ze jest tam maksimum.

3. Niech z bedzie okreslone jako funkcja z i y rownaniem

z=1a+yp(2).
Pokazemy, ze zachodzi
0z 0z

przy zalozeniu 1 — y¢'(z) # 0.
Ze wzoréw na pochodne czastkowe mamy

0z 1 0z ¢(2)

or  1—yg(z) Oy 1-yo(z)

z czego juz wynika powyzsza réwnosc.

4. Znalez¢ ekstremum funkcji uwiklanej y(z) danej rownaniem
F(x,y) = 2* +y* — 4zy = 0.
Obliczamy pochodne czastkowe
F, = 42" — 4y, F,=4y* — 4z.

Rozwigzaniem uktadu F' = 01 F, = 0 sa trzy punkty: P = (0,0), P, = (V/3,V27) i P, =
(=v/3,—v/27). W punkcie P, znika F,, a wigc jest to punkt osobliwy. Druga pochodna
F .. = 122% w obu punktach P, i P, jest dodatnia. Z kolei F, = 4y® — 4z jest dodatnia w P,
i ujemna w 5. Stad wnioskujemy, ze w P; jest lokalne maksimum, a w P, lokalne minimum
funkcji uwiktane;j.

3.17 Ekstrema zwigzane

Stawiamy nastepujacy problem. Chcemy znalez¢ maksimum funkeji f(z, y), ale tylko dla punk-
tow spelniajacych pewne rownanie g(x,y) = 0 zwane rownaniem wiezow.

Definicja ekstremum zwigzanego:

Mowimy, ze funkcja f(x,y) ma w punkcie (zg,1yo) maksimum zwigzane (warunkowe) przy
warunku g(z,y) = 0, jesli

[(xo,90) = f(z,y)
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we wszystkich punktach (z,y) pewnego otoczenia (z — )% + (y — yo)? < r2, ktore spetniaja
ten warunek. O funkcjach f i g zakladamy, ze sa okreslone i ciggle w otoczeniu (zg, yo)-

Analogicznie definiujemy minimum warunkowe.

Zalozmy, ze funkcje f i g maja pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu ciagle i ze
9.y(z0,y0) # 0. Wtedy w okolicy (zg, yo) warunek g(z,y) = 0 mozna rozwikla¢ do postaci y =
y(x), wiec zagadnienie szukania ekstremum zwigzanego sprowadza sie do problemu znalezienia
ekstremum funkcji jednej zmiennej F'(z) = f(x,y(z)). Warunki na istnienie ekstremum sg
postaci

F’(%) = fat f7yy, =0, FU($) = faz + 2f,a:yy, + f7yy(y/)2 + f7yy” # 0.
Pochodne ¢ i y” funkcji uwiklanej realizujacej wiezy g(z,y) = 0 sa dane przez

y = Yz y" = _gwxg?y —292y929y T g7yyg?m
9y 95

Uwzgledniajac je, dostajemy
F'(x) _ f,a:g,y - f,yg,a:
Gy

i podobnie dla F”. Dostajemy wiec nastepujace

Twierdzenie:

Funkcja f(x,y) moze mie¢ ekstremum przy warunku g(z,y) = 0 tylko w takich punktach, w
ktorych g(z,y) = 0 oraz

f7xg7y - f,yg,z =0

i ma maksimum (minimum), gdy F”(z) <0 (F"(x) > 0).

Zauwazmy, ze rownanie f,g, — f,9. = 0 mozna otrzymac¢ jako wynik usuniecia parametru
A z ukladu réownan:

fﬂ?—’_Ag,l’:Oa f7y+>\g,y=0

i lewe strony tych rownan sa pochodnymi czgstkowymi funkcji ®(x,y) = f + Ag. Wobec tego
powyzsze twierdzenie mozna sformutowaé¢ w nastepujacej sposob:

Tworzymy funkcje ®(x,y) = f + Mg, gdzie A jest stala i szukamy ekstremum @ traktujac
x i y jako niezalezne. 7 warunkéw koniecznych na istnienie ekstremum & i réwnania wiezow
g(z,y) = 0 wyznaczamy nastepnie x iy (i \).

Metode te nazywa sie metodqg mnoznikow nieoznaczonych Lagrange’a. Latwo jest ja uogolnié
na przypadek szukania ekstremum f(xy,...,z,) funkcji n zmiennych przy zadanych r (r < n)
rownaniach wiezoéw. Tworzymy funkcje Lagrange’a ®:

D= flz1,...,2) + 2&91(9«"1,---,%),
i=1
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gdzie \; sa dowolnymi czynnikami stalymi i szukamy jej ekstremoéw, tak jakby xz4,...,x, byly
niezalezne. Z warunkéw na ekstrema @ i z réownan wiezow g; = 0 znajdujemy szukane 29, ..., 2%
(oraz AD).

Powyzsze twierdzenie okresla warunki konieczne na istnienie ekstremum. Warunek dostate-
czny mozemy uzyskaé¢ badajac, jak dla zwyklego ekstremum, znak przyrostu funkcji

A= flar,w) = [ ab),

z tym, ze argumenty musza spetnia¢ rownania wiezow. Stad warunek ten mozna zastapic¢ przez
przyrost funkcji P,
A=®(xy,...,2,)—0Y,...,20),

rn

w ktorej czynniki \; = \V. Z wezesniejszych rozwazan dla funkeji wielu zmiennych wiemy juz, ze

warunkiem dostatecznym na minimum (maksimum) jest dodatnia (ujemna) okreslonosé¢ formy

kwadratowej rozniczek dzq,...,dz,, ktorej wspodtczynniki sa dane przez pochodne czastkowe
0

aij = D4, obliczone w punkcie 2% ..., 2% przy czym rozniczki musza spelnia¢ warunek

wynikajacy z réwnania wiezéw dg = g ,dz + g,dy = 0.

Przyktlady:
1. Znalez¢ ekstrema funkcji f(z,y) = 2y, na okregu 22 + y2 = 1.

Funkcja Lagrange’a F(z,y) = zy + A(z? + y? — 1). Warunki konieczne na istnienie ekstremum
® + réwnanie wiezOw maja postac:

F F
a—=0=y+2)\x, a—=0=x—i—2)\y, 2 4+ y? = 1.
ox oy

Rozwiazujac dostajemy dwa rozwigzania:

1
A= —-, r=y==+t—7,
2 Y V2

1 1
>\:—, :L‘:—y::l:—

V2

W punktach (—1/v/2,-1/v/2)i (1/v2,1/V?2), f(z,y) = 1/2.

W punktach (~1/v/2,1/v2) 1 (1/V2,-1/V2), f(z,y) = —1/2.

Mamy tu zatem maksima i minima, bo na kole (zbiér domkniety i ograniczony) funkcja osigga
swoje kresy gorny i dolny.

2. Znalez¢ ekstremum funkcji f(z,y,z,t) = x+y+ 2, x,y,2z > 0, przy warunku g(z,y, z) =
ryz —a’ = 0.
Wprowadzamy funkcje Lagrange’a ® = f 4+ \g. Z warunkéw na istnienie ekstremum ®:

S,=1+Xyz=0, ... O,=14+X y=0
mamy
1
Yz =2 =29 Sr=y=z=a, A=-——.
a
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Zeby sprawdzi¢, czy jest w tym punkcie ekstremum, obliczamy druga rézniczke

zyzt

P=r+y+z—-—;
a

w tym punkcie:
2
d*® = —=(dxdy + drdz + dydz).
a

Z réwnania wiezOow rézniczki zmiennych spetniaja warunek
de +dy+dz = 0.
Wyznaczajac stad np. dz i wstawiajac do d?®, dostajemy
2 2 1 2 2
—a(da;dy — (dx + dy)*) = a((dl‘) + (dy)* + dzdy).

Poniewaz ta forma jest dodatnio okre$lona, to w znalezionym punkcie jest minimum warunkowe.
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3.18 Zastosowania

W tej czeéci bedziemy rozpatrywaé przestrzen wektorows R?

Jesli kazdemu wektorowi (z,y,2) € D C R?® przyporzadkowana jest pewna liczba ¢ =
o(z,y, 2), to mowimy, ze w D jest okreslone pole skalarne, a funkcje ¢ skalarem. Jesli kazdemu
wektorowi (x,y,z) jest przyporzadkowany wektor @ = (w,,w,,w,), gdzie w, = w.(x,vy, 2),
w, = wy(z,y,2) 1 w, = w,(x,y,2), to moéwimy, ze jest okreslone pole wektorowe. Wielkosci
fizyczne, jak sita, ped, sa wektorami, natomiast masa lub temperatura, sa skalarami.

3.18.1 Gradient i potencjal

Jak wiemy, gdy w obszarze D jest pole skalarne, ktore jest funkcja rézniczkowalna, to mozemy
okresli¢ pole wektorowe bedace gradientem tego pola

W= (grad)d = (¢ o,y b,2)-

Jesli pole wektorowe w wyrazi¢ mozna jako gradient pewnego pola skalarnego ¢, to moéwimy, ze
pole wektorowe w jest potencjalne, a pole skalarne ¢ nazywamy potencjalem pola wektorowego.

Przyktad:

Potencjal grawitacyjny punktu materialnego o masie m umieszczonego w punkcie (o, yo, 20) W
punkcie o wspolrzednych (x,y, z) jest dany wzorem

¢ =k—,
T

gdzie 1 = /(z —x0)2 + (y — y0)2 + (2 — 20)2. Potencjal ma symetri¢ sferyczna wzgledem
punktu materialnego, gdyz powierzchnie statej wartosci potencjatu (powierzchnie ekwipotenc-
jalne) sa sferami o §rodku w tym punkcie materialnym.

Natezenie pola grawitacyjnego jest polem wektorowym réwnym gradientowi potencjatu

g = —graddo.
Obliczmy sktadowa natezenia pola w kierunku osi x.
o _ _
gx:——qb:k@x xozkm(aﬁ xo)‘
ox rz r r3

Podobnie obliczamy pozostale sktadowe. Widzimy, ze pole grawitacyjne ma postac

—

— r —
g:kmr_37 7= (T — 0, Y — Yo, 2 — 20),

to znaczy jest centralne, skierowane wzdtuz wektora od masy m do punktu obserwacji i jego
warto$¢ maleje z kwadratem odleglosci.

Nie kazde pole wektorowe ma potencjal. Warunkiem koniecznym na istnienie potencjatu
pola wektorowego 0 jest

Wy oy — Wy = 07 Wy, z — Wy y = 07 We oz — Wy e = Oa

co wynika z wyrazenia na gradient i rownosci drugich pochodnych mieszanych potencjatu.
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3.18.2 Dywergencja i rotacja

Majac okreslone pole wektorowe W, ktorego sktadowe sg okreslone przez funkcje rézniczkowalne
mozemy zdefiniowa¢ dywergencje (rozbieznosé) tego pola przez
ow, Ow, Ow,

divw = p + By 92

E wax + wy?y + wZTZ.

Korzystajac z definicji operatora gradientu (nabla),

oz oy’ 9z
mozemy dywergencje pola w uwazaé za wynik mnozenia skalarnego operatora gradientu przez
pole 0, tzn.
divw = V - .
Bardzo wygodna w uzyciu jest notacja wskaznikowa, ktora juz czesciowo poznaliSmy. Za-
miast sktadowych z, y, 2 mozemy uzy¢ wskaznikow 1, 2, 3 do numerowania wspotrzednych. i-ita
sktadowa gradientu pola skalarnego ¢ wynosi

(gradd); = ¢,

a dywergencja pola wektorowego w jest rowna

3

divid = w1 + wa o + w33 = g Wi = Wy,
=1

gdzie w ostatniej rownosci przyjmujemy konwencje, ze po powtarzajacym sie wskazniku nalezy
rozumie¢ sumowanie po calym zakresie jego zmiennosci. Ta konwencja pozwala uprosci¢ no-
tacje, co znacznie utatwia zrozumienie wyrazen. Ale tez wymaga pewnej ostroznosci w nazy-
waniu wskaznikow, po ktorych ma byé¢ sumowanie.
Poniewaz, gradient pola skalarnego jest polem wektorowym, to mozemy obliczy¢ teraz dy-
wergencje gradientu pola skalarnego
Po 0P 0%¢

div grad¢ = V (Vo) = 92 + By + 52 = Ao

gdzie przez A oznaczyliSmy bardzo wazny operator rézniczkowy drugiego rzedu
A=V.-V=_—"m+—"5+=s

zwany laplasjanem. Operator ten mozna stosowaé do funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych.
Pojawia sie on w wielu rownaniach fizyki. Powyzszy wynik mowi, ze rozbieznosé (dywergencja)
pola potencjalnego jest rowna laplasjanowi potencjatu. W notacji wskaznikowej laplasjan pola
skalarnego to

Ap = ¢ .
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Poniewaz operator nabla traktujemy jak “wektor”, to mozemy “obliczy¢” iloczyn wektorowy
tego operatora z pewnym polem wektorowym. Wynik tego dzialania nazywamy rotacja (kraze-
niem) pola wektorowego, ktorej jawna postaé jest nastepujaca

ow, Ow, Ow, Ow, Ow, 8wm>

oy 0z 0z Ox ' Ox oy "

Wynik ten latwo zapamieta¢ korzystajac z mnemotechnicznego sposobu obliczania wyniku
iloczynu wektorowego dwoch wektorow. i-ta sktadowa tego iloczynu to

rot = V x @ = (

(Ax B); = €ijk Aj By

gdzie €;;; jest obiektem (tensorem) calkowicie antysymetrycznym zdefiniowanym w nastepu-
jacy sposob: jesli wskazniki ijk sa parzysta permutacja 123, to warto$¢ jest +1, jesli jest to
nieparzysta permutacja, to wartos¢ jest —1, a gdy jakis wskaznik sie powtarza, to 0. Korzysta-
jac z tej formalnej analogii operatora rozniczkowego nabla V ze zwykltym wektorem, mozemy
napisaé dla i-tej sktadowej rotacji

(I‘Ot w)i = €ijk Vj Wy = €k Wi 5

W tym wyrazeniu jest suma po wskaznikach j, £, ale na skutek wtasnosci ¢;; z tej sumy zostaja
niezerowe tylko dwa wyrazy, gdy 7, k sa rézne od siebie i r6zne od 1.
Zauwazmy, ze z formalnego zapisu operatora nabla jako wektora, tatwo widac, ze

rot(grad ¢) = V x V¢ = 0, div(rot @) = V - (V x @) = 0,

co jest tez tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Wzory te wyrazaja wazne wlasnosci pol:
pole potencjalne jest bezwirowe — jego rotacja wynosi zero,
pole wirowe jest bezzroédtowe — jego dywergencja wynosi zero.

3.18.3 Funkcje jednorodne

Funkcje f(x,y, z,...) zmiennych x,y, z, . . . nazywamy jednorodna stopnia a, jesli przy przeskalowa-
niu wszystkich zmiennych o czynnik A zachodzi

fOx, Ay, Az, ...) = A f(z,y,2,...).
Dla funkcji jednorodnych zachodzi wzér Eulera

of _of  of
Lyt 4= Y 2,
Yor +y(‘3y “92 * of @y 2.
co tatwo widaé rozniczkujac powyzsza definicje po A i wstawiajac A = 1.
Jesli zachodzi wzor Eulera, to funkcja musi by¢ jednorodna. Oznaczajac g(\) = f(Az, Ay, A\z,...)—
N f(x,y,z2,...), dostajemy réwnanie

Wezmy YA = A~%g(\). Rozniczkujac dostajemy +'(X) = 0, co oznacza, ze v jest funkcja stala.
Poniewaz (1) = g(1) = 0, to v(\) = 0, a zatem pokazalismy, ze f jest funkcja jednorodna.
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