ROZDZIAL 2

Przeksztalcenia liniowe

Zajmiemy sie teraz przeksztatceniami liniowymi w przestrzeniach wektorowych. Jako wprowadze-
nie do tego tematu rozpatrzymy zagadnienie zamiany uktadu wspotrzednych (bazy). Ograniczymy
sie do przestrzeni euklidesowych, a wtasciwie do R? oraz R3.

2.1 Zamiana ukladu wspéirzednych

Rozpatrzymy na wstepie prosty
Przyktlad:

Niech V = R? z baza kanoniczna {e} = {ei, e, e3}, gdzie e; tworza uklad ortonormalny.
Odwolujac sie do naszych intuicji wyniesionych z wezesniejszych rozwazarn, e; to wersory (wek-
tory jednostkowe) wskazujace osie uktadu wspolrzednych. Rozpatrzmy teraz wektor

v = be; — ey + 9e;

Jak wiemy, wektor v w danej bazie mozna przedstawi¢ za pomoca wspolrzednych, tzn. napisac
v = (5,—1,9). Dla podkreslenia, ze to sa wspolrzedne w bazie kanonicznej, dopiszemy wskaznik
e, tzn. v = (5, —1,9).. Stosowa¢ bedziemy tez nastepujaca, rownowazna notacje [v]. = (5, —1,9),
gdzie symbol [v], oznacza wspolrzedne wektora v w bazie e.

Jak pamietamy, baza moze by¢ dowolna trojka (bo rozpatrujemy V = R?) wektoréow liniowo
niezaleznych. Rozpatrzmy wiec nowg baze zlozona z wektorow s; = (1,2,1),, s2 = (2,9,0), i
s3 = (3,3,4)., gdzie podalismy wspotrzedne wektorow nowej bazy w bazie kanonicznej e. Latwo
sprawdzié, ze sy, S9, S3 sa liniowo niezalezne, wiec moga stuzy¢ jako baza. Pytanie: Jak w tej
bazie zapisa¢ wektor v?.

Wiemy, ze v = ¢1 81+ ¢y 89+ 3 s3, gdzie ¢; 83 z definicji wspotrzednymi w bazie s. Mozemy
wiec napisac

(57 _179) =0 (1727 1) +C? (27970) +C3 (37374)
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30 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

gdzie skorzystaliSmy z wyrazenia wektorow przez ich wspotrzedne w bazie kanonicznej. Przyrownu-
jac wspotrzedne dostajemy uktad rownan

5 = ¢+ 2¢y + 3¢3

-1 = 201 + 902 + 363
9 = c1 + 403
Rozwiazujac ten uktad dostajemy
61:1, 62:—1, 03:2

Zatem wektor v w bazie s ma nastepujaca reprezentacje za pomocg wspotrzednych v = (1, —1, 2);
lub rownowaznie: [v], = (1,—1,2). Warto podkresli¢, kolejnos¢ wspotrzednych zalezy od
porzadku, w jakim wybraliémy wektory bazy.

Przejdziemy teraz do ogblnego omodwienia problemu zamiany bazy. Dla uproszczenia za-
jmiemy sie przypadkiem dwuwymiarowym.

Rozwazmy przestrzeri wektorowa V (np. = R?) oraz dwie bazy B = {ui,us} i B’ = {u},u)}.
Bedziemy czasem nazywacé te bazy, odpowiednio, stara i nowa. Zakladamy, ze wektory starej
bazy (nieprimowanej) wyrazone w nowej bazie (primowanej) maja nastepujace wspolrzedne:

[w]p = { Z } [ua]pr = { 2 L;/

Innymi stowy, wektory u; i uy wyrazaja sie przez u} i vy w nastepujacy sposob
uy = au + bul, Uy = cuy + dub,.

Niech bedzie dany wektor v, ktorego wspotrzedne w bazie B sg rowne

i zapytajmy, jakie ten wektor ma wspolrzedne w bazie B'?
Aby wyznaczy¢ te wspolrzedne mozemy napisac:

v=Fky up + kg uy = ki(a vy + b ub) + ko(c v} + d uy) = (kra + kse)uy + (kb + kod)ul,
co oznacza, ze w bazie B’ wektor v ma nastepujace wspolrzedne
o= [tai] -2 2] (8] 5]
10+ kod b d ko b d
A zatem wspolrzedne wektora w nowej bazie B’ otrzymujemy mnozac sktadowe wektora w

starej bazie B przez macierz, ktorej kolumny sa wspolrzednymi wektorow starej bazy w nowej
bazie B’.
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2.1. ZAMIANA UKEADU WSPOLRZEDNYCH 31

Uogolniajac te rozwazania na przypadek n-wymiarowy, mozemy zwiazek miedzy wektorami
starej i nowej bazy zapisa¢ w postaci

n
U; = E Pjiuj.
Jj=1

Zwroéémy uwage na kolejnosé indekséw w macierzy P i fakt, ze sumujemy po j. I jeszcze jedna
bardzo wazna uwaga: u; i uj po obu stronach tej réwnosci sa wektorami numerowanymi przez
indeksy 7 1 j, a nie sktadowymi jakiegos wektora!!

Przy takiej konwencji skladowe pewnego wektora v w nowej bazie wyrazaja sie przez
skladowe tego samego wektora w starej bazie rownaniem

n

/

v; = E Pjv;.
=1

Latwo sie przekonac, ze wynik ten jest poprawny, gdyz
= S = S0 Y = 3 (3 ) =
i i j j i j

Macierz P nazywa sie macierza przejécia od starej do nowej bazy.

Alternatywnie mozemy podaé¢ wzory wyrazajace skladowe wektora w starej bazie przez
sktadowe w nowej bazie. Wtedy mamy

. /
v = E Djiv, gdzie u; = E Dijiug,
i J

a macierz D jest macierza przejscia od nowej do starej bazy i jest odwrotna do IP.

Dalsze przyktady bedziemy rozwazaé na ¢wiczeniach. Teraz zajmiemy sie pewnym szczegol-
nym przypadkiem, kiedy zamiana bazy polega na obrocie uktadu wspotrzednych.

vy

Rysunek 2.1: Obro6t uktadu wspotrzednych o kat 6
Na rysunku pokazano obrot uktadu wspotrzednych o kat 6. Jezeli wektory bazowe skierowane
sg wzdhuz osi wspolrzednych, to dokonaliSmy w ten sposéb zmiane ukladu wspoétrzednych. Za-

pytajmy, jak zmienily sie wspotrzedne pewnego ustalonego punktu ). W ten sposéb znajdziemy
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32 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

wzOr na zamiang wspoirzednych wektora, gdyz punkt ) wraz z poczatkiem ukladu zadaje wek-
tor OQ). Zgodnie z tym, co powiedzieliSmy powyzej

ik

gdzie z,y 12,y to “stare” i “nowe” wspolrzedne punktu (). Nalezy wyznaczyé¢ macierz IP, ktora
w tym wypadku ma dwie kolumny [u1]p 1 [us]p. Latwo je wyznaczy¢ rzutujac up i us na baze
primowana, badz obliczajac odpowiednie iloczyny skalarne. Korzystajac np. z rysunku, mamy

[ cosf sin 0
bl = | —sind } oraz [uals = { cos 0 }
A zatem )
| Pl cosf  sind x
y | y | | —sinf cosf Y
to znaczy
| cos@ sind ' = xcosf+ysinh
b= [—sinﬁ COSQ:| ub y = —xsinf+ ycosb

Na koniec zauwazmy, ze uogoblnienie powyzszych rozwazan na przypadek trojwymiarowy jest
stosunkowo proste, bowiem obrot dokonuje sie wzgledem pewnej osi. Jedli o§ obrotu pokrywa
sie z osig z prostopadla do plaszczyzny rysunku, to otrzymujemy

cos 6 sin @ 0
[ur]pr = | sin@ |, [us)p = | cosO |, Juslp =10
0 0 1
A zatem
cosf sinf 0
P=| —sinf cosf 0
0 0 1

Jesli 0§ obrotu pokrywa sie z osig x lub y, to odpowiednie wzory otrzymujemy przez proste
przestawienie kolumn i wierszy macierzy IP. Jezeli natomiast 0§ obrotu nie pokrywa sie z zadna
osig uktadu wspotrzednych, to problem staje sie bardziej ztozony i nalezy rozpatrywac tzw. katy
Eulera opisujace dowolny obrét w przestrzeni trojwymiarowej. Dlatego na razie pominiemy ten
przypadek i na zakonczenie podamy bez dowodu dwa bardzo intuicyjne twierdzenia.

Twierdzenie 1:

Jezeli P jest macierza odpowiadajaca zamianie bazy z B do B’, to woéwczas
(a) istnieje macierz odwrotna P!
(b) P~! odpowiada zamianie bazy z B’ do B.

Twierdzenie 2:

Jezeli P jest macierza odpowiadajaca zamianie bazy i bazy B do B’ sg ortonormalne, to

Pt =pPT
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2.2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE PRZESTRZENI WEKTOROWYCH 33

gdzie P” oznacza macierz transponowana.

Macierze posiadajace te wlasno$¢ bedziemy nazywaé¢ macierzami ortogonalnymi. Fatwo
zauwazy¢, ze w tym przypadku det P = +1, gdyz

1 =detPP~ ! =detP det P~ = det P det PT = (det P)?

7

W przypadku, ktory omawialiémy powyzej znak “+” odpowiada obrotom, a znak “—” obrotom

z odbiciem wzgledem jednej z osi.
2.2 Przeksztalcenia liniowe przestrzeni wektorowych

Definicja przeksztalcenia liniowego:

Niech W i V beda przestrzeniami wektorowymi nad K. Odwzorowanie (przeksztalcenie) A :
W — V nazywamy liniowym, gdy dla kazdych w,ws, w € W i XA € K zachodzi:

1° Alwy + wy) = A(wy) + A(ws) — addytywnos¢
20 A(Qw) = AA(w) — jednorodnos¢.

Wynik dzialania A(z) nazywamy obrazem wektora w, a zbior A(W') obrazow wszystkich
wektorow w € W nazywamy obrazem przestrzeni liniowej W. Wektor w € W, taki ze
A(w) = v € V, nazywamy przeciwobrazem v.

Uwaga: bedziemy czesto pisa¢ Aw, zamiast A(w).

Twierdzenie:

Jesli A jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni W, to obraz A(W) jest tez przestrzenia
liniowa.

Dow6d: Niech A odwzorowuje W € V. Wowcezas A(W) C V. Jedli vy, vy € V), to istnieja ich
przeciwobrazy wi,ws € W, dla ktorych v; = A(wy), vo = Awy. Wowcezas dla dowolnych liczb
a1, as € K mamy

a1V1 + AUy = alAwl + CLQA”LUQ = A(a1w1 + CLQ”LUQ) € A(W),

a wiec A(W) jest tez przestrzenia liniowa. cbdo
Przyklady :
1. W=R"V =R w=(w,w,,...,w,). Definiujemy przeksztalcenie liniowe wzorem:

A(w) = wy

tzn. wektorowi przyporzadkowujemy liczbe rowng jego pierwszej wspotrzedne;j.
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34 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

2. W =V =1R"i dany jest ustalony wektor wy € R"™, ||Jwo|| = 1. Odwzorowanie liniowe
Aw) = {wolw)wo

jest rzutem wektora w na kierunek wyznaczony przez wy. Przyklad 1 jest szczegélnym przykia-
dem rzutu.

3. W = C([a,b]) przestrzen funkcji ciggtych na odcinku [a,b], f € W, V = R!. Odwzorowanie

= ()

4. W = C*([a, b]) przestrzen funkcji ciagtych i nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalnych na
odcinku [a, b], f(z) € W,V = W. Odwzorowanie

jest odwzorowaniem liniowym.

df

f=f Pa=5

jest odwzorowaniem liniowym W w siebie.

5. Mnozenie wektora przez macierz
T: R'sz—T(z):=Ax e R"
gdzie A jest macierza n X n.

6. Obrot wektora w € W = R? o kat 0

A ]R29w={’;]—>/1(w):={ cos Sine] [ﬂe]a?

—sinf cos6

jest przeksztatceniem liniowym. Biorac x = rcosfy, y = rsinfy, mozemy z powyzszej relacji
wyprowadzi¢ wzory na sinus i cosinus sumy i roéznicy katow.

7. W=V=R" XeR! 0<\< 1. Przeksztalcenie
Alw) = \w

jest liniowe, zwane kontrakcja.

Proste wlasnosci przeksztalcen liniowych:

1. A(0) =
Dowod: A( ) = A(0w) = 0A(w) = 0
2. A(—w) = —A(w)

Dowod: A( w) = A((—1)w)

= (=D A(w) = —A(w)
3. A(w1 wg) A( ) A wg)
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2.2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE PRZESTRZENI WEKTOROWYCH 35
Dowdd: A(”LUl — w2) = A(w1 + (—1)’11)2) = A(’lUl) + (—1)A(w2)

Wyrézniona rola przeksztatcen liniowych wynika z faktu, ze sa one w pelni okre§lone przez
ich dziatanie na wektory bazy. Rzeczywiscie: niech:
S1 = {ei,ea,....em} baza w W
SQ = {fl;an---;fn} baza w V

Dowolny wektor W > w = z1e5 + ... + Tmem = Y, 2;¢; pod dzialaniem przeksztalcenia A
przechodzi w

Aw) = A(Z zie;) = Z iA(e:)

Zatem wystarczy zna¢ przeksztalcenie wektorow bazy A(e;) € V. Mozemy je wyrazi¢ w bazie
przestrzeni V'

Ale) = aufi +asifo+ ...+ apifo = Zajifj
j=1

Zwro¢my uwage na kolejnos¢ indekséow wspotczynnikéow aj;. Wstawiajac, mamy

n,

Alw) = Zajifj = Z(Z a;ixi) fj = yifi +yefot .+ yntfn (2.1)
Jj=1

i=1 j= Jj=1 =1

n

a wiec znalezliSmy posta¢ wspotrzednych

m
Yji = E AjiLi
j=1

w bazie f; obrazu wektora w wyrazonych przez wspotrzedne x; tego wektora w bazie e;. Mozemy
napisaé
Y1 ain ... Gim 1

Yn Qp1 .- Apm Tm

Macierz ustawiona ze wspolczynnikow aj; reprezentuje przeksztatcenie A. Dzieki temu wspolezyn-
niki rozktadu wektora A(w) w bazie Sy przestrzeni V otrzymujemy mnozac wspolczynniki
rozkltadu wektora w w bazie S; przez macierz [A]; = aj. Ma ona te wlasnosé, ze jej k-ta
kolumna sktada sie ze wspotczynnikow rozktadu wektora A(ex) w bazie {f;}.

Uwaga: Wspotcezynniki rozktadu zaleza od wyboru baz S i 5.

7 powyzszych rozwazan wynika wazny

‘Whniosek:

Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy przeksztatceniami liniowymi przestrzeni
m wymiarowych w przestrzenie n wymiarowe i macierzami n X m.
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36 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Rozwazmy baze kanoniczna

S I

oraz przeksztalcenie R? w R? okreslone nastepu-
jaco (patrz rysunek obok): .

Przyktlady:

1. Odbicie w dwoch wymiarach wzgledem osi y

A(61> = —€1
A(é’g) = €2

Woéwcezas reprezentacja macierzowa tego przeksztatcenia ma postac
-1 0
=[]
2. Odwzorowanie liniowe A : W — V, gdzie W = R? i V = R? z bazami kanonicznymi, tzn:

RB : wy = (17070)7 Wy = (07 170)7 w3y = (0707 1)
R* v = (1,0), vy =(0,1)

Odwzorowanie definiujemy przez podanie dziatania na wektorach bazy

A(wl) = M
A(wg) = 2U1 — V9
A(wg) = 47)1 - 3’02

Znajdziemy macierz odwzorowania A w bazach kanonicznych
A(x1wy + 2wy + T3ws) = Y101 + Yav2
[ a1 a2 a3 ] |:y1 ]
ag axp a23 Y2
Pamietamy, ze i-ta kolumna to obraz i-tego wektora bazy W w bazie V. A wiec
1 2 4 Y1
0 -1 -3 Yo

3. Skorzystamy teraz z przedstawienia macierzowego odwzorowania, zeby znalez¢ obraz konkret-
nego wektora. Zaktadamy A: R3> — R? oraz

wy, = (]_, 1, ].), Wy = (1, 1,0), W3 = (1,0,0)
A(wl) = (170)7 A(wQ) = (27 _1)7 A(wB) = (47 _3)
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2.3. JEDNOZNACZNOSC ODWZOROWAN LINIOWYCH 37

Jaki jest obraz wektora s = (2, —3,5) zadanego w bazie kanonicznej?
Musimy najpierw roztozy¢ wektor s w bazie w;

w=(2,-3,5)=5(1,1,1) — 8(1,1,0) + 5(1,0,0)
Teraz juz mozemy obliczy¢

A(2,-3,5) = BA(wy) — 8A(ws) + 5A(ws) = 5(1,0) — 8(2, —1) + 5(4, —3) = (9, —7)
5
1 2 4 9
PET R

2.3 Jednoznaczno$¢ odwzorowan liniowych

lub w postaci macierzowej

Definicja homomorfizmu:

Homomorfizm to zachowujace dzialania odwzorowanie jednego systemu algebraicznego (np.
grupy, pierscienia, przestrzeni liniowej) w inny system tego samego typu, tzn. h jest homomor-
fizmem z ' w (G, jesli dla dowolnych fi, fo € F' zachodzi

h(fi ®f2) = h(f1) ®h(f2)-,

gdzie () i Q) oznaczaja odpowiednio dzialania grupowe (dodawanie) w systemach F'i G.

Definicja izomorfizmu:

Niech A: W — V. Odwzorowanie A nazywamy izomorfizmem, jesli jest wzajemnie jednoz-
naczne, to znaczy kazdy element v € V jest przyporzadkowany doktadnie jednemu elementowi
w € W. Innymi stowy, zachodzi wynikanie

A(wl) = A(wg) = w1 = W2

Odwzorowanie liniowe A przestrzeni liniowych W — V' w oczywisty sposob jest homo-
morfizmem. Jedli jest to jednocze$nie odwzorowanie W na V, to A jest tez izomorfizmem.
Podkreslmy tutaj wage stowka “na”, co oznacza, ze kazdy wektor v € V' ma swdj przeciwobraz
w € W iv= Aw. Rzeczywiscie, definicje izomorfizmu mozemy zapisa¢ alternatywnie

A(wl) — A(wg) =0 = W, = Wsy
Alw) =0 = w =20
Czyli odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne, jezeli przeciwobrazem elementu 0 € V jest
element 0 € W. Mowimy tez, ze wtedy odwzorowanie jest nieosobliwe. Dla przeksztalcenia
liniowego mamy
Alw) = A(w +0) = A(w) + A(0) i przenoszac A(w) na lewa strone dostajemy
A(w) — A(w) = 0 = A(0)
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38 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Dla odwzorowan liniowych obrazem zera jest zero, wiec odwzorowania liniowe “na” sg izomor-
fizmem.

Definicja przeksztalcenia odwrotnego:

Niech A bedzie przeksztatceniem liniowym przestrzeni V na W, A: V — W. Dla kazdego w €
W istnieje wowczas doktadnie jeden wektor v € V| dla ktérego w = Av. Przyporzadkowanie
wektorowi w wektora v definiuje przeksztalcenie odwrotne do A i oznaczane przez A=': W —
V.

Nie kazde odwzorowanie liniowe A jest “na”. Wprowadzimy teraz

Definicja jadra odwzorowania A:

Niech A : W — V jest odwzorowaniem liniowym. Jadrem odwzorowania A nazywamy
podzbior W, ktory jest przeciwobrazem 0 € V', tzn.

kerA={weW: A(w)=0}.

Zauwazmy, ze ker A jest podprzestrzeniag liniowa W . Jak pamietamy, obraz przestrzeni W dla

przeksztatcenia liniowego A, tzn.

AW)={veV: \/ Alw) = v}

weWw

jest tez podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.
Ostatnie spostrzezenie sformulujemy teraz w formie twierdzenia i podamy formalny dowdd.

Twierdzenie:

Obraz A(W) i jadro kerA przeksztalcenia liniowego A sg przestrzeniami wektorowymi (pod-
przestrzeniami odpowiednio V' i W).

Dowéd:
1° Rozwazmy wektory v; € A(W), tzn. istnieja takie w; € W, dla ktorych A(w;) = v;. Musimy
wykaza¢, ze ich dowolna kombinacja liniowa tez nalezy do A(W'). Rzeczywiscie,

Zaﬂ)l = ZCQA(”LUZ) = A(Z CL{LU@)

gdzie w pierwszej réwnosci skorzystaliSmy z definicji v;, a w drugiej z liniowosci odwzorowania,
A. W ten sposob wykazalismy, ze > . a;v; € A(W).
29 kerA jest tez przestrzenia wektorowa, bowiem, jesli w; € ker A, to ich kombinacja liniowa

A(Z aw;) = ZaiA(wi) =0

tez nalezy do kerA. cbdo

Przyktad:
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2.3. JEDNOZNACZNOSC ODWZOROWAN LINIOWYCH 39

Niech A: R?® — R? bedzie zdefiniowana nastepujgco

n 0007 [m
Yo = 01 3 i)
y3 0 2 ]_ T3 ]
1 1]
Widzimy, ze A | 0 | =0, awieckerA={w € R*: A | 0 |}. Jest to przestrzen jednowymi-
0 0

arowa.

Z konstrukcji odwzorowania liniowego wynika, ze w obrazie A(W) jest tyle liniowo nieza-
leznych wektorow, ile jest liniowo niezaleznych kolumn macierzy przeksztalcenia. Udowodnil-
iSmy wiec:

Twierdzenie:

Wymiar przestrzeni A(W) jest rowny rzedowi macierzy A tego przeksztalcenia

dimA(W') = rankA

Przyktlad:
Rozwazmy odwzorowanie A : R?* — R? okreélone w bazach kanonicznych przez

1 1 2 il_yl
1 =1 3| 72| |y

xs3

Wymiar A(W) nie moze by¢ wigkszy niz 2, bo A(W) C R% Zauwazmy, ze

1 0
?)1:14 0 :|:1:|, ?)QZA 1 :|:_11:|
0 0

sg liniowo niezalezne. Zatem A(W) = R?,to znaczy dimA(W) = 2. Rozwazmy zatem wektor

0
5 1
vg=A1| 0 =[2}=—U1——U2

1 3 2 2
Widzimy, ze
1 0 0 5/2
5 1 5 1
51}1—51}2—1}3:0:14 5 0 —5 1 — 0 =A —1/2
0 0 1 —1
5/2
A zatem ker A jest w tym przyktadzie przestrzenia jednowymiarows wektorow postaci A | —1/2
—1
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40 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Zauwazmy, ze w obu przykladach dim(kerA)+dimA(W)=dimW. Nie jest to przypadek,
gdyz obowigzuje

Twierdzenie:

Jesli A: W — V jest przeksztalceniem liniowym, to

dim(kerA) + dimA(W) = dimW

Dowo6d: Niech {ws,...,w,} bedzie baza jadra kerA C W. Poniewaz W jest przestrzenia
wektorowa, to te baze mozna zawsze uzupeic¢ do bazy {wq, ..., w,, wyy1,...,w,} przestrzeni
W. Pokazemy, ze S := {A(w,41), ..., A(wy,)} jest baza w A(W).

1° S rozpina A(W). Dowolny v € A(W) daje sie zapisa¢ jako kombinacja wektorow z S. Dla
kazdego v istnieje w, ktorego v jest obrazem. Mamy wiec

n

V= A(w) =A <§n: ajwj) = Zn:ajA(wj) = Zr:ajA(wj) + En: Cle(wj) = Z ajA(wj)

j=r+1 j=r+1

gdyz pierwszy wyraz z suma do r znika z zalozenia, ze w;, j < r sa z bazy jadra.

2° Wektory z S sa liniowo niezalezne. Pytanie, czy obrazy wektoréw z S sa tez liniowo nieza-
lezne. Zalézmy, ze jest to nieprawda, tzn. istnieje nietrywialna ich kombinacja liniowa, ktora
znika, tzn.

Jj=r+1
i nie wszystkie k; znikaja. Z powyzszego zalozeniua wynika, ze Z?:T 41 kjw; € kerA. Zatem
daje sie zapisa¢ jako kombinacja wektorow bazy jadra {ws, ..., w,}, to znaczy
Z k:jwj = Z k?j”LUj
j=r+1 j=1
Ale {wy,...,w,} jest baza w W, wiec wszystkie k; musza znikac. Sprzecznosc. cbdo
Definicja:

Odwzorowanie liniowe A: W — V jest

injekcja  (odwzorowanie “w”) < kerA = {0}
surjekcja (odwzorowanie “na”) < A(W)=V
bijekcja & injekcja + surjekcja

Dla bijekcji méwimy, ze A jest izomorfizmem, a przestrzenie W i V sg izomorficzne.

Uwagi

19 Jesli dimW=dimV, to A: W — V jest izomorfizmem < kerA = 0
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2° Kazda przestrzen wektorowa o wymiarze n nad cialem K jest izomorficzna z K.

3° Izomorfizm jest odwzorowaniem odwracalnym. Jesli A : W — V jest izomorfizmem, to
istnieje A= : V — W takie, ze AA~! = A7 A jest przeksztalceniem tozsamogciowym.
2.4 Skladanie odwzorowan
Niech bedzie dany jest ciagg odwzorowan liniowych
wavEu
Zapisujac odpowiednie wektory w bazach W ({e1,....en}), V ({f1,-- s fu) 11U ({g1,---,a1})

Waw = zie1+ ...+ Tmém
Vov = y1f1++ynfn
Usu = 2191 + ...+ Z1g

oraz korzystajac z definicji poszczegdlnych przeksztalcenn w reprezentacji macierzowej

Y1 ] [ Ty
= A , A€ M,xm
Yn | ED
21 | [ Y1
= B| |, B € My
<l | Yn
mozemy zdefiniowaé ztozenie tych dwoch przeksztatcen
21 1
=B-A , B-Ae€ Mym
<l T,

Whniosek: macierz ztozenia dwoch przeksztalcen jest iloczynem macierzowym macierzy tych
dwoch przeksztalcen.

www.fuw.edu.pl Jan Kalinowski: Wyklad z Matematyki 2L 2008/2009
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Przyklad 1:

Obroty. Rozwazmy zlozenie dwodch obrotow.

Przeksztacenie obrotu o kat ¢; ma postac

{yl}:R {xl} {cos@ —sin¢1}{x1} | v
Y2 & T2 sin¢g;  cos¢ T2 bo

Zauwazmy, ze detRy, = 1. &

Dokonamy teraz ztozenia obrotu o kat ¢, i nastep-
nie o kat ¢» (patrz rysunek obok:) -

{yl} _ R@‘Rd)l{i;]:[msw —sin@}.{cos@ —singbl}{xl}

Yo sin ¢y COS (o sing;  cos ¢y

{ COS (2 COS (1 — Sin P sin 1 —(COS o Sin @y + sin ¢ cOS Py ) } [ T }

Sin @9 COs 1 + COS Yo SiN @1 — Sin @ sin P + €os Pg oS Py

_ {COS(¢1+¢2) —sin(¢1 + ¢2) } [961 ] R {561 ]
| sin(or + o) cos(dr + @) zy | O 1y

to znaczy Ry, - Ry, = Ry, 14,

Przyklad 2:

Rzut prostopadly wektora w na wektor v = (%, —%), |lv]| = 1, ma posta¢

_ (o)
Bolw) =

Zobaczmy, na co przechodza wektory bazy kanonicznej przy rzucie P,:

(1] (1] 1| =
e = — P, = — vz
o] |0 | \/5[—%]
[0 ] [0 ] 1| &
€Cy = —)PU = —_—— \/§
271 ] 1 \/5[—%]

Zauwazmy, ze
e det(P,)=0

e zlozenie dwoch rzutéw na v jest rownowazne jednemu rzutowi: P, - P, = P,.
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2.5 Zmiana bazy. Podobienstwo macierzy

ZauwazyliSmy juz, ze macierz przeksztalcenia liniowego zalezy od bazy, w ktorej ja zapisujemy.
W pewnej bazie ta macierz moze wyglada¢ szczegoblnie prosto. Rozpatrzmy najpierw

Przyktlad:
Niech A : R? — R? bedzie przeksztalceniem liniowym, ktore dziatajac na sktadowe wektora w

bazie kanonicznej daje
A 1 . T+ X9
) a —2231 + 4{E2

Aby znalezé¢ posta¢ macierzowa A obliczamy

Qol=1L] al]-[3) = a-[%d]

9 }? Obliczamy wiec

Jaka ma posta¢ przeksztatcenie A w bazie u; = [ 1 } , Uy = [

2 3 . 2 0
Au1={2}=2u1, Au2={6}=3u2, wiec A=[O 3}.

W nowej bazie macierz A jest diagonalna!

Zajmijmy sie teraz dokladniej problemem zamiany bazy i zwigzang z tym zmiane reprezen-
tacji macierzowej odwzorowania liniowego A. Rozpatrzymy na poczatek przypadek odwzorowa-
nia V' w siebie, tzn. A : V — V. Rozpatrzmy obraz 3 pewnego wektora «. Jesli roztozymy te
wektory na wspolrzedne w (starej) bazie {v;}, gdzie

a = Zl‘ﬂ)i
5 = Zy’ivi:

to w tej bazie odwzorowanie A jest reprezentowane przez pewna macierz A i zwigzek miedzy
wspotrzednymi jest dany wzorem

Y1 aiy ... Qin 1
Yn ap1 -.. Qnp Tm
Niech {vy,...,v,} 1 {v],...,v,} beda dwiema bazami w przestrzeni n-wymiarowej. Bazy te

bedziemy nazywaé, odpowiednio, stara i nowa. Dowolny wektor a z tej przestrzeni moze by¢

zapisany
n n
)
o= Ty =) T,
j=1 i=1
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44 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

gdzie x; i x} sa odpowiednio starymi i nowymi wspolrzednymi tego wektora. Podobnie, jego
obraz w starej i nowej bazie ma rozktad

B = Zyﬂ% = Zyivi
=1 =1

Chcemy znalez¢ zwiazek miedzy y. i x}, tzn. posta¢ macierzowa przeksztalcenia A w nowej
bazie.

Przypomnijmy, jak zmieniaja si¢ wspotrzedne wektora przy zmianie bazy. Wyrazajac wek-
tory nowej bazy przez wektory starej bazy

n
Vi = Z Bjv;,
J=1
dostajemy
n n
Yi = Z Bijy;, T; = Z By,
J=1 J=1

gdzie macierz B jest macierza przejscia od nowej do starej bazy.
Stosujac zapis macierzowy, mozemy napisac

Yy ] Ty T
: = B! : = B 'A : = B 'AB : = A

/ /

—_
.08
—

gdzie przez A’ oznaczyliSmy reprezentacje macierzowa odwzorowania A w nowej bazie. W
pierwszej rownosci wyrazilismy nowe wspolrzedne y. obrazu przez stare y;, a w drugiej skorzys-
taliSmy z definicji przeksztalcenia A. Zatem

A=B1AB

Majac wiec posta¢ macierzowa A operatora w bazie {v;} wystarczy obliczy¢ A’ = B! A B, aby
znalez¢ posta¢ macierzowa tego samego operatora w nowej bazie {x;}. Obie macierze A i A’
reprezentuja ten sam operator liniowy A, ale w roznych bazach. Méwimy, ze macierze A i A’
sg podobne powigzane transformacja podobienstwa B. Wprowadzamy wiec

Definicja (podobienstwa):

Dwie macierze A i A" € M, , sa podobne, jesli istnieje nieosobliwa macierz B taka, ze
A=B"1AB
Zauwazmy, ze
e jesli macierze A i A’ sa podobne oraz A’ i A” sa podobne, to rowniez A1 A” sa podobne,

e macierze podobne maja réwne wyznaczniki, bo
det BT'AB = det B~! det A det B = det A
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Przyklad 1:

Dana jest macierz odwzorowania A : R? — R?, ktéra w bazie kanonicznej e; = [ 0 } , €y =

{ ? } ma posta¢ A = [ ; g } Znajdziemy posta¢ tego odwzorowania w nowej bazie €| =

1 —1 )
% [ . ] , €)= % { ) } Wyrazamy nowe wektory bazy przez stare

/
€1

I
62—

1 1 1 1
= ——e; + —=¢€2, ——=e1 + —=¢€
v2lve vz2iive

i znajdujemy posta¢ macierzy B przejscia od starej do nowej bazy

11 SIS
B=|¥w |, B'=| 4 ¥
iV Vi VB

Ostatecznie

W powyzszym przykladzie obie bazy {e;} i {e}} byly ortonormalne. Oznacza to, ze kolumny
(wiersze) macierzy przej$cia B musza by¢ do siebie ortogonalne i suma kwadratow wyrazow w
kazdym wierszu (kolumnie) jest rowna 1, tzn. macierz przejécia jest ortogonalna. W takiej
sytuacji bardzo latwo mozna znalezé¢ macierz odwrotna, gdyz B~! = BT. B~! jest tez macierza
przejscia, tylko w odwrotnym kierunku: od nowej do starej bazy. Nie wszystkie macierze
przejscia sa ortogonalne, o czym przekonuje

Przyklad 2:
Powr6émy jeszcze na chwile do przyktadu z poczatku tego podrozdziahu, gdzie

A T1 . T+ Xo
) - —2231 +4[E2

1

1 :|,u2 = { ; } Znajdzmy macierz

Pierwsza baza (stara) byla baza kanoniczna, a nowa u; = {

przejscia B. Mamy
U] = €1 + €9, U9 =€1+2€2,

zatem macierz przejécia

B:{l 1}. Woéwcezas B_lz{

—1 T
1 2 11]7&3'

Latwo teraz sie przekonaé, ze
2 -1 1 1 1 1] 120
-1 1 -2 4 12 |03
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Wracamy do naszych rozwazan transformacji miedzy bazami ortonormalnymi. Nasze spostrzeze-
nia sformulujemy teraz w postaci kilku prostych i pozytecznych twierdzen dla odwzorowan
liniowych przestrzeni wektorowych nad ciatem liczb rzeczywistych.

Twierdzenie:

Macierz B przeprowadza jedna baze ortonormalng w druga wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
kolumny macierzy B sa ortonormalne, tzn. ortogonalne i unormowane do 1. Wtedy réwniez
wszystkie wiersze sa ortonormalne. Taka macierz jest ortogonalna i B! = B”.

Dowo6d:  Niech {e;} i {f;} beda bazami ortonormalnymi w przestrzeni wektorowej W.
Kolumny macierzy odwzorowania zamiany bazy B dane sa przez rozktad nowych wektorow

bazy w starej bazie
n
f, = Z bj'iej-
j=1

Korzystajac z ortonormalnosci baz dostajemy

n, n

o = (fil fu) = Z bjie;l Z biwer) = Z Z bjibik(ejler) = Z biibjr = (BT B);j

j=11=1 7j=1
chdo

Twierdzenie:

Odwzorowanie ortogonalne A przestrzeni W w siebie zachowuje dtugos$¢ wektorow i katy miedzy
wektorami.

Dowé6d: Wezmy dwa dowolne wektory «, 3 € W. Mozemy te wektory oraz ich obrazy
o = A(a), /= A(f) rozpisa¢ na wspolrzedne w bazie ortonormalne;j:

n n
a= E aie;, g = E bie;,
=1 =1
n n
! !/ / /
o = E a;e;, 6 = E b€,
=1 =1

przy czym zwiazek miedzy skladowymi wektora (nieprimowanymi) i sktadowymi jego obrazu
(primowanymi) dany jest przez elementy macierzowe A;; operatora A:

n n
! § : / 2 :
CLi = Aikak bz = Ailbl
k=1 I=1

Obliczamy iloczyn skalarny obrazow

) = Za;bg = Z AirAnarb = Zaz (o] B)
=1

ik, =1
chdo
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2.6 Wartosci wlasne i wektory wlasne

Definicja podprzestrzeni niezmienniczej:

Niech A bedzie przeksztatceniem liniowym przestrzeni W w siebie. Podprzestrzen liniowg W, C
W nazywamy niezmiennicza, jesli A(Wy) C Wy, tzn. A € Wy dla kazdego & € Wj.
Podprzestrzen {0} jest niezmiennicza dla kazdego przeksztalcenia liniowego, bowiem A0 = 0.
Jesli A jest rzutem W na Wy, to Wi jest podprzestrzenig niezmiennicza, bowiem A& = &
dla & € Wj.
Na ogo6t przeksztatcenia liniowe badamy za pomoca ich macierzy w pewnych bazach. Wazny
jest wiec taki dobor baz, by macierzy te byly szczegolnie proste. Znaczne uproszczenie osiggamy,
gdy znajdziemy ich podprzestrzenie niezmiennicze.

Definicja wektora i warto$ci wlasnej:

Niech A bedzie przeksztalceniem przestrzeni liniowej W w siebie (jesli przestrzen W jest wy-
miaru n, to w pewnej bazie przeksztalcenie A bedzie reprezentowane przez macierz n x n).
Niezerowy wektor & € W nazywamy wektorem wtasnym, jedli istnieje taka liczba A € K, ze

AL = XE,

przy czym moéwimy, ze £ przynalezy do warto$ci wlasnej A. Zauwazmy, ze jesli wektor & jest
wlasny, to rowniez aé (a € K) jest wektorem wlasnym przynaleznym do tej samej wartosci
wlasnej.

Twierdzenie:

Zbior wektoréw wlasnych przynaleznych do danej wartosci wlasnej A uzupelniony wektorem 0
rozpina przestrzen liniowg wymiaru > 1, ktéra jest podprzestrzenia niezmienniczg. Wymiar tej
podprzestrzeni nazywamy krotnoscig wartosci wtasnej \.

Dowdd: Istotnie, jesli £ i n przynaleza do wartosci wlasnej A, to ich kombinacja liniowa
rowniez. Mamy bowiem (z,y € K)

A(x€ +yn) = v A(E) + yA(n) = 2§ +yn = A(x€ +yn).

cbdo

Aby znalez¢ wektory i wartosci wlasne musimy rozwigzaé rownanie

A = X =

(A= A1)¢=0 (%).
To rownanie wyznacza zaréwno A, jak i £&. Po pierwsze, zauwazamy, ze to roéwnanie jest
rownowazne uktadowi rownan jednorodnych w jakiej$ bazie. W tej bazie A — A1 jest reprezen-

towane przez macierz, zwang macierza charakterystyczna przeksztalcenia w tej bazie. Aby
istniato rozwigzanie musi by¢ spetnione rownanie

w(N\) = det(A — A1) = 0.
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Wielomian w(\) nazywamy wielomianem charakterystycznym przeksztalcenia, a w(\) = 0 row-
naniem charakterystycznym. Dla macierzy n x n wielomian charakterystyczny jest stopnia n.
Udowodnimy

Twierdzenie:

Wielomian charakterystyczny nie zalezy od bazy.

Dowd6d: Jesli mamy inng baze i macierz przejScia B do tej bazy, to w nowej bazie przeksz-
talcenie ma macierz B~'AB. Z réwnosci

det(B™'AB — A1) = det(B™AB — B™AB) = det B det(A — A1) det B = det(A — A1)

wynika niezalezno$¢ od bazy. cbdo
Przyktad:

. . . . 3 ..
Niech A : R? — R? w bazie kanonicznej ma posta¢ A = [ 10 } Zmalez¢ wartosci i wektory

wlasne tego przeksztatcenia.
Rozwiazujemy rownanie charakterystyczne

3—A 2

det [ 1 )

] =N -3)1-2=0
Roéwnanie to ma dwa rozwigzania \y = 1 1 Ay = 2. Aby znalez¢ teraz wektory wtasne przy-
nalezne do powyzszych wartosci wlasnych rozwiagzujemy rownanie (*) wstawiajac znalezione

x
T2

ARERIHR

Wektor wlasny przynalezny do wartosci wlasnej A\ = 1 jest postaci & = [ _11 } .

Dla Ay =2
a-m[z]-[ 3 4[]

Wektor wlasny przynalezny do wartosci wlasnej Ay = 2 jest postaci &; = [ _21 } .

wartosci i szukajac wektow wlasnych w postaci £ = {

Dla A\ =1

Jesli zachodzi potrzeba, wektory wlasne mozemy unormowac.

Twierdzenie:

Wektory wtasne przynalezne do réznych wartosci wlasnych sa liniowo niezalezne.

Dowo6d: nie wprost. Zalozmy, ze a&; + béy = 0, gdzie K > a,b # 0, a wektory wtasne &, &
przynaleza do réznych wartosci wtasnych A\; # Ag. Obliczamy

0= (A—M1)(a& + b&s) = b(hy — A1) =0
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Albo wiec A\ = Ag, albo wektory &1, & sa liniowo niezalezne. cbdo

Jedli macierz n X n ma n réznych wartosci wtasnych, to odpowiadajace im wektory wtasne
tworzg baze w W. Gdy jakas wartos¢ wlasna jest zdegenerowana, to znaczy jest pierwiastkiem
wielokrotnym z krotnosciag k£ < n réwnania charakterystycznego, i odpowiadajaca mu pod-
przestrzen witasna jest k-wymiarowa, to w tej podprzestrzeni mozemy dowolnie wybraé k wek-
toréw wtasnych liniowo niezaleznych.

Whiosek:

Przeksztalcenie liniowe A wymiaru n X n majace n wartosci wlasnych \; (n pierwiastkow row-
nania charakterystycznego, niekoniecznie jednokrotnych) i n liniowo niezaleznych wektorow
wlasnych &; spelnia réwnanie

Innymi stowy, przeksztalcenie liniowe A zapisane w bazie wektoréw wtasnych ma posta¢ macierzy
diagonalne;j
A1 0
A, — S

0 An

Oznacza to, iz istnieje macierz przejScia B od bazy wyjsciowej (najczesciej kanonicznej) do
bazy wektoréw wlasnych i w tej bazie przeksztalcenie liniowe A’ = B7'AB jest diagonalne.
Powyzsza procedure nazywamy diagonalizacja macierzy.

‘Whniosek:

Macierz B diagonalizujaca wyjsciowa macierz A sklada sie z kolumn, ktoére sa wektorami
wlasnymi macierzy A. Zauwazmy bowiem, ze jeSli istnieje macierz diagonalizujaca B , to
A" = B~'AB na diagonali ma wartosci wlasne \;. Mnozac z lewej strony przez B, mozemy to
réwnanie przepisa¢ w postaci

AB = BA'.

Jesli teraz przez & oznaczymy i-ta kolumne macierzy B, to powyzsze réwnanie macierzowe
mozemy zapisa¢ roOwnowaznie jako n réwnan postaci

A& = Ni&i,

co byto do wykazania.

Przyktlad:

Powracajac do poprzedniego przyktadu mozemy znalezé jawnie posta¢ macierzy B. Jesli B ma
odpowiadaé¢ zamianie bazy e; — &1, e — &, to kolumny B sa wektorami wtasnymi &. To

ZNnaczy
12 4| -1 =2
e R S R
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Sprawdzamy, ze
s | 1 =2 3 2 127 |10 | X O
CE i L g Rl e P N

Przyktlad fizyczny 1:

Rozwazmy oscylator harmoniczny sktadajacy sie bloczka o masie m zamocowanego na dwoch
sprezynach o dhugosciach swobodnych a i statych sprezystosci k. Bloczek moze poruszaé sie
bez tarcia po poziomej powierzchni, jak pokazano na rysunku.

Sita wypadkowa dzialajaca na bloczek jest zlozeniem dwoch sit. Oznaczajac przez z(t)
odlegltosé bloczka w chwili ¢ od lewej $ciany, sila wypadkowa jest réwna (kierunek “w prawo”
przyjmujemy za dodatni zgodnie ze zwrotem zmiennej z, patrz rysunek)

F(t) = —k(z(t) —a) + k(2a — 2(t) — a) = —2k(2(t) — a)

Wprowadzmy nowa zmienng z(t) = z(t)—a bedaca wychyleniem bloczka z potozenia rownowagi.
Roéwnanie ruchu Newtona ma postaé

d?z d?z )
T ap T Y

F==2kx =
gdzie w = /2k/m. Jest to rownanie oscylatora harmonicznego o czestosci w. Jak sie przekon-
amy na wyktadach fizyki wystepuje ono bardzo czesto, réwniez w teorii kwantowej. Odwotujac
sie do naszej intuicji fizycznej wyniesionej ze szkoly (lub z ¢wiczen z fizyki) zgadujemy jego
rozwiazanie w postaci

z(t) = Acos(wt + ¢).

Latwo sprawdzié, ze spelnia ono réwnanie Newtona dla dowolnych statych A i ¢, ktore mozna
wyznaczy¢ z warunkow poczatkowych dla wychylenia i predkosci. Na przyktad, jesli z(t = 0) =
To 1 ‘fl—ﬂ i—o = 0, to rozwiazaniem zgodnym z tymi warunkami poczatkowymi jest

T = o coswt

Czestosé w wiaze sie z czestotliwoscia v i okresem T' drgan w nastepujacy sposob

2
w:27r1/:—7r.

T
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Rozpatrzymy teraz bardziej skomplikowany uktad ztozony z dwoéch bloczkéw potaczonych
sprezynami. Pozwoli on nam sformutowaé¢ ogélng metode postepowania z uktadami o wielu
stopniach swobody.

Pr@hﬁ%ﬂoﬁ&ﬂ&%ﬁv@harmonicznych sktada sie z dwoch bloczkéw o réwnych masach m pota-
czonych sprezynami o dtugos$ciach swobodnych a i stalych sprezystosci k. Bloczki moga poruszaé
sie bez tarcia po poziomej powierzchni, jak pokazano na rysunku.

Wypiszemy sity dziatajace na bloczki. Na kazdy bloczek dziataja dwie sity od sprezyny po
lewej i po prawej stronie.

Fi= = —k(z1—a)+k(Ba—2 —2—a)
Fo= = —k(Ba—2 —20—a)+ k(22— a)
Wprowadzimy nowe zmienne bedace odchyleniem bloczkéw od polozenia réwnowagi, x1 = 21 —a,
Toy = a — 29, gdzie ponownie przyjmujemy kierunek “w prawo” jako dodatni.
F1 = —k(2.T1 — .732)
F2 = —k(2.T2 — .731)

Lz
de2

m Ty +k(2z — x2) =0
m 5152 +k(2$2 — 331) =0

Wprowadzajac oznaczenie x= mozemy napisa¢ réwnania ruchu w postaci

Spodziewamy sie rozwigzan oscylujacych. W ogélnosci ruch tego uktadu moze by¢ bardzo skom-
plikowany, w ktorym zaden z bloczkdéw nie wykonuje prostych drgan harmonicznych. Wykazemy
teraz, ze dla uktadu o dwoch stopniach swobody najbardziej ogélne rozwiazanie bedzie ztoze-
niem dwu niezaleznych jednoczesnych ruchéw harmonicznych. Ruchy te nazywamy drganiams
normalnyms lub drganiami wtasnymi danego uktadu. Gdy uktad wykonuje drgania normalne
tylko jednej postaci, jego elementy poruszaja sie z ta sama czestos$cig w i jednocze$nie mijaja
potozenia rownowagi. Szukamy wiec rozwigzan w postaci

r1 = Ajcos(wt+ 9)

re = Agcos(wt+ @)

Rozniczkujac i podstawiajac dostajemy réwnanie algebraiczne
w(z)(ZAl - AQ) = CUQAl
wg(QAQ - Al) = w2A2
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gdzie wprowadziliSmy oznaczenie wi = k/m. Powyzsze réwnania mozna zapisa¢ w postaci

macierzowej
2 -1 [A]_ WA
-1 2 Ay | Wi A

Rozwigzanie sprowadza sie do rozwigzania problemu wlasnego dla macierzy 2 x 2. Znajdziemy
teraz wartosci wlasne \ = w?/wg:

=0, = AM=1, =3

2—\ -1
det[ 1 2_)\}

i odpowiadajace im wektory wtasne

1

1

Drganie normalne odpowiadajace A = 1, to drganie “w fazie” z czestoscia wy, tzn.
x1(t) = xo(t) = Acos(wot + ¢).
Drganie normalne odpowiadajace A = 3, to drganie “w przeciwfazie” z czestoscia v/3wo, tzn.
z1(t) = —x5(t) = Acos(vV3wot + ¢).
Ogolne rozwigzanie mozemy dosta¢ przez ztozenie drgan normalnych

z1(t) = A; cos(wot + ¢1) + As cos(V3wot + )
2o(t) = Ay cos(wot + ¢1) — Az cos(V3wt + ¢2)

Latwo sie przekona, ze powyzsze rozwigzanie spetnia wyjsciowe roéwnanie ruchu. Stale Ay, As, ¢1, o
wyznacza sie z warunkow poczatkowych.

Uogolnienie powyzszej procedury na przypadek n stopni swobody jest natychmiastowe, cho-
ciaz wraz ze wzrostem n rachunki bardzo sie komplikujg. Ogolne rozwigzanie dla ruchu ukltadu
drgajacego znajdujemy jako superpozycje drgan wtasnych.

Podsumowujac, jesli dla pewnej macierzy A jest mozliwa procedura diagonalizacji, to istnieje
macierz B, ktorej kolumny sa wektorami wlasnymi macierzy A, sprowadzajaca ja przez trans-
formacje podobienstwa do postaci diagonalnej. Ale czy procedura diagonalizacji jest zawsze
mozliwa? Czy kazda macierz kwadratowa mozna zdiagonalizowa¢? Rozpatrzmy kolejny

Przyklad — tzw. klatka Jordana:

Rozpatrzmy zagadnienie wtasne dla macierzy postaci

X 0 0
A=JX)=|1 X 0
0 1 X
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2.7. ODWZOROWANIA I MACIERZE HERMITOWSKIE 53

Wielomian charakterystyczny dla A ma postac (A — \g)?. Ma on jeden potrojny pierwiastek
A = Ag. Rownanie na wektor wlasny

ol 0 0O T
(A=XoD) | 2o | =10 0]z |=0
T3 010 T3

ma tylko jedno rozwigzanie: x; = x5 = 0, x3 dowolne. Jest wiec tylko jeden wektor wlasny i
macierzy A nie mozna zdiagonalizowac.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze nie kazda macierz mozna zdiagonalizowaé¢. Istnieja dwie
klasy macierzy w pelni diagonalizowalnych: hermitowskie i unitarne. Najpierw omowimy

2.7 Odwzorowania i1 macierze hermitowskie

Definicja przeksztalcenia sprzezonego:

Dla kazdego przeksztalcenia liniowego A przestrzeni unitarnej w siebie istnieje doktadnie jedno
przeksztalcenie liniowe AT tej przestrzeni takie, ze

<AT"LU1 |w2) = <w1 |Aw2)

Przeksztalcenie A" nazywamy sprzezonym z A. Zauwazmy, ze (AN = A.

Zobaczmy, jak wyglada reprezentacja macierzowa odwzorowania sprzezonego A’ w bazie
ortonormalnej {e;}. Niech [b;;] bedzie reprezentacja macierzowa odwzorowania A w tej bazie.
Jak pamietamy,

bij = (i Ale;)),
jest i-ta skladowsg obrazu j-tego wektora bazy ortonormalnej. Korzystajac z definicji odw-
zorowania sprzezonego mamy

(AT = (eilATej) = (Aeile;) = ((e;]Alex)))” = b3

Pokazalismy, ze miedzy macierzami B i B przeksztatcen 4 i A' w bazie ortonormalnej zachodzi

zwigzek
Bi‘ — B*T

Definicja:
Odwzorowanie A przestrzeni unitarnej W w siebie, A : W — W, nazywamy hermitowskim lub

samosprzezonym, jesli
Al = A

to znaczy dla kazdej pary wektorow wi, ws € W zachodzi

<Aw1 |w2> = <w1 |Aw2>
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Nazwy “hermitowskie” uzywamy, gdy przestrzen unitarna W jest nad ciatem C. Jesli W
jest nad cialem R, to méwimy o odwzorowaniu “symetrycznym”.

‘Whniosek:

Macierz B odwzorowania hermitowskiego A w dowolnej bazie ortonormalnej ma postac
B = (BT =B

Operacje sprzezenia zespolonego i transpozycji macierzy nazywamy sprzezeniem hermitowskim.
Macierz jest hermitowska jesli jest rowna sprzezonej hermitowsko. W przypadku przeksz-
tatcen nad R, méwimy réwniez, ze przeksztalcenie jest symetryczne i symetryczna jest wowczas
macierz tego odwzorowania w dowolnej bazie ortonormalnej A = A”.

Wlasnosci:

e Wartosci wlasne odwzorowania hermitowskiego sa rzeczywiste.
Niech Aw, = Aw,. Wowczas

A<w1|w1> = <w1|/\w1> = <w1|Aw2> = (Aw1|w1> = ()\w1|w1> = A*<w1|w1>
wiec A = \*.

e Wektory wtasne odpowiadajace roznym wartosciom wlasnym sa ortogonalne.
Niech Aw1 = /\1w1 i AUJQ = )\ng, gdzie /\1 7é )\2. Mamy WIQC

)\1<w1|w2> = (Aw1|w2> = <U)1|A”U)2> = )\Q(w1|w2).
Przy zalozeniu A; # Ay powyzsza rowno$¢ implikuje (wq|ws) = 0.
Jestesmy teraz gotowi udowodnié¢ zasadnicze

Twierdzenie:

Kazda macierz hermitowska n x n posiada uklad n ortonormalnych wektorow wtasnych.

Dowéd: Zastosujemy metode indukcji matematycznej.

1. Dla n = 1, macierz jest liczba A = a. Réwnanie wtasne
Ar = \x
ma rozwigzanie: warto$¢ wltasna A = a i unormowany wektor wlasny = = 1.

2. Zakladamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy hermitowskiej o wymiarze (n —
1) x (n —1). Chcemy pokazaé, ze wynika stad prawdziwosé¢ twierdzenia dla macierzy
hermitowskiej A o wymiarze n x n. Skorzystamy tutaj z centralnego twierdzenia algebry.
Twierdzenie to podamy bez dowodu, gdyz cho¢ dosy¢ elementarny to jest on bardzo dtugi
i zmudny i zawiera pojecia nie tylko z algebry ale tez z analizy. Twierdzenie to mowi:

Kazdy wielomian stopnia dodatniego o wspotczynnikach zespolonych ma w ciele liczb ze-
spolonych co najymniej jeden pierwiastek.
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Poniewaz wielomian charakterystyczny det(A—\1) spelnia zalozenia powyzszego twierdzenia,
istnieje wiec co najmniej jeden pierwiastek \,, taki, ze det(A — A\,1) = 0. Mamy wiec

co najmniej jedng wartos¢ wlasna macierzy A. Z drugiej strony, poniewaz wyznacznik
macierzy A — A\, 1 znika, rzad tej macierzy jest mniejszy od n i istnieje co najmniej jedno
rozwigzanie réwnania

(A= w, =0

Ten wektor wlasny mozemy unormowaé v, = w,/||w,||. Wektor v, mozemy uzupekic¢
do bazy ortonormalnej S = {v,...,v,} metoda ortonormalizacji Schmidta. Macierz A

mozemy teraz wyrazi¢ w bazie S
Aij = (vi| Avy)

7 ortonormalnosci bazy dla j = n mamy
Ain = <”U,|A”Un> = <Uz|)\nvn> = )‘n<vz|vn> = )‘néin = A:1

Zatem w tej bazie macierz A mozemy zapisaé jako:

a1 ... Qin-1 0
ag-1,1 --- Qpn-1np-1 0 0 A
0 0 0 A

n

gdzie zdefiniowaliémy macierz B wymiaru (n—1) x (n—1). Macierz B bedziemy nazywaé
obcieciem macierzy A do podprzestrzeni niezmienniczej. W tym wypadku jest to obciecie
do podprzestrzeni wektoréw ortogonalnych do v,. Z wzajemnej jednoznacznosci miedzy
przeksztalceniem liniowym i jego macierzows reprezentacja, powyzsza operacja definiuje
tez obciecie przeksztalcenia liniowego do podprzestrzeni niezmiennicze;j.

3. 7 hermitowskosci A i definicji B wynika hermitowskosé¢ B, gdyz pojecie hermitowskosci
jest niezalezne od bazy. Na mocy zaltozenia indukcyjnego istnieje uktad n — 1 wektorow
wlasnych macierzy B, ktéry uzupeliony o wektor v, daje nam uktad n wektoréow, o

ktorym mowi teza twierdzenia.
cbdo

Przyktad:

Zmalez¢ ortonormalng baze diagonalizujacg macierz

A=

DN DN
NSRS N}
= DN DN

Musimy rozwigza¢ rownanie charakterystyczne

4—X 2 2
2 4-X 2 |=(A-N+16-12(4-X) =0
2 24—
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Jest to rownanie 3-go stopnia, ale od razu widac, ze A = 2 jest jednym z pierwiastkow. Dzielimy
wielomian przez A — 2

A% +10N  —16

(=A% +120%2 —36)\ +32) :(A—2)

A3 42)2
10\2
10X2  —20)\
—16A +32
—16)  +32

tzn. (=A% + 1202 =360 +32): (A —2) = = A2+ 10X — 16 = (A — 2)(8 — \). Zatem mamy dwie
wartosci wlasne: 2 1 8, przy czym 2 jest podwojnym pierwiastkiem. Szukamy teraz wektorow

wtlasnych.
L )\1 = 87
2 4 2 2 £ L[
(A — 8]1) To = 2 —4 2 ) =0 = w = —= 1
I3 2 2 —4 I3 \/g 1

e )y = 2 Podprzestrzen wlasna jest dwuwymiarowa i wektory bazy mozna wybraé¢ na wiele
sposobow zgodnie z warunkiem, ze x; + x9 + x3 = 0. Ponizszy wybor jest jednym z wielu.

(A—2]l> X9 = 2 2 2 To =0 = Wy = —= 0 , W3 = ——= -2

Wektory wlasne wy, wo, w3 diagonalizuja podana macierz.

Uzyskane wyniki mozemy sformutowaé¢ w postaci

Twierdzenia:

Jesli A jest przeksztalceniem hermitowskim n-wymiarowej przestrzeni W nad C (lub R), to W
jest sumg prosta wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeni wtasnych przeksztatcenia A.

Przeksztalcenia hermitowskie odgrywaja bardzo duza role w mechanice kwantowej. Rozpa-
trzmy dwa przeksztalcenia hermitowskie H; i Hy. Kazde z nich ma baze ortonormalng ztozona
z ich wektorow wlasnych. W ogo6lnoéci bazy te moga nie mie¢ ani jednego wspolnego wek-
tora wlasnego. Interesujace jest pytanie, kiedy istnieje baza ztozona ze wspolnych wektorow
wlasnych. OdpowiedZ na nie zawiera ponizsze

Twierdzenie:

Na to by istniata baza zlozona ze wspolnych wektoréow wtasnych przeksztalcern hermitowskich
Hi i H; potrzeba i wystarcza, aby te przeksztalcenia byly przemienne, czyli

H\Hy = HoH,
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Dowo6d: Koniecznosé Jesli istnieje baza {ay} ztozona ze wspolnych wektorow wtasnych, to
Hloék = /\1kak, HgOék = )\gkak. Zatem

HyHsay, = Hy(Aokar) = dap Hioy, = Aap Ao = Ak (Aagan) = A (Hoay)
= HQ()\lkak) = HyH, oy,

Przeksztalcenia HiH, i HoH, przyjmuja te sama wartosé¢ dla wszystkich wektorow bazy, sa
wiec identyczne i tym samym [ i Hs sg przemienne.

Dla dowodu dostatecznosci zastosujemy ponownie indukcje wzgledem wymiaru n przestrzeni
W. Dlan = 1 twierdzenie jest banalnie prawdziwe. Zalézmy, ze jest prawdziwe dla przestrzeni o
wymiarze n—1. Niech w; bedzie wektorem wtasnym przynaleznym do wartosci wtasnej A przek-
sztalcenia H,, rozpinajacym podprzestrzen niezmiennicza W, tego przeksztalcenia. Przemien-
nos¢ przeksztalcen implikuje, ze jest to rowniez podprzestrzen niezmiennicza Hs. Istotnie, dla
wy; € Wy

Hl(H2w1) = (H]_HQ)U}]_ = (Hng)wl = HQ(lel) = /\(ngl)

wiec How, jest wektorem wtasnym H, przynaleznym do A lub wektorem zerowym. W kazdym
razie How; € Wi, Istnieje zatem wektor wtasny Hy zawarty w Wi. Jest on wspolnym wek-
torem wlasnym H,; i H,. Przestrzen W+ ortogonalna do tego wektora jest niezmiennicza dla
obu przeksztalcen. Po obcieciu H; i Hy do W+ dostajemy przeksztatcenia hermitowskie przemi-
enne przestrzeni W+ o wymiarze o 1 mniejszym. Zatem na mocy zalozenia indukeyjnego istnieje
baza ortonormalna W ztozona ze wspolnych wektorow wlasnych obu przeksztatcen. cbdo

Uwaga: jesli AB = BA, ale Ai B nie sa hermitowskie, to na ogo6t nie kazdy wektor wtasny A
(gdy istnieje) jest tez wektorem wlasnym B. Np. niech A = 1, natomiast B dowolne. Wowczas
kazdy wektor jest wektorem wlasnym A, wszystkie przeksztalcenia liniowe sg przemienne z A,
ale nie kazdy wektor jest wektorem wlasnym dowolnego przeksztatcenia liniowego B.

Komentarz: na wykladzie mechaniki kwantowej dowiemy sie, ze wielko$ci fizyczne sg reprezen-
towane przez operatory hermitowskie dzialajace w przestrzeni stanéow kwantowych uktadu.
Zobaczymy, ze jednoczesny, Scisty pomiar warto$ci dwoch wielkosci fizycznych w stanie kwan-
towym jest mozliwy tylko dla tych wielko$ci, dla ktorych ich operatory sa przemienne.
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2.8 (Odwzorowania 1 macierze unitarne

Wiemy, ze macierze (przeksztalcenia) hermitowskie maja wartosci wlasne rzeczywiste i ze
mozna znalez¢ baze diagonalizujaca. Rozpatrzmy teraz odwzorowania unitarne.

Definicja:
Przeksztalcenie liniowe U : W — W przestrzeni unitarnej W w siebie jest unitarne, jesli
zachowuje iloczyn skalarny.

W oczywisty sposob przeksztalcenie ortogonalne jest unitarne. Przeksztatcenie tozsamos-
ciowe jest unitarne. Przeksztalcenie polegajace na pomnozeniu sktadowych wektora przez ¢ jest
unitarne. Gdy przestrzen liniowa jest nad ciatem liczb rzeczywistych, to unitarno$¢ sprowadza
sie do ortogonalnogci.

Proste wlasnosci przeksztalcen unitarnych:

e Przeksztalcenie unitarne zachowuje dtugo$é¢ wektora. Mamy bowiem
1U(w))? = (U (w)|U(w)) = (w|w) = [lw]]*.

e Przeksztalcenie unitarne U jest nieosobliwe. W przeciwnym bowiem razie istniatby wektor
w # 0, dla ktorego Uw = 0, w wiec (w|w) > 0, a (U(w)|U(w)) = 0, wbrew zalozeniu.

e Przeksztalcenie odwrotne do unitarnego jest unitarne. Gdy bowiem v = Uw i ||U(w)|| =
[w]l, tow =U"ui [|U ull = [lul|.

e Superpozycja przeksztalceri unitarnych jest przeksztalceniem unitarnym. Wynika to z

rownosci [|Ur(Uz(w))]] = |[Uz(w)]| = [Jwl]l.
Udowodnimy teraz twierdzenie dotyczace macierzowego przedstawienia przeksztatcen unitarnych.

Twierdzenie:

W bazie ortonormalnej macierz przeksztalcenia unitarnego spelnia warunek
Ut=0t=0".

Na odwroét, kazda taka macierz jest macierza przeksztalcenia unitarnego w bazie ortonormal-
nej. Macierze spelniajace powyzszy warunek nazywamy unitarnymi, a operacje sprzezenia
zespolonego i transpozycji macierzy sprzezeniem hermitowskim.

Dowod: Niech {e;} bedzie baza ortonormalna, U = [Uy] 1 U(e;) = >, Urier. Mamy zatem

n

0 = {eslen) = (U(e)|U(er)) = (O Usie| Y Uner) = Z WUilesle) =Y US Upe = [UTU]a,
j=1 1=1

7,l=1 j=1

co mozna zapisa¢ rOwnaniem macierzowym
T — ; -1 _ st
U =1, czyli U—=0U".
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Na odwrot, jesli rownania powyzsze sg spelnione, to odwracajac poprzedni rachunek dostajemy

(Uled|U(er)) = (eilex),

a stad dla & = > xie; i n =) y;e; otrzymujemy

WO ) = O wt(e) Y wule) = 3 wiusledes) = 3 wiv: = (€h.

1,j=1

cbdo

Udowodnimy teraz Twierdzenie:

Wartosci wlasne macierzy unitarnych maja modut rowny 1.

Dowd6d: Niech A bedzie wartoscig wlasna macierzy unitarnej U. Wtedy istnieje wektor wlasny
w # 0, dla ktorego Uw = Aw. Z unitarnoéci wynika (Uw|Uw) = (w|w), a wiec |[A] = 1.  cbdo

Udowodnimy teraz kilka twierdzen dla macierzy (przeksztalcen) unitarnych.

Twierdzenie:

Niech U bedzie przeksztalceniem unitarnym w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej W, a
wektor w € W jego wektorem wlasnym, tj. Uw = Aw, |A\| = 1. Wowczas (n-1)-wymiarowa
podprzestrzen V. C W rozpieta przez n — 1 wektoréw ortogonalnych do w jest réwniez pod-
przestrzenia niezmiennicza przeksztatcenia U, tzn. je§liv e V to Uv € V.

Dowo6d: Niech v € V, tzn. (v|w) = 0. Wowczas
0= (v|w) = (Uv|Uw) = (Uv|Aw) = A(Uv|w) = 0, a wiec Uv € V. chdo

Twierdzenie:

Niech U bedzie przeksztatceniem unitarnym w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej W nad C.
Istnieje wowczas baza ortonormalna n wektoréw wlasnych.

Dowéd: Podobnie jak w przypadku przeksztalceri hermitowskich, na mocy centralnego
twierdzenia algebry, istnieje co najmniej jeden wektor wlasny U. Oznaczmy go przez wi.
Zgodnie z poprzednim twierdzeniem, n — 1 wymiarowa podprzestrzen V; C W, sktadajaca
sie z wektoréw ortogonalnych do w; jest niezmiennicza wzgledem przeksztatcenia U. Przek-
sztalcenie Uy, zdefiniowane jako obciete U do podprzestrzeni Vi, jest tez unitarne. Zgodnie z
centralnym twierdzeniem algebry znowu istnieje wektor we € Vi bedacy wektorem wlasnym
Uy. Podprzestrzen Vo, C Vi wektoréw ortogonalnych do ws jest niezmiennicza wzgledem Uy itd.
Postepujac dalej w ten sposéb mozemy wyczerpa¢ cata W konstruujac baze sktadajaca sie ze
wszystkich wektorow wlasnych, ktére po unormowaniu daja baze ortonormalna. cbdo

Prawdziwe jest réwniez odwrotne

Twierdzenie:
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Jesli w pewnej bazie ortonormalnej macierz przeksztalcenia U jest diagonalna, a wszystkie
wartosci wlasne sg liczbami o module 1, to U jest przeksztalceniem unitarnym.

Warto podkresli¢, ze twierdzenie o istnieniu bazy ortonormalnej ztozonej z wektorow wtas-
nych nie jest prawdziwe dla przeksztalcen unitarnych nad dowolnym ciatem, gdyz przeksztatce-
nie takie nie musi mie¢ wartosci wiasnych. Na przyklad, obrot plaszczyzny jest przeksztalce-
niem ortogonalnym nad R. Jest wiec tez przeksztatceniem unitarnym, ale nie dla wszystkich
katoéw obrotu ma wartosci wtasne.

Zauwazmy rowniez, ze powyzsze zastrzezenie nie odnosi sie do przeksztatcern hermitowskich,
gdyz wartosci wlasne przeksztatcenia hermitowskiego sa rzeczywiste. W jezyku teorii macierzy
oznacza to, ze dla kazdej macierzy hermitowskiej (lub symetrycznej) H istnieje macierz unitarna
(ortogonalna) U, taka ze U"YHU jest diagonalna.

2.9 Przeksztalcenia normalne

W poprzednich podrozdziatach udowodniliémy, ze przeksztalcenia hermitowskie i unitarne prze-
strzeni liniowych nad C mozna zdiagonalizowaé, tzn. znalezé baze ortonormalng zlozong z
wektorow wlasnych przeksztalcen. Pojawia sie pytanie, czy sa inne przeksztalcenia liniowe
o tej wlasnoéci. Takie przeksztatcenia bedziemy nazywaé normalnymi. Zanim sformulujemy
twierdzenie podajace odpowiedZ na to pytanie, rozpatrzymy interesujacy

Lemat:

Kazde przeksztalcenie liniowe [ przestrzeni W w siebie daje sie przedstawi¢ jednoznacznie w
postaci
F - H1 —I— ZHQ

gdzie Hy, Hy sa przeksztalceniami hermitowskimi.
Dowo6d: Zalozmy, ze zachodzi powyzszy rozklad. Wowcezas dla o, 8 € W mamy

(a|FB) = (al(Hy +iHy)B) = (a|H13) + i{a| Hyf) = (Hia|B) — (iHya|B3)
= ((Hy — iHy)a|B) =

Zatem FT = H, — iH,. Dostajemy wiec

F+ Ff r—Ft
Hy = —; , Hy = —i

tzn. H,, Hy sa wyznaczone jednoznacznie.

Niech teraz F' bedzie dowolnym przeksztalceniem i definiujemy H,, H, powyzszymi wzorami.
Latwo sprawdzamy, ze tak zdefiniowane Hy, Hy sa rzeczywiscie hermitowskie. Tym samym
lemat zostal wykazany. cbdo

Lemat ten wskazuje na pewna analogie miedzy rolg liczb rzeczywistych w ciele liczb ze-
spolonych a rolg przeksztalcen hermitowskich w zbiorze wszystkich przeksztalcen liniowych.
Operacja sprzezenia hermitowskiego jest analogiczna do sprzezenia zespolonego. Dla macierzy
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jednowymiarowych te operacje sa identyczne. Przeksztalcenia sprzezone sa analogiczne do
liczb sprzezonych. Macierze hermitowskie, tzn. samosprzezone A = A, kojarza sie z liczbami
rzeczywistymi z = z*. Przypomnijmy, ze warto$ci wltasne macierzy samosprzezonych sa rzeczy-
wiste. Iloczyn macierzy samosprzezonych jest samosprzezony, o ile macierze sa przemienne,
gdyz (AB)! = BTA' = BA.

Analogiem liczb zespolonych o module rownym jeden zz* = 1 sa macierze unitarne, dla
ktorych UUT = UTU = 1. Wartosci wlasne macierzy unitarnej maja modut réwny 1. Iloczyn
dwoch macierzy unitarnych jest unitarny, gdyz (UyUs) (U Us) = ULUTUNU, = USU, = 1.
Ponizej ta analogia zostanie jeszcze bardziej poglebiona.

Mozemy teraz przejs¢ do podania twierdzenia dotyczacego przeksztatcenn normalnych.

Twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by istniata baza ortonormalna, w ktorej przek-
sztalcenie liniowe A nad C sprowadza sie do postaci diagonalnej jest spelnienie réwnoéci

AAT = AT A,

Dowéd twierdzenia:

Konieczno$é: Przypusémy, ze przeksztalcenie A jest normalne i ze w pewnej bazie ortonormal-
nej macierz tego przeksztalcenia jest diagonalna. Poniewaz [Al];; = A%, wiec macierz przek-
sztalcenia A" jest tez diagonalna. Poniewaz iloczyn macierzy diagonalnych jest przemienny, to
AAT = ATA.

Dostatecznos$é: Jesli A i A sa przemienne, to H,, Hy, zdefiniowane jak w poprzedzajacym
lemacie, sa przemienne. Istnieje wiec baza ortonormalna a4 zlozona ze wspolnych wektorow

wlasnych przeksztalcen H; i H; przynaleznych odpowiednio do Ay i Ag,. Dla tej bazy

Ay, = (Hy + iHo)ag = Mgy + idogpag = (Aig + iAok v

Wektory tej bazy sa wiec wektorami wlasnymi przeksztalcenia A i jest ono normalne. cbdo

Analogie miedzy przeksztalceniami hermitowskimi i unitarnymi a liczbami zespolonymi
mozna posunaé jeszcze dalej. Mianowicie pokazemy, ze istnieje analogon rozktadu liczby ze-
spolonej na modut i faze z = |z| expi¢. Wezesniej jednak podamy jedna definicje i udowodnimy
kilka lematow.

Definicja:
Przeksztalcenie hermitowskie H nazywamy dodatnim (istotnie dodatnim), jesli dla kazdego
wektora niezerowego « zachodzi (a|Aa) > 0 (> 0).

Lemat 1:
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Dla kazdego przeksztalcenia liniowego A, przeksztalcenie AA' jest dodatnie. Jedli A jest
nieosobliwe (odwracalne), to i AAT jest nieosobliwe.

Dowoéd:  Rzeczywiscie, dla kazdego a mamy (a|ATAa) = (Aa|Aa) > 0. Dla macierzy
nieosobliwej det A # 0, wiec det ATA = | det A|? tez jest niezerowy, gdyz det AT = det A*? =
det A* = (det A)* cbdo

Lemat 2:

Przeksztalcenie hermitowskie jest dodatnie (istotnie dodatnie) wtedy i tylko wtedy, gdy wszys-
tkie wartosci wlasne sg nieujemne (dodatnie).

Dowéd:
= Niech B bedzie dodatnie, a «y jakimkolwiek wektorem wtasnym. Wtedy

0 S <Oék|BOZk> = /\<Oék|0ék>

Ale <05k|05k> >0 WiQC /\k > 0.
< Jesli wszystkie wartosci wlasne sa nieujemne, to w bazie {ay} ortonormalnych wektorow
wlasnych dla dowolnego wektora x = ), xpoy, mamy

(x|Bx) = <Z xiai|BZxkak> = Z:cf:vk/\k<ai|ak> = Z EN Y=}

chdo

Lemat 3:

Jesli B jest przeksztalceniem dodatnim, to istnieje takie przeksztatcenie dodatnie H, ze B = H?2,
Jesli B jest tez nieosobliwe, to i H jest nieosobliwe. W analogii do liczb rzeczywistych bedziemy
wtedy pisa¢ H = v/ B.

Dowd6d: Wybierzmy baze ortonormalna wektorow wlasnych przeksztatcenia B. W tej bazie B
ma postac¢ diagonalng z warto$ciami wlasnymi Ay > 0 stojacymi na diagonali. Jesli utworzymy
macierz H , ktora na diagonali ma /), to w oczywisty sposéb H? = B. Macierz H definiuje
nam w tej samej bazie szukane przeksztatcenie H. Dodatkowo, jesli B nieosobliwe, to wszystkie
Ar > 01 réwniez /A, > 0, a wiec H nieosobliwe. cbdo

Mozemy teraz sformutowad

Twierdzenie:

Dla dowolnego przeksztalcenia liniowego F istnieja przeksztalcenia unitarne Ui Uy (w ogolnosci
U # U;) oraz hermitowskie dodatnie H i Hy (w og6lnosci H # H,), dla ktorych

F=UH, F = HU,.

Jesli F' jest nieosobliwe, to H i H; s3 istotnie dodatnie, a U i U; jednoznacznie wyznaczone.
Przeksztalcenia H i H, sg zawsze jednoznacznie wyznaczone.
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Dowéd: W ogoélnym przypadku dowodd jest diugi i zmudny. Ograniczymy sie tylko do
nieosobliwych przeksztalcen I. Definiujemy H = vV FTF i Hy = v FFT. Istnienie H i H; wynika
z Lematu 11 2. Sa one jednoznacznie wyznaczone nawet dla dowolnych F'. Dla nieosobliwego
F przeksztalcenia H i H; sa tez nieosobliwe. Dla nieosobliwych F definiujemy U = FH~! i
Uy = H;'F. Mamy

U =(FEYFE =N 'FTFH = (HN) ' H?H™ ' = H'\H?H ™' =1,

do dowodzi, ze U, i podobnie dla Uy, jest unitarne. Stad wynika juz teza twierdzenia. cbdo

Celem poglebienia omawianej analogii wprowadzimy jeszcze funkcje exp A od macierzy A.
Definiujemy

1 1, .
Sn_]1+ﬂA+5A +"'+HA :
Latwo wykazaé, ze ciag macierzy S, dla n — oo jest zbiezny i w granicy definiuje pewna
macierz, ktéra oznaczamy exp A.
Przeksztalcenie unitarne U w bazie ortonormalnej wektorow wltasnych ma macierz diago-
nalng z elementami diagonalnymi A\, o module 1, ktére mozna zapisa¢ A\, = exp i¢. Definiujemy

macierz hermitowska h w tej bazie w ten sposob, ze na diagonali ma ¢y. Z definicji wida¢, ze
U = expih. Kazde wiec przeksztatcenie liniowe F' mozna przedstawi¢ w postaci

F=e"H,
gdzie h jest przeksztatceniem hermitowskim, a H hermitowskim dodatnim.

Wazny przyktad:

Macierze Pauliego definiujemy jako

o — 0 1 o 0 —i o 1 0
1T o Y i 0 00 =1 |-
Bedziemy tez uzywac notacji, w ktorej oy = 0,, 09 = 0, 1 03 = 0,. Macierze te sa zaréwno

hermitowskie o; = ;.T, jak 1 unitarne 0,-03 = 1. Latwo sprawdzamy stusznos¢ ponizszych
stwierdzen

1. o2=1
2. 0i0; = 0;;1 + i€k 0
3. Tro; =0, deto; = —1
4. g10903 =11
Definiujemy komutator i antykomutator dwoch operatorow

[A, Bl = AB — BA, (A, B]s = {A, BY = AB + BA

Latwo sprawdzamy, ze
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1. [0’,’, 0'7] = 2Z.€i,jk0'k
2. {Ui; O'j} = 2517

Zdefiniujmy wektor &, ktorego sktadowymi beda macierze Pauliego & = (0,,0,,0.). W tym
punkcie zastosujemy tradycyjna notacje wektorow ze strzatkami, bo rozpartywaé¢ bedziemy
troj-wektory. Mozemy teraz “pomnozy¢ skalarnie” zwyklty wektor 7= (z,y, z) przez ¢. Wynik
mnozenia

70 = x0, + yo, + 20,

jest macierzg 2 x 2. Przy obliczeniach wyrazen zawierajacych 7 - & nalezy zwraca¢ uwage na
kolejno$é mnozenia. Np.

1. (F-0)* = (xo, + yo, + 20,)* = (2 + y* + 2*)1 + ay(o,0, + 0,0,) + x2(0,0, + 0,0,) +
yz(o,0, + 0.0,) = (22 + y? + 2)1
gdyz trzy wyrazy z mieszanymi iloczynami znikaja na mocy punktu 2.

2. (7 3)(7-3) =7 Gl +id(F x q)

3. {7 3,4 ¢} =27 q1

<y

Zauwazmy, ze dowolna macierz hermitowska 2 x 2 ma 4 dowolne parametry rzeczywiste, gdyz
na 8 parametrow rzeczywistych (4 zespolone) mamy narzucone 4 warunki wynikajace z zadania
hermitowskosci. Dowolna macierz tego typu moze by¢ zapisana jako

To+ T3 T —iTo
Ty +1xy Xg — T3

A wiec zbior {1, 5} tworzy baze w przestrzeni macierzy hermitowskich 2 x 2.
Interesujaca ciekawostka

To+ X3 T1— 1x9 o
det ) =zg — |7
T1+1xy Ty — T3

Na zakonczenie naszych rozwazan z teorii przeksztatcen liniowych powrocimy do przeksz-
talcen nad ciatem liczb rzeczywistych. Wiemy, ze wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych
nie musi mie¢ pierwiastek rzeczywisty, np. rownanie 22+ 1 = 0 nie ma rozwigzan rzeczywistych.
Jezeli rozszerzymy rozwazania na liczby zespolone, to réwnanie to ma dwa rozwigzania r = 1.
W ogolnosci, jesli wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych ma pierwiastek zespolony z, to
pierwiastkiem jest tez z*. Dla odwzorowan liniowych nad R zachodzi

Twierdzenie:

Dla kazdego przeksztalcenia liniowego A nad R przestrzeni wektorowej W w siebie istnieje

jednowymiarowa lub dwuwymiarowa podprzestrzen niezmiennicza wzgledem przeksztatcenia
A.

Dowo6d: Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:
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1. Wielomian charakterystyczny ma pierwiastek rzeczywisty. Wowczas rozwiazujac rownanie
wlasne znajdujemy wektor wtasny rozpinajacy jednowymiarowa podprzestrzen niezmien-
nicza.

2. Wielomian charakterystyczny ma pierwiastek zespolony. Oznaczmy go przez z = = + iy
i szukajmy wektora wlasnego w postaci a + i3, tzn. rozwiazujemy roéwnanie (A — (z +
iy) 1)(a+ i) = 0. Rozpisujac to rownanie dla czesci rzeczywistej i urojonej dostajemy

Aa=za —yl
AL = a0 + ya

Widad, ze podprzestrzen rozpieta na wektorach « i 3 jest niezmiennicza, a przeksztalcenie
A obciete do tej podprzestrzeni ma postac

M

Wiemy juz, ze przeksztalcenie symetryczne nad R jest diagonalizowalne, natomiast nie kazde
odwzorowanie ortogonalne mozna zdiagonalizowa¢. Podamy teraz twierdzenie dla macierzy
ortogonalnych bez dowodu, bo dowéd w prosty sposoéb wynika z dotychczasowych rozwazan.

chdo

Twierdzenie:

Dla kazdego przeksztatcenia ortogonalnego O nad R istnieje baza ortonormalna, w ktorej
macierz przeksztalcenia ma postac

gdzie na diagonali stoja macierze o wymiarze co najwyzej 2 postaci

cos ¢; — sin ¢;

Dy =1}, Dy =[-1], Di = sin¢;  cos¢;

Stowo wyjasnienia: wyznacznik macierzy ortogonalnej wynosi 1, co wynika z definicji
OTO = 1. Wartoéci wlasne, jesli istnieja, sa wiec &1, i tym odpowiadaja podmacierze D; = [£1]
w powyzszym twierdzeniu. Jesli jest pierwiastek zespolony, to podmacierz ma posta¢, jak w
twierdzeniu poprzedzajacym. Poniewaz macierz jest ortogonalna, to wyznacznik z? + y? = 1,
wiec istnieje taki ¢;, ze x = cos ¢;, y = sin ¢;.
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2.10 Formy kwadratowe

Zastosujemy nasze wiadomosci na temat macierzy do badania form kwadratowych. Rozpatrzmy
przestrzen liniowa V nad R. Najpierw zdefiniujemy pojecie formy stopnia n.

Definicja formy stopnia n:

Funkcje g przyporzadkowujaca wektorowi liczbe rzeczywista nazywamy forma stopnia n, gdy
jest ona wielomianem jednorodnym stopnia n. W szczegdlnosci, wielomian stopnia pierwszego
nazywamy forma liniowa, gdyz jest liniowa w swoim argumencie, tzn. dla v, v, € V

g(a1vy + agvy) = arg(v1) + azg(va),

gdzie a1, a2 € R.

Np. jesli {z;} sa sktadowymi pewnego wektora, to x+2x5—7x3 jest forma liniows, 22 — 2,25
jest forma kwadratows, ale 23 — x5 nie jest forma, gdyz zawiera wyraz stopnia 3 i wyraz stopnia
1.

Ustalmy w przestrzeni V' pewna baze {v;}7. Wowczas dla wektora

r = Zl’ﬂii
mamy
g(x) =g <Z %’Uz') = ing(vi) = Zgi%,

gdzie przyjeliSmy oznaczenie g; = g(v;). W danej bazie formie g mozna przyporzadkowac wektor
G = [gi] (czesto nazywa sie go ko-wektorem). Formy mozna dodawaé: jesli mamy dwie formy
liniowe g i h reprezentowane przez wektory G = [g;] i H = [h;], to

g(r) + h(z) = Zgzxz + Z hiz; = Z(Qz + hi)x;,

)

wiec suma form g + h jest reprezentowana przez wektor o sktadowych [g; + h;]. Podobnie
okreslamy mnozenie formy przez liczbe. Formy liniowe tworza wiec przestrzeni liniowa izomor-
ficzng z R™.

Definicja formy dwuliniowej:

Funkcje f(x,y) przyporzadkowujaca dwom wektorom x € V iy € W liczbe rzeczywista, f :
V x W — R, nazywamy forma dwuliniowa, jesli jest ona liniowa w kazdym argumencie, tzn.

f('ra a1 + G2Z~/2> = alf(%l/l) + a2f(x7y2>:
flarzy + asxs, y) = ay f(x1,y) + ao f (22, y)

gdzie x1,x2,y1,y2 €V, a1,a2 € R.

Zwroémy uwage na fakt, ze wektory x 1 y w ogdlnosci nalezag do roéznych przestrzeni wek-
torowych i nie mozna ich przestawiac.
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Ustalmy w przestrzeniach bazy: {v;}} w przestrzeni wektorowej V i {w;}¥ w przestrzeni W.

Woéwezas dla wektorow
n k
T = E LiVi, Y= E Yjw;
i=1 j=1

[z, y) = f(z TiVi, Z?Jjwj) = Z%?ij(vi,wj) = Zfz’jl"z'yj-,

gdzie przyjeliSmy oznaczenie f;; = f(v;,w;). Macierz ' = [f;;] nazywamy macierza formy
dwuliniowej f. Postaé¢ tej macierzy zalezy od bazy. Podobnie jak dla form liniowych, mozemy
zdefiniowa¢ dodawanie form dwuliniowych i mnozenia ich przez liczbe. W ten sposob tworzymy
przestrzen wektorowa form dwuliniowych, ktora jest izomorficzna z przestrzenia macierzy pros-
tokatnych wymiaru n x k.

Interesujacy jest przypadek, gdy V = W. Wowczas forma jest reprezentowana przez macierz
kwadratowg. Mozna wtedy postawi¢ pytanie, czy f(z,y) = f(y,x). Jesli tak jest, to mowimy,
ze forma dwuliniowa jest symetryczna. Wtedy z symetrii formy f wynika, ze fix = fri-

mamy

Definicja formy kwadratowej:

Jesli f(x,y) jest forma dwuliniowa symetryczna, to funkcje
h(z) = [(z,z)
nazywamy formg kwadratowa.

W pewnej bazie, w ktorej wektor x ma przedstawienie w postaci wspotrzednych z;, forme
kwadratowa mozemy przedstawic

T
h(z) = [x1,..., 2, F
‘TTL
korzystajac z konwencji mnozenia macierzowego. Poniewaz macierz F' jest rzeczywista i symetryczna,

mozemy zdiagonalizowa¢ w bazie ortonormalnych wektorow whasnych {v;} tej macierzy przez
transformacje podobieristwa

A1 0
F'=BTFB = ,
0 An
Kolumny ortogonalnej macierzy B sa zbudowane z wektorow wtasnych B = [vy,...,v,]. Pod-
stawiajac I' = BF' BT do wyrazenia na forme I'(z) dostajemy
/\1 0 ] T
F(z)=[z1,...,2,]B BT |
0 An | Tn
M 01 [w]
0 An Yn | '
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gdzie vy; sa wspolrzednymi wektora x w bazie wektorow wlasnych, v = BTz. Powyzsza
postaé formy kwadratowej nazywamy postacig kanoniczna. Oczywiscie forma kanoniczna dla
danej formy nie jest wyznaczona jednoznacznie, bo mozna chociazby ja zmieni¢ przeskalowujac
wspotrzedne.

Definicja:
Moéwimy, ze forma kwadratowa jest dodatnio okreslona (dodatnia), jesli dla kazdego niezerowego
wektora x zachodzi h(zx) > 0.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by forma byta dodatnia jest dodatnios¢ wszys-
tkich wartosci wtasnych. Istnieje tez tzw.

Kryterium Sylvestra:

Forma kwadratowa h jest dodatnia, jesli wszystkie minory gtéwne macierzy F' formy h sa dodat-
nie. (Dla przypomnienia, minor glowny Fj stopnia k jest to wyznacznik macierzy kwadratowej
k x k utworzonej z pierwszych k wierszy i kolumn macierzy F'.)

Przyktad:
Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej forme h: R?® > 7= [z,y, 2] — f(F) € R postaci

h(7) = 32* + Ty* + 32 + 222

W wyjsciowej bazie forma ma macierz (z konstrukeji symetryczng)

3
F=10
1

O N O
w o =

Rozwiazujac zagadnienie whasne det(F' — A1) = 0 znajdujemy wartosci wlasne A; i odpowiada-
jace im wektory wlasne v;

/\1:2 )\2:7 )\‘3:4
1/v2 0 1/v/2
0 Vy = 1 V3 = 0

—1/V2 0 1/v/2

Wspotrzedne wektora 7 w nowej bazie wektorow wtasnych

v =

x 1 1 0 -1 T 1 T —z
V0 =—%0V2 0 ||y|="F5]| V2
2 V2 1 0 1 z V2 T+ 2z

W nowych wspotrzednych forma ma postaé
h(/’:‘) — 2]}/2 + 7y/2 + 42:/2
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2.10. FORMY KWADRATOWE 69

Operacja zamiany wspotrzednych ma interpretacje obrotu wokot osi y-6w.

Baze, w ktorej forma kwadratowa przyjmuje posta¢ kanoniczng nazywamy baza kanoniczna.
Nie kazda baza kanoniczna musi by¢ ortonormalna. O tym przekonuje nastepujacy

Przyktlady:
1. Powr6cimy do poprzedniego przyktadu formy kanonicznej i znajdziemy baze kanoniczng inng
metoda, tzw. metoda Lagrange’a dopetniania do kwadratu.

2
h(F) = 32*+ Ty* +32% 4+ 222 = Ty* + 3(2* + P + 22)

2 1 1

= Ty +3(2* + Sxz + (52)* — (52)° + 2%)
3 3 3
1 8

= Ty +3(z+ §Z)2 + §z2 =1+ y” + 27,

gdzie ' = /3(x + 2/3), vy =VTyi 2 = /8/3z.

2. Macierz I’ z poprzednich przykladow jest dodatnio okreslona, co wida¢ na dwa sposoby:
e wartosci wlasne sa dodatnie
e minory gtowne I} = 3, Fy, = 21, F3 = 56 sa dodatnie.

3. Inny przyktad formy:

_, 1 1 1
h(r):zz+xy:z2+§(x+y)2—§(x2+y2):zz+z(x+y)2——(x—y)

Forme kwadratowa rzeczywista zawsze mozemy sprowadzi¢ do postaci kanonicznej

h(z) = a12% + asas + ... + apzs

gdzie wspolczynniki a; sa dodatnie, ujemne lub zero. Wiemy, ze za pomoca przeksztalcen
rzeczywistych mozna dostaé nieskonczenie wiele form kanonicznych. Ale obowiazuje

Twierdzenie Sylvestra-Jacobiego:

o bezwtadnosci form kwadratowych méwigce, ze za pomoca przeksztatcen rzeczywistych nieosobli-
wych dana forma ma zawsze te sama liczbe wspotczynnikéw a; dodatnich, ujemnych i réwnych
7Z€ro.

Twierdzenie jako dosy¢ intuicyjnie prawdziwe zostawimy bez dowodu. Niech forma ma P
wspotezynnikéw dodatnich i N wspotezynnikéw ujemnych w postaci kanonicznej. Z powyzszego
twierdzenia wynika, ze liczby P i N sa niezmiennikami rzeczywistych przeksztatcen nieosobli-
wych formy. Liczbe P 4+ N, rowna rzedowi macierzy I, nazywamy rzedem formy, a P,N — jej
sygnatura.

Przyktad:
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70 ROZDZIAL 2. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Iloczyn skalarny (-|-) jest forma dwuliniowa, a definiowany przez nia kwadrat normy wektora
(x|z) jest formg kwadratowa dodatnio okreslona.

Zauwazmy, ze kazda forma kwadratowa h(z) ma tylko jedng forme dwuliniowa f(z,y), zwang
forma biegunows, taka ze h(x) = f(z,x). Rzeczywiscie, gdyby istnialy dwie rézne formy
biegunowe f1 i fo, takie ze fi(z,x) = fao(x, ), to forma fio = fi(x,y) — fo(x,y) tez jest forma
dwuliniowa i fi2(z, z) = 0 dla kazdego . Z liniowosci wynika, ze f12 musi by¢ forma zerowa. W
takim razie dla danej formy kwadratowej h tatwo jest poda¢ przepis (jednoznaczny) na forme
biegunowa, f(z,y) = 2(h(z +y) — h(z) — h(y), bo z konstrukcji f(z,z) = h(z). Z tej dyskusji
wida¢, ze kazda forma kwadratowa dodatnio okreslona moze postuzyé¢ do zdefiniowania iloczynu
skalarnego.
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