ZADANIA DOMOWE Z MATEMATYKI II L
SERIA 4

1 FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH RZECZYWISTYCH

1. Zaznaczy¢ w ukladzie wspotrzednych dziedziny D ponizszych funkcji:

a) f(;my)zln(my—i—l), b) f(ﬂc,y)ztg(x+y)7 C) f(:my): \/"1"2_ 27 d) L

Yoetdt

e) f(z,y) = arcsin(z? +y* — 2), f) f(z,v) :/ T

x

2. Obliczy¢ granice (o ile istnieje) funkeji w punkeie P oraz granice iterowane:

xr —
a‘) f(ﬂ&y) = 1374-:;7 dla P = (0a0)7

2?2 — 2

b) f(z,y) = arcsin(z —g)’ dla P = (1,1),

¢) f(z,y) =¥, dla P = (0,0),
d) f(z,y) = Re {exp <xi1y)] dla P = (0,0).

3. Obliczy¢ (jesli istnieja) granice podwojne oraz odpowiadajace im granice iterowane:
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(x,y)—(0,0) 22 + zy + Y2
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(z.y)—(0,0) % + zy + y?
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(z,9)—(0,0) 27 + Y
sin(z* + y*)
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4. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji
4,4

__ Ty
z(@,y) = (@ +y2)8
wzdtuz dowolnej prostej przechodzacej przez punkt (0,0). Czy ma ona granice w tym punkcie?

5. Obliczy¢ pochodne czastkowe 0, f, 0y f, 0, f funkcji
e_xz_yz
) S b) sinfsin(e? £ 42, ©) VAT, d) (e, ) f(rp.z) = G+ 290
Sprawdzi¢, czy 0,0, f = 0,0, f.

6. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji:



a) f(w,y) = |sinz/" W, Dy = [R x (R\{O})\{(k,1)}.
b) **! Pokazaé, ze funkcji f z punktu a) nie da sie przedtuzyé¢ do funkcji f ciaglej na D;;: R x (R\{0}):

PR BV ICNT) gdy (z,y) € Dy,
@ y) = { g=const. gdy (z,y)€ {(km,1)}.

c) f(z,y) =In|z+Inyl.

7. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f(x,y) = /a* + y? we wszystkich punktach, w ktorych te
pochodne istnieja.

8. Zbadad istnienie pochodnych czastkowych rzedu drugiego 02 f, 33 [, Oy f oraz Oy, f funkcji

_ [ vPeos iy gdy (2,y) # (0,0),
f(x’y)_{o Y ay (@)= (0.0),

w punkcie (0,0). Zbada¢ ciagtosé i rozniczkowalnosé (w sensie Frécheta) funkcji f w punkcie (0,0). Na przykladzie
funkcji f wykazaé, ze ciagtosé pochodnych czastkowych nie jest warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci funkcji.

9. Wyznaczy¢ pochodne kierunkowe V, f(P) w kierunku dowolnego wektora v w punkcie P = (1,1) funkcji f(z,y) =
¥ —y*.

10. Dana jest funkcja

72

fay) =4 Zrge M @y 700
o dla  (z,y) = (0,0).

a) Dla jakiej wartosci parametru o w punkcie P = (0, 0) istnieje pochodna kierunkowa V,, f(P) w kierunku wektora

er = ( (1) )? Ile ona wynosi?

b) Dla jakiej wartosci parametru o w punkcie P = (0, 0) istnieje pochodna kierunkowa V,, f(P) w kierunku wektora

ey = < (1) >? Ile ona wynosi?

COS &
sin o

) funkcji

11. Obliczy¢ pochodne czastkowe i pochodne kierunkowe w kierunku wektora e = (

f(x,y):{ s da (@) £ 0,0

0 dla (z,y) = (0,0)
w punkcie O = (0,0).
12. Sprawdzi¢, ze

a) zaréwno fala stojaca f(x,t) = sin(kx)sin(kct) jak i fala biegnaca f(x,t) = sin(k(x — ct)), gdzie k, ¢ = const.,
spelniaja réwnanie falowe

0*f  10°f

022 2 o2
b) funkcja f(x,y) = In (22 + y?) speia dla (z,y) # (0,0) réwnanie Laplace’a
o%f  O*f

13. ** Niech V bedzie dowolng unitarng przestrzenia wektorows. Zdefiniujmy funkcje f : V x V — R w nastepujacy
sposob:

3

VXV 5 (or,vm) s for,vg) = 4 (Il Rl PN gdy (o2 4 a2 > 0,

1, gdy v =vp =0.

1Dwie gwiazdki ** oznaczaja, ze zadanie jest trudne, nieobowiazkowe.



Pokazaé, ze f jest rozniczkowalna w sensie Frécheta w (0, 0).

Uwaga 1: Zadanie jest dosy¢ trudne, ale dowdd rézniczkowalnosei jest bardzo podobny do dowodu w jednym z zadan
omawianych na ¢wiczeniach.

Uwaga 2: O przestrzeni unitarnej V' nic nie zakladamy, wiec moze by¢ ona nieskonczenie wymiarowa. Mimo to dowod
rézniczkowalnosci nie jest bardzo trudny.

14. Znalezé réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni:
a) z =3 — 222y + 3y? — bz w punkcie (z,y,2) = (1,1, -3),
b) 23 + 4% + 23 — 36 = 0 w punkcie (z,y,2) = (2,1, 3).
15. Rozwinaé w szereg Taylora do czwartego rzedu ponizsze funkcje wokot punktu P = (0,0):

1

a) arcsin(zsiny), b) 1+a2+y2

c) Re(e” ).



