ROZDZIAL 1

Przestrzenie liniowe

Zaczniemy od przypomnienia definicji i wtasnosci najprostszych struktur algebraicznych: grupy
i ciala.

1.1 Definicje i wlasnosci grupy i ciala

Definicja grupy:

Grupa (G, ®) nazywamy zbior G wraz z jednoznacznym dzialaniem dwuargumentowym
@: G x ¢ — (G o nastepujacych whasnosciach:

e lacznosé, tzn. dla dowolnych a,b, c € G zachodzi (a ©b) dc=a® (b D c)
e istnieje element neutralny e € (G taki, ze dla kazdego a € G zachodzi a Be=c¢da=a

e kazdy element a € (G ma element przeciwny b € GG, tzn. a Bb=-e

Jedli dzialanie jest przemienne dla wszystkich elementow G, tzn. a b = b a, to moéwimy,
ze grupa jest przemienna (lub abelowa).

Zauwazmy, ze zbiér (G moze by¢ zupetnie dowolny, np. zbior kwiatow, stow, idei, liczb itd. i
dzialania @ nie nalezy utozsamiac¢ z dodawaniem. Dziatanie to oznacza jedynie tyle, ze kazdym
dwom elementom ze zbioru GG jest przyporzadkowany jaki$ element tego zbioru. Ilustruje to
ponizszy

Przyktad:

Niech G bedzie zbiorem dwuelementowym G = {a,b}. Elementy a,b moga reprezentowac
cokolwiek, np. przyjmiemy, ze a to aster, a b to bratek. W tym zbiorze okres§lamy dziatanie
dwuargumentowe ¢ w nastepujacy sposob:

a®a=a, bdb=a, a®db=bda=0>
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4 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

tzn. parze (aster,aster) jest przyporzadkowany aster, parze (aster,bratek) jest przyporzad-
kowany bratek itp. Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze dziatanie @ jest taczne,
elementem neutralnym jest a (aster) i elementem odwrotnym do a jest a, natomiast elementem
odwrotnym do b jest b. Tak zdefiniowana para (G, @) jest grupa przemienna.

Twierdzenie:

W dowolnej grupie (G, @) rownanie © & a = d ma rozwigzanie x = d @ b dla zadanych a, d,
gdzie b jest elementem odwrotnym do a.

Dowéd: Korzystajac wytacznie z definicji grupy i wlasnosci relacji rownosci tzn., zwrotnosci
(a = a), symetrii (jesli a = b to b = a) oraz przechodniosci (jesli a =bi b= c to a = c¢) mamy

r=r®e=20(adb)=(xPa)®b=ddb

Z, drugiej strony, niech x = d @ b. Wstawiajac do réwnania x & a = d sprawdzamy, ze jest to
rzeczywiscie rozwigzanie tego rOwnania. cbdo

7 tego twierdzenia wynika prawo “skracania stronami”, tzn. réwnosé¢ ¢ & a = d @ a pociaga
za soba ¢ = d.

Zauwazmy, ze w dowodzie twierdzenia skorzystaliémy jedynie z tego, ze istnienieje element
odwrotny do a bez zakladania, ze taki element jest tylko jeden. Mozemy teraz wykazac¢, ze
kazdy element na tylko jeden element odwrotny. Gdyby bowiem byly dwa rézne elementy
odwrotne b,c do a to mamy a® b =eia®c=e. Ale z powyzszego twierdzenia rozwigzanie
drugiej réwnosci mozemy zapisa¢ w postaci c = e ® b = b, czyli b = c. Istnieje réwniez tylko
jeden element neutralny, bowiem gdyby byly dwa e; i ey, to z rownosci e; @ es = €1 (bo e
neutralny) i e; @ ey = ey (bo e neutralny) i przechodniosci relacji rownosci wynika, ze e; = es.

Poniewaz w kazdej grupie jest tylko jeden element neutralny i dla kazdego elementu istnieje
tylko jeden element odwrotny, wprowadzimy wygodng notacje: element odwrotny do a bedziemy
oznaczali przez —a, a element neutralny e przez 0 (zero). Jest to tylko oznaczenie, bo w zbiorze
(G moze nie by¢ zadnych liczb. Np. odwotujac sie do powyzszego przyktadu, 0 to aster, a element
odwrotny do bratka —b to bratek b, czyli b = —b. I b nie jest zerem!

Jesli przyjmiemy taka notacje, to wlasnosci przemiennego dziatania @ sg formalnie takie
same, jak dla dodawania, bonp. z @a=d =z =d® (—a) i te ostatnig rownos¢ bedziemy
zapisywac jak d — a. Podkreslmy jeszcze raz, ze d — a oznacza jedynie d & (—a) i nie ma nic
wspoOlnego z odejmowaniem.

Powyzsza notacja jest addytywna. Alternatywnie mozna przyjaé¢ notacje multiplikatywna
dla dla dziatania grupowego, np. » zamiast @, w ktorej element neutralny oznacza sie przez
1 (jedynka), a element odwrotny do a oznacza si¢ przez a~'. Taka notacja jest zgodna z

“mnozeniem”, bo wtedy np. a ® a~! = 1, ale znowu jest to tylko notacja i nic wiecej.

Definicja ciala:

Cialem (K, W, ®) nazywamy zbior K z dwoma dwuargumentowymi dzialaniami
W, : K x K — K o nastepujacych wlasnosciach:
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1.2. PRZESTRZENIE WEKTOROWE 5

e (KK, W) jest grupa przemienna; element neutralny wzgledem & oznaczymy przez 0, a ele-
ment odwrotny wzgledem W do a przez —a;

e (K — {0},®) jest grupa przemienng; element neutralny wzgledem ® oznaczymy przez 1,

a element odwrotny wzgledem ® do a przez a™!;

e dla dowolnych a, b, ¢ € K zachodzi
a® (bWe)=(a®b)W(a®c)

tzn. “mnozenie” © lewostronnie jest rozdzielne wzgledem “dodawania” W.

Pytanie, czy zachodzi (a Wb) ®c = (a ® )W (b ® ¢) wyglada na trywialne, jesli traktowac
Wi © jako zwykle dodawanie i mnozenie. Ale dla abstrakcyjnych operacji Wi ® odpowiedz na
to pytanie wymaga formalnego dowodu:

(awWb) ®c

=c® (aWb) ( przemiennos$¢ ©)
=(c®a)®(c®b) ( trzeci punkt definicji)
=(a®c)®(b®c) ( przemienno$¢ ©)

Podobnie wykazujemy, ze a © 0 = 0. “Mnozac” lewostronnie a = a & 0 przez a dostajemy
a®a=a®(aW0)=(a®a)Wa®0
Korzystajac wiec z udowodnionego wcze$niej twierdzenia dostajemy rzeczywiscie a © 0 = 0.
W podobny sposoéb pokazujemy formalnie, ze
a®(=b)=(-a)®b=—(a®D), (—a)®(=b)=a®b
W szczegolnosei zaczynamy wreszcie rozumieé, dlaczego (—1) ® (—1) = 1. I to nawet wtedy,
gdy elementy zbioru K, w tym (—1), nie sa liczbami!!
1.2 Przestrzenie wektorowe

Co ltaczy ze sobg zbior rozwazanych dotychczas przez nas wektoréw, tj. odcinkow skierowanych
(strzalek) w przestrzeni R? z np. wielomianami zmiennej rzeczywistej Zaréwno wektory, jak i
wielomiany mozemy do siebie dodawaé, odejmowaé, mnozy¢ przez liczby rzeczywiste, itd. Tych
analogii jest zreszta wiecej. Oba te przyktady sa szczegdlnymi przypadkami pewnej struktury
zwanej przestrzenig wektorowa.

Definicja przestrzeni wektorowej:

Przestrzenia wektorowg V' nad cialem K nazywamy strukture (V, @; K, W, ®; ®) o nastepujacych
wtasnosciach:

www.fuw.edu.pl Jan Kalinowski: Wyklad z Matematyki 2L 2008/2009



6 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

o (V,®) jest grupa abelowa,
o (K,w,®) jest ciatem,

e ostatnie dziatanie ® zwane mnozeniem jest takim odwzorowaniem K x V — V', ze jesli
a,b € K, a,5 €V il jest jednoscia w K (ze wzgledu na mnozenie ®) to zachodzi:

l.La(a®fB)=axada®
2. (aWh)®a=aRa®b®
3.ar(b®a)=(a0b) ®a

4. 1Q0a=«

Czesto zamiast przestrzenn wektorowa mowimy przestrzen liniowa, lub liniowa przestrzen
wektorowa. Czasem tez sam zbior V nazywany jest przestrzenia wektorowa, jesli spetnione sa
powyzsze warunki. Elementy V' zwane wektorami czesto bedziemy oznaczali literami greckimi.
Warto wspomnieé, ze w literaturze np. fizycznej czesto uzywa sie na wektory oznaczenia v, ]3,
7 lub oznacza sie je ttustym drukiem. Symbole mnozenia zwykle sie opuszcza.

Patrz plik dodatekl.pdf zawierajacy przypomnienie definicji i podstawowych wlasnosci grupy i
ciata.

W definicji przestrzeni wektorowej dla dzialan &,w uzyliSmy notacji addytywnej, a dla
dziatan ®, ® multiplikatywnej. W Dodatku 1 (dodatekl.pdf) wykazalismy, ze dla takiej notacji
obowigzujg formalnie te same reguty, jak dla zwyklego dodawania i mnozenia. Dlatego tez
od tego momentu nie bedziemy stosowac tej szczegoblnej notacji tylko zwyktego dodawania i
mnozenia (jesli nie bedzie wyraZnie zaznaczone, ze jest inaczej). W wielu rozpatrywanych
przypadkach rozwaza¢ bedziemy przestrzenie wektorowe zbudowane z obiektoéw liczbowych nad
cialem liczb 1 wtedy te dzialania sprowadzaja sie do zwyklego dodawania i mnozenia. Nalezy
jednak pamietac, ze w ogélnosci sa to abstrakcyjne dzialania i charakter tych dziatan wynika z
kontekstu.

Przyklad 1:

Rozwazana wczesniej przestrzenn R? stanowi przyktad przestrzeni wektorowej nad cialem liczb
rzeczywistych.

Przyklad 2:
Cialo K jest przestrzenig wektorowag nad soba samym.

Przyktlad 3:
Przestrzen wektorowa n- wymiarowa: K" = K x K x ... x K nad cialem K. Sklada si¢ ona z

n razy
wektorow typu:
wq (%1 Uy
Wa (% U2
w = , U= . , U= )
Wp, Un Up,
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1.2. PRZESTRZENIE WEKTOROWE 7

gdzie wy, v;, u; (sktadowe wektora) sa elementami K. Niech a € K, wowczas mnozenie wektora
przez liczbe oraz dodawanie wektorow definiujemy jako

aw; w1 + vp

aws Wy + Vo
aw = | . , w—+v =

awy, Wy, + Up,

Wektor zerowy to oczywiscie wektor, w ktorym wszystkie sktadowe sa rowne zero. Szczegdlnymi
przyktadami K™ sa R™ oraz C". Przestrzenie te dla n = 1,2, 3 juz znamy. Dla n > 3 uogoélnie-
nie jest bardzo proste. Nalezy dodacé, ze przestrzenie te nie stanowig jaki§ wyimaginowanych
przyktadow akademickich, ale maja praktyczne znaczenie i zastosowanie np. w fizyce. W me-
chanice zamiast rozwazaé na przyklad ruch n punktéw materialnych w przestrzeni R? wygodnie
jest rozwazy¢ ruch jednego punktu (tzw. punktu-obrazu) w R3" zwanej przestrzenia konfigu-
racyjna. Wspotrzedne punktu-obrazu z; (j = 1,2, ...,3n) tworzymy ze wspolrzednych z;, y;, z;
wektorow polozen r; (i = 1,2, 3) punktoéw materialnych utozsamiajac x;, v;, 2; 2 T3;_2, T3i_1, T3;-
Inny przyktad, to tzw. przestrzen fazowa w formalizmie kanonicznym, w ktorej w kazdej chwili
czasu podajemy wspolrzedne polozenia i skladowe pedu, co jak tatwo widac¢ jest przestrzenig
szesciowymiarowa.

Przyklad 4:

Przestrzen macierzy o wymiarze n X m nad R jest przestrzeniag wektorowa n - m-wymiarows.
Dziataniami w tej przestrzeni sa dodawanie macierzy i mnozenie macierzy przez liczbe. Jeslin =
1 to otrzymujemy przestrzen podana w przyktadzie 3., natomiast jesli m = 1 to otrzymujemy
przestrzen wektoréw transponowanych.

Przyklad 5:

Zbior wszystkich wielomianéw wzgledem ciata K z dziataniami dodawania wielomianéw oraz
mnozenia wspotczynnikow przez liczby z tego ciala jest przestrzenia wektorows.

Przyktlad 6:

Zbior wszystkich funkcji ciagtych rzeczywistych (f : R — R) z dzialaniami - dodawaniem
funkcji i mnozeniem ich przez liczby rzeczywiste jest przestrzeniag wektorowa nad ciatem R.

Udowodnimy teraz proste
Twierdzenie:

Jedli V' jest przestrzenia wektorowa nad ciatem IK, to dla kazdego a € K i w € V mamy:
1. 0w = 0 (pierwsze zero nalezy do K, drugie do V),

2. a0 =0,
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8 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

Dowd6d: Te réownosci moga sie w pierwszej chwili wydac zupetnie oczywiste. Jednak wymagaja
one formalnego dowodu. Zauwazmy najpierw, ze z definicji dzialania w przestrzeni wektorowe;j
wynika, iz (w,v € V)

(a—bw=(a—bjw+bw—-bw=(a—b+bw—bw=aw-—bw

oraz
alw—v)=alw—v)+av—av=alw—v+v)—av=aw—av

Teraz juz mozemy dowie$¢ réwnosci

1. 0w = (a — a)w = aw — aw = 0. Podobnie postepujemy w przypadku rownosci

2: a0 =a(lw—w)=aw—aw =0,

Dowdd ostatniej rownosci wymaga skorzystania z wlasnosci 4. zawartej w definicji przestrzeni
wektorowej oraz zauwazenia, ze (—1)w +w = (1 — 1) w = 0. Poniewaz réwniez w—w = 0, wiec
musi zachodzié¢ (—1)w = —w. Stad juz tatwo widac, ze a(—w) = (—la)w = a((—1)w) = a(—w).

chdo

Definicja podprzestrzeni wektorowej:

V1 nazywamy podprzestrzenia wektorowa przestrzeni wektorowej V', jesli
1. icV
2.V} oraz V sa przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K

3. dzialania na wektorach w V) sg identyczne z dziataniami na tych samych wektorach w V.

Przyklad 1:

Kazda przestrzen wektorowa ma dwie trywialne podprzestrzenie wektorowe: siebie samg oraz
przestrzen ztozona z jednego tylko wektora 0.

Przyklad 2:
R! jest podprzestrzenia w R? i R3. R? jest podprzestrzenig w R?.

Przyktlad 3:

Podprzestrzenia przestrzeni wektorowej wszystkich wielomianéw moze by¢ zbior wielomianéw
stopnia niewiekszego niz n, gdzie n jest liczba naturalng. Zauwazmy réwniez, ze zbiér wielomi-
anow okreslonego stopnia (na przyktad n) nie jest przestrzenia wektorowa, poniewaz dodawanie
wielomianéw moze wyprowadzi¢ poza ten zbior.

Przyklad 4:

Podprzestrzeniag wszystkich funkcji cigglych rzeczywistych moze by¢ przestrzen funkcji rozniczko-
walnych.

Przyktad 5:

Jan Kalinowski: Wyktad z Matematyki 2L 2008,/2009 www.fuw.edu.pl



1.3. LINIOWA NIEZALEZNOSC WEKTOROW 9

Niech V bedzie plaszczyzng w R? przechodzaca przez srodek ukladu wspolrzednych. Punkty
tej plaszczyzny tworza przestrzeni wektorowa, ktora jest podprzestrzenia R>. Aby sie o tym
przekona¢ wystarczy wykazaé, ze dzialania dodawania wektoréw i mnozenia wektora przez
liczbe nie wyprowadzaja poza ten zbior. Plaszczyzna przechodzaca przez poczatek uktadu
wspotrzednych jest opisana rownaniem

ax + by +cz = 0. (1.1)

Po pierwsze widaé¢, ze punkt 0 = (0,0,0) nalezy do V. Jest to wektor zerowy. Nastepnie
zauwazamy, ze jesli wektor w nalezy do V' to —w tez nalezy do V (jesli w spelnia réwnanie
(1.1), to —w tez spelnia to rownanie). Ponadto kw nalezy do V. Pozostaje jeszcze wykazac,
ze jezeli w € V oraz v € V to w+ v € V. Niech w = (ay, a9, a3) oraz v = (by, by, b3), wowczas
musza by¢ spelnione rownania a1x+asy+azz = 0 oraz bz +byy+bszz = 0. Dodajac te rownania
stronami otrzymujemy (a; + by)z + (a2 + b2)y + (as + b3)z = 0, a zatem suma wektorow w + v
tez nalezy do V.

1.3 Liniowa niezaleznos$é¢ wektorow

Niech ey, es, ..., e, beda wektorami z przestrzeni wektorowej V' nad cialem K, ay,as,...,a, €
K. Wektor

Z aj €j < Vv (12)
j=1

nazywamy kombinacja liniowa wektoréw eq, e, ..., e,, a liczby a4, ao, ..., a, wspoélczynnikami
tej kombinacji.

Definicja liniowej niezalezno$ci wektoréw:

Wektory eq,es,...,¢e, € V nad ciatem K nazywamy liniowo niezaleznymi wtedy i tylko wtedy,
gdy z rownosci
> ajw =0, (a; € K)
j=1
wynika, ze
a1:a2:...:an:O.

W przeciwnym przypadku mowimy, ze wektory {e;} sa liniowo zalezne. Innymi stowy kombi-
nacja liniowo niezaleznych wektorow znika wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wspolczynniki
sa rOwne zero.

Uwaga: {0} jest zbiorem wektorow liniowo zaleznych.

Twierdzenie:

k . -
Wektory e1,¢5,...,en €V Vv =3 e |
sa liniowo zalezne J oy
$F]
Dowéd:

www.fuw.edu.pl Jan Kalinowski: Wyklad z Matematyki 2L 2008/2009



10 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

= DPoniewaz wektory sa liniowo zalezne, wiec ich kombinacja liniowa ) a;e; znika nawet
wowczas, kiedy nie wszystkie wspolczynniki a; sa réwne zero. Niech na przyklad a; # 0.
Wowcezas

¢j = —(ar/aj)er — ... = (a51/a5)ej1 = (aj41/a5)€j41 - — (an/aj)en.
<= Niechaj
n
Vi =3 ae,
J s#]
wowczas przyjmujac a; = —1 otrzymujemy » . ases = 0. cbdo

Definicja przestrzeni rozpietej przez zbiér wektorow:

Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem IK, a .S jej dowolnym podzbiorem. Zbior < S >=
{w € V : w jest kombinacja liniowa wektorow z S}, ktory jest (z konstrukeji) podprzestrzenia
wektorowa V', nazywamy podprzestrzenia rozpieta (generowana) przez zbior S. Jezeli S sklada
sie z wektorow ey, es, ..., e,, to < S > oznaczamy {eq,es, ..., ey}

1.4 Baza

Definicja bazy:

Uktad wektorow eq, es, ..., e, nazywa sie baza przestrzeni wektorowej V', jezeli
l.ejeV (1=1,2,...,n),
2. wektory eq,es,...,e, sa liniowo niezalezne

3. V={ey,eq,...,e,}, tzn. wektory e; rozpinaja przestrzen V.

Uwaga Ostatni punkt powyzszej definicji oznacza, ze kazdy wektor przestrzeni V' daje sie
przedstawié¢ jako liniowa kombinacja wektorow bazy. Przestrzen {0} nie ma bazy, bo nie zawiera
wektorow liniowo niezaleznych.

Twierdzenie:

Jesli ey, eq, ..., e, tworza baze w przestrzeni wektorowej V', to kazdy wektor tej przestrzeni
posiada jednoznaczne przedstawienie w postaci

n
w = E wj €j.
j=1

Dowo6d: (Nie wprost) Niech beda dwa rozne przedstawienia wektora a:

n n

—_— . . — I .

w = E wj €5 = E U)J €j.
Jj=1 Jj=1
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Przedstawienia te sa rozne jedli dla (j = 1,2,...,n) nie wszystkie liczby ¢; = a; — a’; znikaja
rownoczesnie. Ale wowczas odejmujac stronami oba przedstawienia wektora «

n,

OZZ cje; :Z(aj —a;)ej.
=1

Jj=1
otrzymujemy znikajaca kombinacje liniowa wektorow bazy eq,eo, ..., e,, ze wspolczynnikami
¢;, z ktorych nie wszystkie znikaja. A zatem wektory bazy sa liniowo zalezne, co pozostaje w
sprzecznosci z zalozeniem twierdzenia. chdo

Baza w przestrzeni wektorowej nie jest ustalona jednoznacznie. Mozemy wybra¢ w danej
przestrzeni nieskoriczenie wiele réznych baz. Zachodzi twierdzenie mowigce o tym, ze wszystkie
te bazy maja te sama liczbe elementow.

Uwaga: W fizyce powszechnie uzywa sie notacji Diraca, w ktorej wektory oznaczane sa przez
tzw. kety (od polowki angielskiego stowa bracket), tzn. wektory oznaczane sa przez

w), le;)  itp.
Rozktad wektora na kombinacje liniowg wektoréw bazy zapisuje sie
|w) = wile;) + walea) + ... wylen).

Notacja ta jest wygodna, gdyz wyraznie odréznia wektory od wspodtczynnikow liczbowych.

Twierdzenie:

Jesli przestrzen wektorowa V' ma n-elementowa baze, to kazda inna baza tej przestrzeni ma
rowniez n elementow.

Aby udowodni¢ to twierdzenie wykazemy najpierw nastepujacy

Lemat:

Jesli |e1), |ea), ..., |e,) stanowia baze w przestrzeni wektorowej, to kazdy uktad wektorow |fi),
If2), -, | fm), gdzie m > n w tej przestrzeni jest liniowo zalezny.

Dowé6d lematu: Jesli |e1),|ea), ..., |en) jest baza, to kazdy wektor tej przestrzeni, a w
szczegblnoscel wszystkie wektory |f;) dla (7 = 1,2,...,m) daja si¢ przedstawi¢ jako kombinacje
liniowe wektoréw bazy

n

|fs>=Zasj|€j> (s=1,2,...,m).

j=1
Wykorzystamy te wzory, aby pokazaé, ze istnieje znikajaca kombinacja wektorow |fs) z nieznika-
jacymi wspolczynnikami. Bedzie to znaczyto, ze |fs) (s = 1,2,...,m) tworza kombinacje lin-
iowo zalezna. Rzeczywiscie, rozwazmy znikajaca kombinacje

n, n,

0=bi|f1) +bolfo) + .+ bmlfm) =b1 Y arjles) +b2 Y agjles) + .. +bm Y amjle;) =
j=1

j=1 J=1
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12 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

= <Z allbl> |€1> —+ (Z algbl) |€2> + ...+ <Z alnbl) |€n> =0
=1 =1 =1

Wektory |e1), |e2), ..., |en) z zalozenia stanowia baze, zatem sa liniowo niezalezne. Musza by¢
zatem spelnione warunki

(Z aljbl) =0 (j=1,2,...,n).
=1

Mamy tu do czynienia z ukladem n réwnan liniowych jednorodnych na m niewiadomych.
Poniewaz niewiadomych jest wiecej niz réwnarn, istnieja rozwiazania niezerowe na (by; s =
1,2,...,m). OtrzymaliSmy wiec teze naszego lematu.

Dowo6d twierdzenia: 7Z udowodnionego lematu twierdzenie rownej liczby elementow dowol-
nej bazy przestrzeni wektorowej V' wynika juz bezposrednio. Bowiem jesli jedna z baz ma n
elementow, a inna m to musi zachodzi¢ jednoczesnie m < n oraz n < m, czyli m = n. cbdo

Definicja wymiaru przestrzeni wektorowej:

Przestrzen wektorowa V', majaca baze ztozona z n elementéw ma wymiar réwny liczbie elemen-
tow jej bazy. (dim V=n). Udowodnione powyzej twierdzenie zapewnia nam jednoznacznos¢ tej
definicji. Jesli przestrzen wektorowa ma baze sktadajaca sie z nieskoniczonej liczby elementow
to przyjmujemy dim V =o0. Zachodzi takze dim {0}=0.

Przyktlad 1:

Przestrzen K™ nad cialem K jest n wymiarowa, tj. dim K" = n. Jako baze mozna na przyktad
wybraé¢ zbior wektorow (tzw. baza kanoniczna)

1 0 0
|€1> = . ) |62> = . 7---7|€n> = :
0 0 1
Jest to istotnie baza K", poniewaz wszystkie wektory «; naleza do tej przestrzeni; sa liniowo
niezalezne, poniewaz znikanie liniowej kombinacji

ay 0 0 a 0
n 0 a9 0 a9 0
Safey=1|. [+|. |+ ]. =] [=0=].]
= : : : : :

0 0 an an 0

pociaga za soba znikanie wszystkich wspolczynnikow a;, a dowolny wektor |w) z przestrzeni
wektorowej K™ daje sie zapisaé¢ jako kombinacja wektorow |e;) poniewaz

by 1 0 0
b 0 1 0 -
|w) = :2 =bi| . [ +ba| . [+ Fb] . =ij|€j>
: . : ) =1
by 0 0 1 ’
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1.4. BAZA 13

Przyklad 2:

Szczegdlnym przykladem K" moga by¢ a) R™ lub b) C*. W przyktadzie b) jako cialo, nad
ktorym jest skonstruowana przestrzen wektorowa mozemy wybra¢ C badz R, a wéwczas wymiar
bedzie wynosit n lub 2n. W szczegblnosci zbior liczb zespolonych, jako przestrzen wektorowa
nad ciatem liczb rzeczywistych jest przestrzenia dwuwymiarowa, a jako wektory bazy mozemy
wybrac¢ [1] oraz [i], ktore w oczywisty sposob sa liniowo niezalezne.

Przyktlad 3:

Jako baze przestrzeni wektorowej nad R zbudowanej z wielomianéw stopnia < n wzgledem
ciala K mozna wybraé¢ zbior wielomianéw 2° = 1, 2! = z,2%,...,2". Wymiar tej przestrzeni
jest n+ 1.

Przyklad 4:

Przestrzeni zbudowana z funkcji rzeczywistych (f : R — R) nad cialem R jest nieskonczenie
wymiarowa.

Przyklad 5:

Przestrzen wektorowa zlozona z macierzy m xn, V.= My, «,(K) ze standardowymi dzialaniami
dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez skalar z ciala K ma wymiar mn. Baza moga
by¢ macierze posiadajace tylko jeden element rézny od zera (na przyktad rowny 1) w miejscu
przeciecia sie wiersza m z kolumna n .

Jak sprawdzi¢, czy dany zbior wektorow stanowi uktad liniowo niezalezny. Na przyktad
mamy zbior trzech wektorow z R*: |ay) = (1, -2, 3), |as) = (5,6, —1), |az) = (3,2,1). Zbadamy
czy znikanie kombinacji liniowej

ailag) + as|as) + azlas)

pociaga za soba znikanie wspotczynnikéw aq, as, az. Wstawiamy do powyzszego réwnania wek-
tory otrzymujac

0,1(1, _27 3) + 0,2(5, 67 _1) + 0,3(3, 27 1) =
(a1 + bag + 3as, —2a1 + 6ay + 2a3,3a; — as + az) =
(0,0,0)

Rownos¢ ta prowadzi do uktadu trzech jednorodnych réwnan liniowych o niewiadomych a;

a1+5a2+3a3=0
—2a1 + 6as + 2a3 =0

3a1—a2+a3:0
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14 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

Jezeli otrzymane rownania maja nietrywialne rozwiazania (niezerowe), to wektory ag, s, as
tworza uktad liniowo zalezny. Uklad n réwnan liniowych jednorodnych o n niewiadomych
(tutaj n = 3) ma niezerowe rozwigzania, gdy wyznacznik uktadu znika. W naszym przyktadzie

1 5
detA=det | —2 6
3 -1

=0

=N W

(trzecie rownanie jest roznica pierwszego i drugiego). Oznacza to, ze wektory |aq), |as), |as)
tworza uktad liniowo zalezny.

Ustalilismy juz, ze w danej bazie, np. |e1), |es), ..., |en), wektory |a) przestrzeni V (dimV =n)
maja jednoznaczne przedstawienie w postaci liniowej kombinacji wektoréw bazy

la) = ailer) + asles) + ...+ aylen) = Za3|es>.
s=1

Innymi stowy, kazdemu wektorowi mozna przypisac¢ jednoznacznie wspotczynniki a; jego rozwinie-
cia w danej bazie:

Pamietac¢ jednak nalezy, ze wektor reprezentowany przez a; zalezy nie tylko od tych wspotczyn-
nikow, ale tez od obranej bazy (zmiana bazy pociaga za sobg zmiane tych wspolczynnikow, ale
tym zajmiemy sie pozniej).

Dodawaniu wektoréw w V' i ich mnozeniu przez liczby z K odpowiada dodawanie kolumn —
wektorow z K" (takich, jak napisana wyzej) i ich mnozenie przez liczby, tak jak to sie dzialo
w K™ Oznacza to, ze zamiast pracowaé¢ z wektorami w n-wymiarowej przestrzeni V' mozemy
pracowaé z odpowiadajacymi im wektorami-kolumnami w IK™. Np. ustalenie, czy k£ wektorow
z przestrzeni wektorowej V

|B1) = bi1ler) + biales) + ... + binlen)
|B2) = barler) + balea) + ... + baylen)

|ﬁk> = bk1|€1> + bk2|62> + ...+ b/m|€n>

stanowi uktad liniowo niezalezny sprowadzamy do badania liniowej niezaleznosci wektorow

bl 1 b21 bkl
bia b2o bra
bln an bkn

z przestrzeni IKK". Zajmiemy sie teraz bardziej szczegdlowo ta sprawa.
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1.5. BADANIE LINIOWE.J NIEZALEZNOSCI WEKTOROW W KV 15

1.5 Badanie liniowej niezaleznosci wektoréow w K"

Jak juz powiedzieliSmy, badanie niezaleznosci liniowej wektorow {|3;)} sprowadza sie w pewnej
konkretnej bazie {|e;)} do sprawdzenia, czy wektory-kolumny {b;;} reprezentujace te wektory
sg liniowo niezalezne. Jesli te wektory-kolumny ustawimy w macierz, to badajac rzad tak utwor-
zonej macierzy znajdziemy liczbe liniowo niezaleznych kolumn. Przypomnijmy, ze rzqd macierzy
jest rowny maksymalnej liczbie kolumn liniowo niezaleznych. Poniewaz rzad macierzy jest rowny
rzedowi macierzy transponowanej, to do badania liniowej niezaleznosci wektoréw nie jest istotne,
czy wektory-kolumny {b;;} tworza kolumny, czy wiersze badanej macierzy. Jesli liczba liniowo
niezaleznych wektorow jest mniejsza od liczby badanych wektoréw, to chcieliby$Smy tez okreslié,
ktore wektory mozemy wybraé¢ jako niezalezne. Najpierw wprowadzimy kilka pojec.

Minor bazowy:

Rozwazmy macierz nalezaca do M (IK). Minor macierzy nazywamy bazowy, jesli jest on rozny
od zera i albo nie ma minoréw stopnia wyzszego, albo wszystkie minory stopnia wyzszego
zerujg sie. Kolumny (i wiersze) macierzy przecinajace macierz minora bazowego nazywamy
kolumnami (i wierszami) bazowymi.

Lemat o minorze bazowym:

Kolumny (wiersze) bazowe sa liniowo niezalezne. Dowolna kolumna (wiersz) jest liniowg kom-
binacja kolumn (wierszy) bazowych.

Dowéd:  Dla ustalenia uwagi zaktadamy, ze minorowi bazowemu odpowiada podmacierz w
lewym goérnym rogu macierzy A € M,,«,(IK) (to zalozenie nie zmniejsza ogolnosci rozwazan).
Stopieni minora bazowego oznaczymy przez 7, a jego wartos¢ przez D. Oczywiscie D # 0
(minor bazowy!). W ponizszej rownosci czerwong czcionka wyr6znilismy elementy podmacierzy
(0 wymiarze r X r) minora bazowego.

i a1 (25 N ¥ 5 D O AT ) T
A= 1| any o v G oo Qg
L OGm1 AGm2 ... Qme ... Qmp |

Wezmy teraz dowolne indeksy i,k (1 < i < m, 1 < k < n) i obliczmy wyznacznik macierzy
stopnia r 4+ 1 utworzonej przez dopisanie do podmacierzy minora bazowego kolumny i wiersza
W nastepujacy sposob

ai; A2 ... air 0aig
Ay =

Ar1 Ar2 ... Qpp GApg

Qi1 Qi .. Qi Qg

Sa trzy mozliwosci: (1) i < r, (2) k <r oraz (3) i,k > r. W kazdym z tych przypadkow wyz-
nacznik Ay sie zeruje. W pierwszym lub drugim przypadku wynika to z faktu, ze w powyzszej
macierzy powtarza sie odpowiednio wiersz lub kolumna. Gdyby A;; # 0 w trzecim przypadku,
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16 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

to minor bazowy A bylby wyzszego stopnia niz r, co przeczy zalozeniu lematu.

Rozwiniemy teraz A;; wzgledem ostatniego wiersza oznaczajac odpowiednie dopelnienie
algebraiczne przez A;
Ajp = Arap + ... + Aragyr + Arprag, = 0

Zauwazmy, ze A, = D # 0. Pozwala to podzieli¢ rozwazana rowno$¢ przez D i zapisac ja w
postaci

T

A
Qi = (——1)6%'1 + ot (=) air

D D
Ustalmy teraz k i zmieniajmy ¢ (i = 1,2,...,m). Prowadzi to do m réwnosci, ktore mozemy
zebra¢ w odpowiednig réwnosé¢ kolumn
a1k an A1y
Al Ar
. = (—— . —_—— . y kzl,...,n
O B R G- N I )
Amk am1 Amy

Jest to przedstawienie k-tej kolumny macierzy A € M,,x,(IK) w postaci kombinacji liniowej
kolumn bazowych. Poniewaz k moze by¢ dowolnie wybrane sposréd liczb 1,2,...,n, wiec
stwierdzenie to jest stuszne dla wszystkich kolumn. cbdo

Podobnie dowodzimy analogiczny lemat dla wierszy.

Twierdzenie:

Wyznacznik macierzy réowny jest zeru wtedy i tylko wtedy, gdy pomiedzy kolumnami tej
macierzy istnieje liniowa zaleznosc.
Identyczne twierdzenie prawdziwe jest dla wierszy.

Dow6d:  Niech kolumny macierzy (traktujemy je jak wektory w KK™) stanowia uktad liniowo

zalezny. To znaczy, mozna znalez¢ taka kolumne, ktora da sie przedstawi¢ jako kombinacje
liniowa pozostatych. Z wtasnos$ci wyznacznika wynika, ze musi on znikac.

Dowodzac w druga strone chcemy pokazac, ze ze znikania wyznacznika wynika liniowa za-
lezno$é kolumn. Jest tak istotnie, bo gdy wyznacznik znika, wéwczas minor bazowy jest stopnia
nizszego niz badana macierz i z lematu o minorze bazowym wynika, ze przynajmniej jedna z
kolumn macierzy jest liniowa kombinacja innych (bazowych). Oznacza to, ze kolumny tworza
uktad liniowo zalezny. cbdo

7 definicji rzedu macierzy i jej minora bazowego wynika, ze rzad macierzy rowny jest stop-
niowi jej minora bazowego. Wszystkie kolumny przechodzace przez minor bazowy sa liniowo
niezalezne, a wszystkie pozostate daja sie przedstawi¢ jako ich kombinacja liniowa. Z réwnosci
detAT—=detA wynika, Ze to, co powiedziano o kolumnach stuszne jest w przypadku wierszy.
Wynika stad

Whiosek praktyczny:
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1.5. BADANIE LINIOWE.J NIEZALEZNOSCI WEKTOROW W KV 17

Aby ustali¢ liniowg niezaleznosé uktadu wektorow z IK™ nalezy utworzy¢ z nich macierz ustaw-
iajac je obok siebie (gdy wektory z K" zapisane sa w postaci kolumn) albo ustawiajac je jeden
nad drugim ((gdy wektory z K™ zapisane sa w postaci wierszy). Nastepnie badamy rzad tak
powstaltej macierzy. Wektory liniowo niezalezne to te, ktore przecinaja minor bazowy. Pozostate
sg ich liniowymi kombinacjami.

Przyktlad:

Zbadaé, czy nastepujacy uktad wektoréw z K* jest liniowo niezalezny
|’71> = (170707275)7 |72> = (071707374>:
|’73> = (07071747 7)7 |74> = (27_374711712)

Z wektorow |v1), |72), |73), |74) ukladamy macierz o wymiarze 4x5

1 0 0 2 5
0 1 0 3 4
A= 0O 0 1 4 7
2 =3 4 11 12

i badamy jej rzad. Oczywiscie 1zA < 4. Jedli rzA = 4, to wowczas wszystkie wektory |v;)
tworzylyby uklad liniowo niezalezny. Aby obliczy¢ rzA odbierzemy nastepujaca droge: (1)
od 4-tego wiersza odejmujemy 1-wszy pomnozony przez 2, (2) do powstatego wiersza 4 doda-
jemy 2-gi pomnozony przez 3 i (3) od tak otrzymanego wiersza odejmujemy 3-ci pomnozony
przez 4. Krotko mowige, w macierzy A zastepujemy 4-ty wiersz nim samym plus odpowiednig
kombinacja liniowa pozostalych wierszy, co nie zmienia rzedu macierzy A

1 00 2 5
010 3 4

17zA =12 00 1 4 7 =4
0000 —14

Aby szybko przekonaé sie o tym, ze rzA = 4, wystarczy np. z otrzymanej macierzy utworzy¢
minor bazowy wykreslajac czwarta kolumne.
Ostatecznie wnioskujemy, ze |v1), |72), |73), |74) tworza uklad liniowo niezalezny.

Przyktad:
Zmalez¢ dowolng baze uktadu wektorow
|71> = (57 2,-3, 1)7 |’72> = (47 1,-2, 3)7
|73> = (1717_17_2)7 |74> = (3747_172)

i wyrazi¢ pozostate wektory (nie wchodzace w sktad bazy) jako kombinacje liniowe wektorow
tej bazy.

Latwo zauwazy¢, ze |v1) = |y2) + |v3). Wektory |y1),...,|7) nie sa wiec liniowo nieza-
lezne. Gdybysmy tego nie zauwazyli, to doszlibyémy do tego badajac rzad macierzy utwor-
zonej z tych wektorow: bylby on mniejszy niz 4. Zbadajmy liniowa niezaleznosé¢ uktadu
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18 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

72), 173), [74). Uwaga: Mogliby$my postapi¢ inaczej, np. stwierdzajac, ze |2) = [y3) — |71),
wyrzuci¢ |y2) 1 badajac liniowg niezalezno$¢ uktadu |y1), |v3), [74). Wroémy do wezesniejszego
wyboru. Badamy rzad macierzy utworzonej z |y2), |73), |74). Okazuje sie, ze

41 =2] 3
rz (|1 1 —-1|-2 | =3
34 —-1] 2

Aby sie o tym przekonaé, mozna wybra¢ minor bazowy taki, jaki zaznaczono ramka w powyzszym
wzorze. Wniosek: wektory [7s), |v3), [74) sa liniowo niezalezne i wektor |y1) daje sie przedstawic
jako wczesniej wspomniana kombinacja liniowa wektorow |vs) i |73).

Inne sformutowanie tego wniosku: wektory |v1),|72),|73), [74), jak kazdy inny ukiad wek-
torow rozpinaja pewna przestrzen wektorowa V' = {|y1), |72), |73), |74) }. Baza w tej przestrzeni
moga by¢ np. wektory |v2), |v3), |74). dimV'=3.

Rozwiazemy jeszcze raz powyzszy problem uzywajac tym razem metody eliminacji Gaussa-
Jordana. Zapytamy o jakakolwiek baze przestrzeni V = {|y1), |72), [73), [74)} 1 dimV. Ogdlnie
mowige, metoda Gaussa-Jordana polega na zastepowaniu wierszy macierzy przez nie same
plus odpowiednig kombinacje liniowa innych wierszy. Te wiersze, ktore byty kombinacjami po-
zostalych udaje sie wyzerowac, pozostate nie. Ostatecznie zostaja tylko te wiersze, ktore tworza
(maksymalny) uktad liniowo niezalezny. Wypowiedzenie tego w jezyku wektorow (wierszy) oz-
nacza, ze znajdujemy jakas baze w przestrzeni rozpietej przez zadane na poczatku wektory i z
liczby jej elementéw wnioskujemy o wymiarze tej przestrzeni.

Konstruujemy z wektorow |y1),|72), [73), |74) macierz stawiajac |v3) na pierwsze miejsce
(dla wygody, bo pierwszy wyraz to 1). Dostajemy macierz w lewej strony w réwnaniu ponize;j.
Teraz wykonamy szereg operacji na tej macierzy, zeby ja maksymalnie uprosci¢. Krok A:
wiersz 2-gi (Ws) zastepujemy przez niego samego minus 5 razy wiersz pierwszy, tzn. Wy —
Wy — 5W;. Podobnie W5 — W3 — 4W; oraz Wy, — W, — 3W;. Krok B: ponownie dla
wygody przestawimy wiersz ostatni na drugie miejsce. Krok (': oznaczajac teraz wiersze tylda,
dokonujemy nastepujacych przeksztatcen Wi — Wy + 3W, oraz Wy — Wy + 3Ws,. Sekwencja
tych operacji jest pokazana ponizej:

11 -1 =2 1 1 -1 =2 11 -1 =2 11 -1 -2
5 2 =3 1 A 0 -3 2 11 B 0 1 2 8 < 01 2 8
4 1 -2 3 0 -3 2 11 0 -3 2 11 00 8 35
3 4 -1 2 0 1 2 B 0 -3 2 11 00 8 35

Kolejny krok D: od czwartego wiersza odejmujemy trzeci, a wiersz trzeci dzielimy przez 8.
Krok E: teraz od drugiego wiersza odejmujemy 2 razy wiersz trzeci, a na miejscu pierwszego
piszemy sume pierwszego i trzeciego. W koricowym kroku F' od pierwszego wiersza odejmujemy
drugi. Ta sekwencja krokéow pokazana jest ponizej:

11 -1 -2 110 19/8 1 0 0 25/8
p |01 2 8 |5 |010 -34|r|010 —3/4
00 1 35/8 00 1 358 00 1 358
00 0 0 000 0 000 0
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Otrzymujemy ostatecznie macierz w postaci kanonicznej Gaussa, w ktorej nad i pod jedynkami
rozpoczynajacymi niezerowe wiersze stoja wytacznie jedynki. Widac¢ teraz, ze uktad byt lin-
iowo zalezny. Jeden z wektoréw byt liniowa kombinacja pozostatych. Przestrzen rozpieta przez
I71), |72), [73), [74) ma wymiar 3. Jedna z mozliwych baz tworza wektory |a1) = (1,0,0,25/8),
lan) = (0,1,0,—-3/4), |ag) = (0,0,1,35/8). Sprawdzenie: widaé, ze |aq),|as), |as) tworza
uktad liniowo niezalezny, gdyz ze znikania kombinacji liniowej ai|aq) + as|as) + aslasz) =
(a1, as,as, 25a1 /8 — 3as/4 + 35a3/8) = (0,0,0,0) wynika zerowanie ay, az, as.

Przyktlad:
Udowodni¢ liniowa niezalezno$¢ uktadu funkeji

sin x, sin 2z, sin 3x, . . ., sinnx

w przestrzeni wektorowej funkcji rzeczywistych, gdzie dodawanie funkcji i mnozenie przez liczby
rzeczywiste zdefiniowane jest w sposob naturalny.

Rozwiazanie przez indukcje. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Funkcja sin nie jest
funkcja zerowa, tj. nie znika tozsamosciowo. Z a;sinx = 0 wynika a; = 0, a wiec jest liniowo
niezalezna.

Niech twierdzenie zachodzi dla n, tj. niech z faktu, ze dla kazdej liczby z € R

arsinx + assin2x 4+ ...+ a,sinnx =0

wynika, ze a1 = as = ... =a, = 0.
Rozpatrzmy teraz (dla kazdego x € R)

bysinx + bysin 2z + ... + by sinnx + by sin(n+ 1)z =0

gdzie b; (j =1,2,...,n+ 1) sa rzeczywistymi wspotczynnikami tej kombinacji liniowej. Nalezy
pokazaé, ze wszystkie b; znikaja. Gdy b,41 = 0, wowczas na mocy zalozenia indukcyjnego
(przypadek n) pozostate by, bs, ..., b, tez znikaja. Ale b, 1 nie moze by¢ rozne od zera. Gdyby
jednak b,,1 # 0, to ze znikania badanej kombinacji liniowej po jej podzieleniu przez b, i

wprowadzeniu oznaczenia c; = — bbil otrzymaliby$my, ze
"

sin(n+ 1)z = ¢y sinx 4 cosin2z + ... + ¢, sinna.

Ro6zniczkujac to rownanie dwukrotnie po x i uporzadkowaniu dostajemy

2 2 2
sin(n+ 1)z = (nl_’_—ci)Q sinx + %sinlx +...+ % sin nx
Odejmujac stronami otrzymujemy
1? . 2? . n? .
0=c(1— m) sinz + ¢co(1 — m) sin2x + ...+ ¢, (1 — m) sin nx

Poniewaz na mocy zaltozenia indukcyjnego twierdzenie zachodzi dla n, to wszystkie wspotczyn-
niki tej n-elementowej kombinacji znikajg. Ale 1—%) >0dlak <n,wiecci =co=...=¢,
musza znikaé, co oznacza, ze by = by = ... = b, = 0. Gdy istotnie znikaja wspolczynniki b; az

do 7 = n, to z badanej na wstepie kombinacji pozostaje tylko
buy1sin(n+ 1)z =0

tozsamosciowo (tj. dla kazdego x), co oznacza, ze jednak b, 1 = 0.

www.fuw.edu.pl Jan Kalinowski: Wyklad z Matematyki 2L 2008/2009



20 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE LINIOWE

1.6 Przestrzenie unitarne

W podrozdziale tym K oznacza¢ bedzie albo cialo liczb rzeczywistych R, albo zespolonych C.

Rozwazajac przestrzen wektorowa R? zdefiniowaliémy iloczyn skalarny. Zastanowimy sie
teraz nad uogoélnieniem tego bardzo waznego pojecia na dowolne przestrzenie wektorowe. W
ogoélnych przestrzeniach wektorowych iloczyn skalarny okreslamy aksjomatycznie.

Definicja iloczynu skalarnego:

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K. Iloczynem skalarnym (oznaczonym przez
(] )) nazywamy odwzorowanie, ktore parze wektorow |a), |3) przyporzadkowuje liczbe z ciala
K:

VxV3(la),|8) — (alf) € K,

ktore ma nastepujace wltasnosci:

. {alB) = (Bla)”
2. (alB+7) = (alf) + (al7)
(alaB) = alalpB)
3. (aa) >0, gdy a #0

Inne, czesto spotykane w literaturze oznaczenia iloczynu skalarnego, to (a|3), @ - 6 lub po
prostu a3, jesli z kontekstu wiadomo, ze « i 3 sa wektorami. Na wyktadzie bedziemy czasami
oznaczali wektory piszac kety |a), ale tez czesto piszac po prostu litere «.

Wiasnoséci iloczynu skalarnego wynikajace bezposrednio z definicji:

a)  (0[8) = (5l0) =0
b)  (a+0Bly) = {alB) + (al)
) (ba|B) = b™(c|B)

Udowodnimy np. wlasnosé a).

(810) = (Bla — a) = (Bla) = (Bla) =0

oraz

(018) = (Bl0)" = 0" =0

Definicja przestrzeni unitarnej:

Przestrzenia unitarng nad ciatem IK nazywamy przestrzen wektorowa V' nad ciatem K, w ktorej
okreslony jest iloczyn skalarny. Pelne oznaczenie przestrzeni unitarnej ma postac¢ (V, (| )).
Czasami piszemy (-|-), gdzie kropki oznaczaja miejsca, w ktore wstawiamy argumenty (tutaj
wektory) iloczynu skalarnego.

Przyktlady:
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1.6. PRZESTRZENIE UNITARNE 21

1. Znanym juz nam przykladem iloczynu skalarnego jest zdefiniowany wczesniej iloczyn i - v w
przestrzeni R3.

2. Niech V = C", a wektory |a) i |3) w pewnej bazie maja postac¢ |a) = (a1, qg,...,qy),
1B) = (B1, B2, - - -, Bn). Hloczyn skalarny definiujemy w nastepujacy sposob

(a]f) = aifi+ 3B+ ...+ ap By = Za;ﬁj,
Jj=1

3. Niech V' bedzie przestrzenig funkcji ciagtych na [0, 1] € R przyjmujacych wartosci zespolone.
Iloczyn skalarny definiujemy jako

(flg) = / F(2)g(x)dw.

Nie sg to oczywiscie jedyne mozliwe definicje iloczynu skalarnego w tych przestrzeniach.

Definicja normy:

Normag w przestrzeni unitarnej V nazywamy odwzorowanie

Voa— o =+v({(aa) e R

Zauwazmy, 7e (c|a)jest zawsze rzeczywiste i nieujemne, co wynika z definicji iloczynu skalarnego.

|||, tj. norme wektora o, nazywamy tez dlugoscig wektora a. Gdy ||€|| = 1 to mowimy, ze
wektor & jest unormowany. Inne czesto spotykane oznaczenie normy wektorow, to |£].

Definicja kata miedzy wektorami:

Jesli V' jest przestrzenia wektorowa nad R, to mozemy okresli¢ kat miedzy wektorami. Katem
miedzy wektorami «, 3 € V nazywamy taka liczbe ¢ € [0, 7], ze

{al7)

Cos p = ————.
el 18]
Zauwazmy, ze tak okreslony cos ¢ jest liczba rzeczywista, gdyz («|3) € R, bo przestrzen V

zbudowana jest nad ciatem liczb rzeczywistych.
Pokazemy jeszcze, ze zgodnie z oczekiwaniami |cos¢| < 1. Wynika to z nierownosci
Schwarza.

Nier6wnos$é Schwarza:
Niech a, 3 € V nad R lub nad C. Zachodzi

[{alB)] < [l IB]l-

Dowo6d: Gdy (a|F) = 0 nier6wnos¢ jest oczywista. Niech teraz («|3) # 0. Zauwazmy, ze
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laf® 5o laf® o e
Ol g = O G e
e adl?  la? [l %1817
1= Zagae 1 = Gagy O Taayr
12 lelI*ll 8] _ Il 21712 _ 2
Poniewaz ||a||?/[(a]B)|> > 0 wiec nawias w powyzszym réwnaniu musi by¢ dodatni, co koriczy
dowod. cbdo

Przyktad:

Niech V' bedzie przestrzenia unitarna nad R. Obliczy¢ kwadrat normy sumy wektorow o + (3.
Rozwigzanie: Obliczamy korzystajac z wtasnosci iloczynu skalarnego

lac + 8117 = {a + Bla+ 8) = (ala) + 2{alB) + (B8) = llall* + 2{al) + 8]

Wstawiajac do tej rownosci («|3) = ||| ||3]| cos¢ otrzymujemy wzor Carnota (twierdzenie
cosinusow)

llac+ BII* = [lal|* + 2l [|3]| cos & + || 3]]*.
Aby wprowadzi¢ pojecie kata, musieliémy ograniczy¢ sie do przestrzeni unitarnej nad ciatem
liczb rzeczywistych. W dowolnej przestrzeni unitarnej mozemy wprowadzi¢ jedynie pojecie
ortogonalnosci (prostopadlosci wektorow).

Definicja ortogonalnoéci:

Moéwimy, ze wektory «, (3 nalezace do przestrzeni unitarnej sa ortogonalne (prostopadle do
siebie), gdy («|B) = 0. Piszemy wowczas oL lub [ La.

Twierdzenie (o rozkladzie wektora):

Niech V bedzie przestrzenia unitarng, a « i § jej wektorami, przy czym S # 0. Wektor

(3la)
B <||ﬁ||| >||ﬁ||

jest jedynym wektorem posiadajacym nastepujace wlasnosci:
1. o) nalezy do podprzestrzeni rozpigtej przez (3, tj. a = af3, a € K,
2. Roznica o — « jest wektorem ortogonalnym do f3.

Innymi stowy, a mozna zapisa¢ jednoznacznie jako sume

Q=

a = q +(OZ—OZ||) =+ ayL
dwoch sktadnikow: rownoleglego i prostopadiego do .

Dowéd: To, ze o = aff wynika natychmiast z definicji o). Wiemy, ze a = (a|5)/||5]*-
Prostopadto$é a; do (8 wykazujemy bezposrednim rachunkiem:

{alB)
18117
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Pozostaje nam wykaza¢ jednoznaczno$é rozktadu. Niech bedzie wektor ~ proporcjonalny do [,
tj. v = bf o tej wlasnosci, ze (o — )L 3. Pokazemy, ze v = «, tzn. ze b = («|3)/]|3]|*. W tym
celu zbadajmy (o — ~|3), co z zalozenia jest rowne 0

0= (o —7I8) = (alB) = (18) = (alB) — b{B|B) = (o) — bIIBII>.

Wynika stad, ze rzeczywiscie

s ald)
18112
cbdo
Whiosek: Gdy V jest przestrzenia wektorowa nad R, to
{alB) 5 _ llalllIA] Cosqb
=Y = e = leleoso
gdzie cos ¢ = cos(ZL(a, 3)).
Twierdzenie:
Ciag wy,wy, ..., w, niezerowych wektorow wzajemnie ortogonalnych jest liniowo niezalezny.

Dowéd: Budujemy kombinacje liniowa
:Zakwk, ay,ag,...,a, € K.

Mamy pokazacé, ze ze znikania tej kombinacji (7 = 0) wynika znikanie wszystkich jej wspoltczyn-
nikow ay, as, ..., a,. W tym celu zbadajmy (y|ws) =0, s=1,2,...,n

n
0 = (7|ws) Zak wi|ws) = Zak5ks||ws||2 = a||w,|?.
k=1

Poniewaz wektory w; sa niezerowe, wiec ||wg|| > 0. Wynika stad, ze as =0, s = 1,2,...,n, a
wiec wszystkie wspotczynniki kombinacji liniowej v znikaja. Oznacza to, ze wektory wy, wo, . .., w,
tworza uktad liniowo niezalezny. cbdo

Definicja bazy ortogonalnej (ortonormalnej):

Baze ey, es,...,e, W przestrzeni unitarnej V' nazywamy bazg ortogonalna (ortonormalna, tj.
ortogonalng i unormowana), gdy jej wektory sa wzajemnie ortogonalne (ortonormalne).

Whiosek: Baza ortonormalna ma t¢ wlasnosé, ze (e;le;) = 0;;.

Przyktlady:

1. Rozwazana przez nas baza Ai, :i, k wR3 jest baza ortonormalng.
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2. Niech V' bedzie przestrzenia nad R ztozona z wielomianéw rzeczywistych stopnia < 1
okreslonych na [—1,1] € R. Dodawanie wektorow (wielomian6éw) i mnozenie ich przez liczbe
okreslone sa w sposob naturalny. Tloczyn skalarny wielomianoéw p(z) i g(x) okreslone jest
wzorem )
6la) = | plalgta)da,

Pokazemy, ze wielomiany wy = 1, wy = x tworza baze ortogonalng w V', co oznacza, ze dimV =2.

Wida¢, ze V = {1, z}, tj. wspomniane wielomiany rozpinaja przestrzen V. Jesli pokazemy,
ze sa one ortogonalne, to z ostatniego twierdzenia wynikaé¢ bedzie, ze sa liniowo niezalezne. To
wszystko w sumie doprowadzi nas do wniosku, ze jest to baza ortogonalna w V. W tym celu
obliczmy iloczyn skalarny

1
=0.

-1

1
1
(wy|wy) = / 1-zde = 52:2

1

Wynika stad, ze w; Lwsy w sensie iloczynu skalarnego. Baza ta nie jest ortonormalna, bo ||wq|| #
L i [Jwse]| # 1. Obliczmy

1
w2 = (wnwy) = /1 1o 1de = o', =2
1

1
||U}2||2 = (wy|wy) = / xdx = gxg

-1

9
L3

Przykladem bazy ortonormalnej w tej przestrzeni moze by¢ baza zlozona z

w1y 1 Wa 3

=0 = —= e =T
el V2T

Clwsf V2

Istnienie bazy ortonormalnej w (skoniczenie wymiarowej) przestrzeni unitarnej nie jest rzecza
niezwykta. W istocie, za pomocg procedury ortonormalizacyjnej Schmidta, z kazdej bazy mozna
utworzy¢ baze ortonormalng. Baze ortonormalng bedziemy oznacza¢ przez ey, es, . .., e, 1 przy-
pomnijmy, ze baza ortonormalna to taka, ze (e;|e;) = 0;;.

Procedura Schmidta:

Konstrukcja przebiega w nastepujacy sposob: Zaczynamy od dowolnej bazy {f; : i =
1,2,...,n}. Definiujemy rekurencyjnie

S

TR
f2— (el fo)er

€y =
1f2 = {eal f2)enll
Oczywiscie, z konstrukgeji ||e;]| = ||ez|| = 1. Latwo rowniez przekonaé sie, ze ey i ey sa ortogo-
nalne
<61|62> _ (e1]fa) — (e1] f2) —0

= Lelfel
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Zaktadamy teraz, zgodnie z procedurg rekurencyjna, ze skonstruowali$émy juz wektory e; od
1 =1 do pewnego k. k + 1 wektor bazy ortonormalnej definiujemy jako

Cpiy = Jerr — (el frorr)er — .o — {erl fesr)er
1=

[ fer1 = (exlfer)er — - — {ewl ferr)exll
Latwo mozemy wykazac, ze e,y; jest ortogonalny do wektorow e;, 7 =1,2,...,k

ejlfx ejlfk
<€]|€k+1> <J| +1> <J| +1> -0
[ fis1 — (el frsrder — ... — (x| frrn)exl]

W ten sposéb postepujac konstruujemy pelna baze ortonormalna.
Whniosek: Przestrzen unitarna skonczonego wymiaru posiada baze ortonormalna. cbdo

W dalszym ciggu udowodnimy pare stwierdzen, ktore pokaza, ze nasze intuicje wyniesione
z rozwazan nad przestrzeniami K" (R" lub C") przenosza sie na dowolne przestrzenie unitarne.

Stwierdzenie 1:

Niech V bedzie przestrzenia unitarna, o dowolnym wektorem i {e;} baza ortonormalna. Wowczas
wektor o daje sie przedstawié¢ jako

n

o= Z(eﬂa)ei

=1

Dowod:  Wiadomo, ze kazdy wektor mozna zapisa¢ w bazie o = > a;e;, gdzie a; sa
wspOlrzednymi tego wektora. Obliczajac iloczyn skalarny « z e; dostajemy a; = (e;|a).  cbdo

Stwierdzenie 2:

Niech {e;} bedzie baza ortonormalna w V. Iloczyn skalarny dwoch wektorow a = >0 ase; i
B =731 bie; dany jest wzorem:
(o] B) = Z a’b;

natomiast norma wektora

Dowod: Korzystajac z (a|bf) = b{a|F) oraz z liniowosci iloczynu skalarnego i ortonormalnosci

bazy mamy:
(a]B) = ZaleﬂZb ;) = Z aeilbe;) = Za b;.

=1

cbdo
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Definicja odleglosci miedzy dwoma wektorami:

W przestrzeni unitarnej V' odlegtos¢ d miedzy wektorami definiujemy nastepujaco:

d(aaﬁ)ZHOé_BHa Oé,ﬁe‘/-

Definicja ta spelnia wszystkie warunki wynikajace z aksjomatycznej definicji odlegltosci po-
danej w podrozdziale pt. Przestrzenie Metryczne w podrozdziale 1.8. Niektore z tych warunkow
wynikaja bezposrednio z definicji normy. Pozostaje jeszcze pokazaé shusznos$é nieréwnodci
trojkata

d(a, B) < d(e,v) + d(v, 3)

dla tak zdefiniowanej odleglosci, czyli
o= Bl < lla = Al + llv = 8l
Ta ostatnia nieré6wnos¢ wynika z nieréwnosci Minkowskiego
lov+ Bl < [ledll + 1181,
w ktorej zamiast 0 wstawiamy —/3 i piszemy
loo =Bl = lle =y +v =B < la=~l + v =Bl

czyli
d(a, B) < d(a, ) +d(v, B).

Oczywiscie v jest dowolnie wybranym wektorem. Pozostaje nam jeszcze do udowodnienia
nieré6wno$¢ Minkowskiego. Dowdd przeprowadzamy nastepujaco:

la+ 811" = (a+ Bl + B) = [lall* + (alB) + (Bla) + (18]I
= [lalI” + 2Re(a]8) + [I3]* <
llall® + 21l B + 1817 < llall* + 2llal 181+ 1181* = (el + [181D*

1.7 Przestrzenie unormowane

To, ze w przestrzeni unitarnej mozemy wprowadzi¢ norme (dlugo$é¢ wektora) wydaje sie nat-
uralne (czy tez wrecz trywialne). Ale czy na prawde pojecie normy i odleglosci wigze sie
wylacznie z przestrzeniami unitarnymi?

Jak juz wspomnieliSmy, norme mozna wprowadzi¢ bez pojecia iloczynu skalarnego definiujac
odwzorowanie przyporzadkowujace wektorowi « liczbe nieujemna oznaczana przez ||o|:

Vsa— o € Ry
spelniajace nastepujace warunki:

a. |lof|=0 < a=0
b. llaal| = lalllaf], a€K
c. |la+8] < ||+ 8| nieréwnosé Minkowskiego.
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W ten sposob otrzymujemy przestrzenn unormowang (V.|| ||). Wida¢, ze badana przez nas
wczesniej norma wektora w przestrzeni unitarnej, zdefiniowanej przez iloczyn skalarny, spelnia
powyzsze warunki. Oznacza to, ze przestrzen unitarna jest unormowana.

W przestrzeni unormowanej mozna z kolei wprowadzi¢ pojecie metryki (odleglosci):

d(e, ) = lla = 3|

Z powyzszej definicji wynikaja nastepujace wlasnosci (oczekiwane w naturalny sposob od odlegtosci):

17 d(a,p) = d(,a)
gdyz d(8,a) = |6 — all = [(=1)(a = B)[| = lla = 3l
2°  d(a,p) <d(a,y)+d(y,0)
gdyz [la = [l = [[(a =) + (v = B)| < lla =~ + Iy = Al

gdzie skorzystaliSmy z wtasnoéci c. definicji normy.

1.8 Przestrzenie metryczne

Matematycy wprowadzaja pojecie przestrzeni metrycznej nawet, jesli V' nie jest przestrzenia
liniowag. Wystarczy, ze istnieje przeksztatcenie spetniajace cechy oczekiwane od metryki.

Definicja metryki:

Metryka nazywamy odwzorowanie

1 ple,8) >0,  pla,B)=0 S a=p
2°  pla, B) = p(B, )
3% pla, B) < pla,y) + p(v, B)

Przyktlady:

Przyktlad 1:
V = R" z metryka p zdefiniowang w nastepujacy sposob

pla, B) = lay — bi| + |ag — ba| + ... + |an — by,

gdzie a = (ay,a9,...,a,), B8 = (b1, ba,...,b,). Pierwsze dwa aksjomaty metryki spelnione
sg automatycznie. Trzeci jest konsekwencja nieréwnosci Schwarza zastosowang do modutu w
przestrzeni R! (jesli zauwazymy, ze kazda ze wspolrzednych spelnia te nierownosé to oczywiscie
suma po wspolrzednych takze).

Metryka ta nazywana jest metryka miejska.
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Przyklad 2:
V = R" z metryka p zdefiniowang w nastepujacy sposob

3, ) = pla, B) gdy punkty a, 3, 0 leza na jednej prostej
PGP = p(a,0) + p(0,3) w przeciwnym wypadku,

gdzie p jest “naturalng” metryka. Metryka p nazywana jest metryka wezta kolejowego.

Przyktad:

Dowolna przestrzen V' z metryka zdefiniowana nastepujaco

_J 1 gdy a#p
p(a7ﬁ)_{0 gdy Oé=ﬁ

Taka metryke nazywamy dyskretna.

Kazda unormowana przestrzen wektorowa jest jednocze$nie przestrzenia metryczna. Przy-
pomnijmy, ze pojecie metryki jest niezbedne do zdefiniowania w abstrakcyjnych przestrzeniach
takich pojec¢, jak otoczenie punktu, zbiory otwarte i domkniete, sfera, kula, szescian itp. Jest
tez niezbednym narzedziem do badania zbieznosci szeregow.

Przestrzern Banacha:

Jezeli wszystkie ciggi zbiezne ztozone z elementéw danej przestrzeni maja granice w tej przestrzeni,
to moéwimy, ze przestrzen jest zupetna. Unormowana i zupelna przestrzen wektorowa nazywa
sie przestrzeniag Banacha .
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