Algebra grupy Poincare skfada sie z 10-ciu generatorow: 3 generatoréw pch-
niec K, 3 generatoréw obrotéw’ oraz 4 generatoréw transladi’® = H i P,
gdzie: = 1,2, 3. Generatory translacji reprezentawaazna przez pochodne,

PY =i9/ot, P'=—id/ox . 1)

Dowolna wigciwag' transformacje Poincare mpa zapisaw postaci

6i9iJi+iniKi+th—ia:iPi : (2)
gdzie generatory spetniaja nastepujace relacje komutacyjne
[J%, 9] =ik gk [T K] = iedkKF (K K = —iedf gk (3)
[H,J]=0, [HK]=iP', [J,P]=id/"P"
[P K7 = iH& .
Algebre te mana zapisaw sposéb kowariantny
[P P] = 0 (4)
P! M) = (=) (" P7 — 1" P?)
[le, Mpa] — (—Z) (nupMuU _ 771/0]\4;1,0 _ nupMVU + ,’7[L0'MV,D) .

Sktadowe antysymetrycznego tensdrd” zwiazane sa Z/' i K* nastepujaco
Ki= M"Y, Jk = Lekimpr'™ Operatorami Casimira dla algebry Poincaré sa:

1. PPt =: P

2. W,Wr =:W?, gdzieW* jest wektorem Pauli—-Lubanskiego (jest to relaty-
wistyczne uogdlnienie wektora spinuy/* := 1e#*° P, M,,,.

Gdym? = P2 #£0
to w ukfadzie spoczynkowym masywnej czastki

P, = (m,0) ©))
Wz _ mzj’z 7 f: (M23,M31,M12)
J?=s(s+1)

1Tzn transformacje deformowalna w sposob ciagly do transformazgatmé&ciowe;]
2Pomijamy orbitalna sktadowa tensora momentu pedu, ktéra maqpbsta = =+ P¥ —z¥ P,
PH = q0M.



Dodatkowymi liczbami kwantowymi numerujacymi stany wewnatrz reprezentaciji
o ustalonychm i j sa sktadowe pedy’ oraz wart@ci wtasne\ operatora skret-
nosci A = Jp/|p]. Operator skretrxi komutuje ze sktadowymi pedu.

Konstruowanie reprezentacji algebry Poincare’ w przypadku masywnym staje
sie proste, jeeli wezmie sie pod uwage izomorficzsoalgebrySO(1, 3) i algebry
SU(2) @ SU(2). Izomorficzn&t te wida&, gdy zdefiniuje sie niehermitowskie
kombinacje generatoréw i J*

1
JL = 3 (JZ:EZKZ) (6)
Operatory te spetniaja zwiazki
[Ji, J1] = i€k gk | )
[Ji,J]]=0.

Reprezentacje o ok&nychj,. oznaczamy przeg ., j_). Nietrywialnymi reprezen-
tacjami o najrzszym, rébwnym 2, wymiarze sg@/2,0) i (0,1/2). Pozostate
reprezentacje mama znaleg, tak jak dla algebnpU(2), przez tensorowanie tych
reprezentacji spinorowych. Na przyktad,/2,0) ® (0,1/2) = (1/2,1/2), gdzie
ta ostatnia reprezentacja jest reprezentacja zawierajaca wektor i skalar wzgledem
obrotéw, to znaczy wektor wzgledem transformacji Lorentza.

Spinory(1/2,0) nazywamy spinorami lewymi, a spinofy, 1/2) — prawymi.
Spinor Dirakowski jest suma prosta reprezentacj2, 0) i (0,1/2),

= (1/2,0) & (0,1/2), poniewa ta suma jest najmniejsza reprezentacja, ktéra

jest niezmiennicza wzgledem parzystoprzestrzennej. tatwo sprawd4, ze
P zamieniaJ’. naJ’ i odwrotnie. W reprezentacji Weyla dla spinoréw Diraka,
goérna, wyrzutowywana przeZ;, = (1 — ~°)/2, potowa spinora transformuje sie
jak (1/2,0), zas dolna potowa, wyrzutowywana prz&z = (1 + ~°)/2, transfor-
muje sie jak(0,1/2).

W reprezentacji Weyla dla macierzy Diraka generatory obrotéw i p€hnie

wygladaja nastepujaco
i (/2 0

K'=—i < 0 _0,1/2 ) ) (9)
gdzieo®, i = 1,2,3 , sa macierzami Pauliego.

. . -1 0 0 1
5 0
W tej reprezentacy’ = ( 0 1 ),7 = ( 10 )
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N 01 1 0
5 0
W reprezentacji Dirakg® = ( 10 ),7 = ( 0 -1 ) .

Czesto przydatny okazuje sig nastgpujacy zwiazé€k: = cos(r) + i2% sin(r),
gdzier = |7], ze&s o' to macierze Pauliego.

W przypadku reprezentacji bezmasowyeh= 0, sytuacja jest nieco bardziej
ztozona.

Dla czastki bezmasowej memy przej¢ do uktadu odniesienia, w ktérym
czteroped czastki przyjmuje poétg” = (p,0,0,p), p > 0. W tym uktadzie
skiadowe czterowektora spinu (czterowektora Pauliego-Lubanskiego) przyjmuja
post&

W = (Joo — Jog)p = —(K*+ J')p (10)
W? = (Jis — Jor)p = (K' = J*)p
WO = W3 = —leg = —pJ3.

tatwo sprawd4i, ze zachodza nastepujace relacje komutacyjne

(WO, W] = —ipli2 (11)
(WO, W2 = ipW'!
W1 W2 =0.

Aby upodobnt te algebre do algebr§U (2) (algebry obrotow), ktérej reprezen-
tacje dobrze znamy, zdefinujemy operatory podnoszace zajatie) . oraz op-
erator wagowy\

1 5T
Ap = Wi, A= ——WO0 = 43 = P2 (12)
P 7]
ktore spetniaja relacje komutacyjne
As, A = = (A1) (13)

A, A]=0.

Jak wid&, operatorem wagowym, ktérego wastbwtasne sa podwagzane i ob-
nizane przez operatory,, jest operator skretisai.

Algebra (L3) jest algebra ruchow w 2-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej,
oznaczana zazwyczaj przez (dwie translacje\. i obrot \). Operatorem Casimira
dla algebry(3) jest operatord = A, \_. Poniewa sktadowe czterowektord*
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sa rzeczywiste, to operatar jest hermitowski i ma rzeczywiste wagti wiasne.
Mozna wybr& jako baze w przestrzeni Hilberta stany, ktére sa stanami wisnymi
A1 \ (podalgebra Cartana algebfy, jest 1-wymiarowa). Niech\wu(A, p) =
pu(A, ). Wtedy (A, MNu(A, n) = =X u(A, u), co oznaczaze

A(Ayu(A, p) = (p+ DA u(A, p), (14)

co z kolei oznaczaze

Aru(A, p) = ay (p)u(A, p+1). (15)

Podobnie
A—u(A, p) = a_(p)u(A, p—1). (16)

Poniewa
<A>M/‘)‘+’A7M>* = <A7N‘)‘*‘Aaul>7 (17)

i powyzsze elementy macierzowe nie znikaja tylko dla= i + 1, to zachodzi
rownost a’ (1) = a—(p + 1). Z kolei

A A_u(A, p) = A A pu(A, p), (18)

skad wynika rown&t a_(p)ay (u — 1) = a4 (n)a_( + 1). Dlatego, dla kadego
1 otrzymujemy

las (= D2 = |y (w2 (19)
la— ()2 = fa—(u+ DI

Poniewa wszystkie stany w danej reprezentacji otrzymujemy przez wielokrotne
dziatanie operatorami. na pewien stan poczatkowy, to dla wszystkich stanow
w reprezentacji nieprzywiedInég, | = v, i |a_| = v_ dla pewnyh ustalonych
rzeczywistychv_ i v,. Ponadtog’ () = a—(pu + 1), zatemv_ = vy = v.

Mozliwe sa dwa przypadki:

e v # 0—wtym przypadku nie maadnych ograniczena dozwolone war&zi
v i p i otrzymujemy nisk@czenie wymiarowe reprezentacje. Nie znamy
realizowanych w przyrodzie stanow fizycznych, ktorym te reprezentacje
mogtyby odpowiada.

e v = ( — reprezentacje nieprzywiedlne sa jednowymiarowe. Odpowiadaja
one na przykitad stanom fotonéw i grawitonéw. W teoriach niezmienniczych
wzgledenCP7 najmniejsza reprezentacja, ktéra jest niezmiennicza wzgle-
demCPT, jestreprezentacja dwuwymiarowa, ktora jest suma prosta reprezen-
tacji o skretn&ciachy i —u (pod dziatanienCP7T A — —)\). Fizyczne
fotony, bezmasowe nautrina i grawitony méamiamy z takimi wianie dwu-
wymiarowymi reprezentacjami.
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Okazuje sieze skretné&t i jednowymiarowych reprezentacji bezmasowych jest
skwantowana. Skreto jest generatorem obrotow wokét kierunguZatem pod
dziataniem obrotu o katr stan skretngciowy zmienia sie o faze

|y — ™). (20)

Analiza struktury grupy obrotéw prowadzi do wnioskae 27y = kr, k € Z,
zatemu =%, ke Z.

Argumentacja przebiega nastepujaco. Obroty w trzech wymiaramangcharak-
teryzowa& przez podanie kierunki i kata¢ < . Wszystkie obroty mmna za-
tem przedstav jako trojwymiarowa kule o promieniu — wielkost kata obrotu
odpowiada w tym obrazie odledoi odsrodka kuli. Ale obroty o katr wokot
kierunkur i —7 prowadza do tej samej konfiguracji przestrzennej, trzeba je zatem
utozsame. Zatem punkty A i B na rysunkili oznaczaja to samo przksztatcenie,
ale cykle (a) i (b) nie dadza sie na siebie przeksztalcisposéb ciagly. Wyko-
nanie po kolei wszystkich przeksztafcevzdiuz drogi (a) musi da w wyniku
przeksztatcenie sam@ciowe, /. Natomiast wykonanie po kolei przeksztaice
wzdhuz drogi typu (b) daje w wyniku przeksztatcenig ktére przeksztatceniem
tozsam@&ciowym by¢ nie musi. Natomiast trzeba zauzya, ze ztazenie dwu drég
typu (b), na przyktad (b) i (b’) z rysunki, daje sie zdeformowado drogi typu
(a). ZatemP? = I. Poniewa w przestrzeni 1-wymiarowel musi byt liczba
zespolona o modulg to P = €™ lub P = ¢?7. Oba wybory sa dopuszczalne. W
szczegolnsci, wybor pierwszej z tych nmliwosci oznaczaze dopuszczalnymi
wartasciami wielkaci 27 sa oprocz catkowitych wielokrot§gi 27 réwniez
catkowite wielokrotngciz. Stad stanom fizycznym moga odpowiagetéwkowe
wartdsci skretngci. Stany o potdwkowych skretaoiach opisuja fermiony.

Rysunek 1:0broty A i B sa tymi samymi przeksztatceniami w przestrzeni konfig-
uracyjnej, lecz zamknietych drog (a) i (b) nie oma w sposoéb ciagty przeksztaici
na siebie.



Rysunek 2:Ztozenie dwu drég typu (b) jest droga typu (a) (cykl&éaiagalnym
do punktu).



