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1 Wst¦p

Licz¡c granice stosunków funkcji czasami mo»emy otrzyma¢ nieokre±lone sym-

bole typu [ 00 ] lub [∞∞ ]. Na przykªad lim
x→0

sinx

x
, po podstawieniu x = 0 otrzy-

mamy [ 00 ]. Obliczanie takich granic umo»liwia nam reguªa de l'Hospitala.

2 De�nicja reguªy

Mamy dwie funkcje f(x) oraz g(x), które s¡ okre±lone i ró»niczkowalne na od-
cinku ]a,b], ponadto dla ∀c∈]a,b] : g′(c) 6= 0. lim

x→a+
f(x) = 0 oraz lim

x→a+
g(x) = 0.

Ponadto istnieje granica lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= G. Wtedy lim

x→a+

f(x)

g(x)
= G. Podobnie

jest dla lim
x→a

f(x) = ±∞ i lim
x→a

g(x) = ±∞

3 Dowód

3.1 Dla 0
0

Tak jak rozpatrujemy a ≥ 0mo»emy dookre±li¢ f(a) = g(a) = 0. We¹miemy x ∈ [a, b],
stosuj¡c twierdzenie Cauchy'ego do odcinku [a,x] otrzymamy:

∃c∈[a,x] : f(x)−f(a)
g(x)−g(a) = f ′(c)

g′(c) , ale f(a) = g(a) = 0 to otrzymamy:

∃c∈[a,x] : f(x)
g(x) = f ′(c)

g′(c) , gdy x→ a+ to c→ a+ tak jak c ∈ [a, x]. Wi¦c mamy:

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

c→a+

f ′(c)

g′(c)
= G co i nale»aªo udowodni¢.

3.2 Dla ∞
∞

Pomijamy.

3.3 Przykªady

We¹my przykªad, który podaªem we wst¦pie.

lim
x→0

sinx

x
podstawiaj¡c otrzymamy: [ 00 ], ale stosuj¡c reguª¦ l'Hospitala otrzymamy:

lim
x→0

sinx

x

H
= lim

x→0

cosx

1

1



Gdzie
H
= oznacza to, »e byªa zastosowana reguªa l'Hospitala. Teraz podstawiaj¡c

x = 0 mamy:
1
1 = 1, lim

x→0

sinx

x
= 1

Przykªad z ∞∞ :

lim
x→ +∞

lnx

x2

H
= lim

x→+∞

1
x

2x
= lim

x→+∞

1

2x2
= 0

W przypadku 0∞ sprowadzamy wyra»enie do postaci [ 00 ] lub [∞∞ ]:

lim
x→0

x
1

sinx
= [0∞]

[ 00 ]= lim
x→0

x

sinx

H
= lim

x→0

1

cosx
= 1

Reguª¦ l'Hospitala mo»emy tak»e stosowa¢ kilkukrotnie, dopóki nie otrzy-
mamy obliczalnej granicy, na przykªad:

lim
x→0

x2

cosx− coshx

H
= lim

x→0

2x

− sinx− sinhx

H
= lim

x→0

2

− cosx− coshx
=

2

−1− 1
=

−1

2
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