Indukcja metematyczna

1.1lIndukcja matematyczna

Indukcje matematyczng stosujemy w celu dowiedzenia , iz pewna
wtasnos¢ W zachodzi dla wszystkich liczba naturalnych nie mniejszych niz
pewna liczba n, € N. Metoda dowodzeia opiera sie na tzw. zasadzie
indukcji zupetnej.

1.2 Zasada indukcji zupetnej
Przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej n twierdznie W(n) .Wtedy:
Zatozenie indukcyjne : W(k) k € N
Teza indukcyjna: W(k+1) k e N
1) sprawdzamy czy W(n,) jest prawdziwe

2) jezeli W(k) jest prawdziwe , to W(k+1) jest tez prawdziwe dla
kazdego

k € N takiego,ze k = n_ wynika prawdziwos¢ W(n) dla
wszystkich n = n,,

n0+ l, no+ 2, fas

1.3 Wiasnosc indukcji matematycznej:

z indukcji mozemy kozystac podczas formutowania pewnych
definicji. Definicja taka nazywana jest definicjg indukcyjna
( rekurencyjng ) , sktada sie z dwdch czesci:

« definicjidlan=1
« definicjidlan > 1 za pomocg symbolun-1
np. Wzér na sume ciagu geometrycznego

1.5:=a1 2.5,=Sn:1+ a, dla kazdegon >1 .



1.4 Przyktad 1 udowodnié¢ nierownosc
Bernoulliego:

l+xn=1+nx dla x=-1

1. Sprawdzamy prawdziwos¢ tezy T, dla n=1. Mamy : 1+x=1+x czyli
ok.

2. Sprawdzamy prawdziwos¢ implikacji T, Th+1..Zatem
udowadniamy ,ze :

1+xn+1=1+(n+1)x,
poniewaz

1+xn+1=x+1x+1n=1+nx1+x=

wida¢ wiec ,ze zachodzi implikacja:
1+xn=1+nx1+xn+1=1+(n+1)x

Z zasady indukcji zupetnej otrzymalismy,ze teza T, jest prawdziwa dla V
n e N.

1.5 Przyktad 2 wykazad, ze:

dla dowolnegon e N, n =2 liczba w postaci n” -n jest podzielna
przez 7.

1. Sprawdzamy dla n=2:
27-2 =126=18 x7

czyli ok.

2. Udowadniamy ,ze istniej takie | € N ,ze:

(2) n’-n =7l ,

nastepnie pokazujemy,ze dla n=n+1 istnieje takie k e N ,ze :



(T) 7k=(n+1)’-(n+1)
7k=(n+1)’-n-1
7k=n"4+7n°+21n°+35n*+35n°*+21n°+7n+1-n-1

7k= (n"+n)+7(n®+3n°+5n*+5n°+3n?+n)
7k= 7(I+n®+3n°+5n*+5n°+3n?+n)

Zatem implikacja Z T jest prawdziwa , gdyz z zatozenia wynika n’-n
= 7/.

Whniosek: dlaV n € N liczba w postaci n” -n jest podzielna przez 7 .

1.5 Przyktad 3 wykazad, ze:

dlaV neN cosx jest podzielny przez sin2nx.
1. Sprawdzamy dla: n=1:

cosx| sin2x Poniewaz sin2x=2sinxcosx wiec prawda jest, ze cosx|
sin2x

czyli ok.
2. Udowadniamy ,ze istniej takie n=k, k € N ,ze:

(Z2) cosx| sin2kx

nastepnie pokazujemy,ze dla n=k+1 k € N prawdziwe jest ,ze :

(T) cosx| sin2(k+1)x
Poniewaz:

sin2k+1x=sin2kx cos2x+cos2kxsin2x,
wiec na podstawie zatozenia

cosx| sin2(k+1)x.

Zatem prawdziwa jest implikacjaZ T

Whniosek: dlaV n € N cosx| sin2nx
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