Twierdzenia:
Rolle'a, Lagrange'a, Cauchy'ego

* Twierdzenie Rolle'a

v Niech funkcja f bedzie ciagta na odcinku [a,b| i rézniczkowalna w
la, bl . Jezeli f(a)=f(b) ,toistnieje c€la,b| takie,ze [f'(c)=0 .

v Funkcja ciagta f osiaga na zbiorze zwartym |a,b| swoje kresy (minimum
1 maksimum). Jezeli f jest funkcja stata, to w kazdym punkcie pochodna
jest zero. Zalézmy teraz, ze [ nie jest stala. Minimum (lub maksimum)
jest wiec osiagane wewnatrz odcinka, czyli f posiada wewnatrz odcinka
ekstremum lokalne. Oznacza to, ze w tym punkcie pochodna jest rowna
Zero.
q.e.d.
Witret MN: A jak dowodzimy, ze je$li  f ma w punkcie ¢ maksimumto f'(c)=0 ?
Powyzszy paragraf nalezy pominac.

v Dowdd z wyktadu:
Poniewaz f(a)=f(b) to funkcja przyjmuje jedna z warto$ci (najmniejsza
lub najwigksza w $rodku przedziatu)

1° Jesli przyjmuje warto$¢ najwieksza w punkcie c€la,b| to mamy

A ESACO R
Dla c¢>x mamy:
Dla c¢<x mamy: -

Poniewaz funkcja f jest r6zniczkowalnaw c¢ :
0<f'_(c)=f"(c)=1", (c)<O
Whioski: f'(c)=0
2°  Jesli f przyjmuje w |a,b| wartosci najmniejsza  postepujemy
analogicznie zamieniajac <—>=> = <
g.e.d.



v Geometrycznie twierdzenie Rolle'a oznacza, 1z na tuku bedacym wykresem
funkcji od punktu (@ f(a)) do punktu (b, f (b)) istnieje warto$é
maksymalna lub minimalna:
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Witret MN: Ale do powyzszego stwierdzenia rozniczkowalno$¢ funkcji nie jest potrzebna.
Lepiej powiedzie¢: istnieje styczna do tuku wykresu funkcji miedzy punktami (a; f (a)) i
(b, f(b)) , ktora jest rownolegta do osi x-Ow.

* Twierdzenie Lagrange'a

v Niech funkcja f bedzie ciagta na odcinku [a.b] i rdzniczkowalna
w la,b|. Istnieje c€la,b| takie, ze:

f(b)=fla)=f"(c)(b—a)

v Geometrycznie twierdzenie Lagrange'a oznacza, ze na tuku begdacym
wykresem funkcji od punktu (a; f(a)) do punktu (b;f (b)) , istnieje taki
punkt, w ktorym styczna jest roOwnoleglta do siecznej poprowadzonej
miedzy punktami (a, f(a)) i (b, (b)) .
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Na rysunku wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w
punkcie (¢, f(c)) wynosi f'(c) .Namocy twierdzenia Lagrange'a jest on
rowny:

Sb)-fla)

g (B)="——

v Dowad:
Réwnanie prostej przechodzacej przez punkty (a,f(a)) i (b, f(b))

y=L L )i pa)
=p =L LD g p(a)= 1 0)
=a  y=LO I ()i ()= (a)

Rodzina prostych rownolegtych do prostej /

L 1—a)+f ()

y+c=

Punkty przecigcia wykresu funkcji z prosta ! (ich argumenty) spetniaja
roOwnanie

=PI gy (a)
0=+ LO=L o) pa)
c— H(t)

Funkcja H(¢)=H(t,) <=>punkty (¢;/(%,)) | (,,/(t)) lezana
prostej rownoleglej do prostej 7 .

Funkcja H(1) jestrézniczkowalnana |a,b| iciagtana [a,b] .
Ponadto:

(@)= f (@) + L= o) p(a)=o0



()= 0+ LE=L ) =0

To oznacza, ze H(t) spelnia zalozenia twierdzenia Rolle'a, czyli istnieje
takie c€la, b ,ze

Wtret MN: Ponizsze dwa wiersze s zbedne
a—x, , b-ox

JF(x)=f(xp)=f"(e)(x—x,)

v Wnhniosek z Twierdzenia Lagrange'a:

Jesli dla kazdego c€la, b|

f'(c)>0 to f jestrosnacana |a,b|

f'(c)<0 to f jestmalejacana |a,b|

f'=0 to f jeststalana |a,b|
Zaktadajac dodatkowo ciaglos¢ funkcji na przedziale domknigtym, f jest
odpowiednio: rosnaca, malejaca, statana [a,b|

Dowod wniosku z twierdzenia Lagrange'a:

Wezmy dowolne punkty x, x,€[la,b] | x,>x, | Istnieje wtedy taki punkt
c€la,b| |, ze:
S (x)— f(x)

Xy — Xy

=f"(c)

Jezeli:

f’(c)>0 to f(x2)>f(x1)
f'(e)<0 to [flx,)<f(x))
f'(e)=0 to [f(x,)=1(x,)



Twierdzenie Cauchy'ego

v Niech f , g beda funkcjami ciagtymina [a,b] irézniczkowalnymi na
la,b| . Istnieje takie c€la,b| ,ze
f'e)_ f(b)=fla)

g'(c) g(b)—gla)

g'(c)#0
Witret MN: Brakuje zatozenia o tym, ze g'(x) jest rozne od zera dla dowolnego x
nalezacego do |a,b| , dowdd jest niepetny
v Dowad:

Niech
¢(x)=f(x)(g(b)-gla))—g(x)(f(b)- f(a))
Funkcja ¢ speinia zalozenia twierdzenia Rolle'a, wigc dla pewnego
c€la,b|

¢ (c)=0=7"(c)(g(b)-gla))=g '(c)(f (b)=f(a))

Wtret MN: W powyzszej formule powinno by¢ ¢'(c)

g.e.d.
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