Cwiczenia z Fizyki I - Elektryczno$é i magnetyzm
seria 1T 21-25 kwietnia 2008, autor: J.C.

1. Wyprowadzi¢ nastepujace czesto stosowane przyblizenia, gdzie € < 1:

o (1+€6)"~1+mne

o (1+6)"~ 1+ Le wszczeglnosci vV1+er 1+ Le

1~ 1
.1+€N1 €

ln(1—|—e) ~ €

expe~ 1+e€

® sine~ ¢; cose~ 1

2. Wyprowadzi¢ wyrazenia na elementy powierzchni i objetosci w réznych uktadach wspotrzednych:

uktad ds dVv
kartezjanski dxdy dxdydz
biegunowy dS/ walcowy dV/ pdpdo pdpdodz
sferyczny R?sin 0dfd¢ | r*dr sin 0dOd¢

3. Dana jest kula o promieniu R, natadowana jednorodnie fadunkiem o gestosci objetosciowej
p. Wyznaczy¢ pole F wewnatrz i na zewnatrz kuli.

Rozwigzanie: Z symetrii zagadnienia wynika, ze pole FE zalezy tylko od odlegloéci od
srodka kuli, r: F = E(r). Korzystajac z prawa Gaussa mamy dla r < R:

]{Edgz Q(r)

€

(1)

gdzie Q(r) jest ladunkiem zawartym w kuli o promieniu r. Jako ze F||F, calke zamieniamy
na iloczyn i wstawiajgc prawg strone otrzymujemy:

4.3
By (r)dmr? = Pl (2)
€0
i stad wynik dla r < R:
pr
E == 3
(1) = 4% 3)

Dla » > R mamy sytuacje jak w przypadku tadunku punktowego o wartosci Qg = p%ﬁR?’:

Byr) = P2 ()

3egr?’

Latwo sprawdzi¢, ze F1(R) = Es(R).

4. Punktowy tadunek dodatni +¢ otoczony jest tadunkiem ujemnym o rozktadzie sferycznie
symetrycznym danym funkcja:

pelr) = =5 exp(~2r/a), (5)

gdzie a jest stala. Wyznaczy¢ natezenie pola elektrycznego.
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Rozwigzanie: Poniewaz rozklad tadunku jest sferycznie symetryczny to i pole E bedzie
sferycznie symetryczne. Korzystajac z prawa Gaussa mamy:

74 EdS = QE(T) (6)

gdzie Q(r) jest tadunkiem zawartym w kuli o promieniu r. Jako ze E||T, calke zamieniamy
na iloczyn. Liczymy tadunek Q(r):

Q(T)=q+/

[kulaoprom.r]

pe(r')dV' = q + 4m /T 2 pe(r)dr. (7)
0

Korzystamy z tablic calek (latwo mozna policzy¢ samemu):

o we (T2 2¢ 2
/:U2e dr =e (a_cﬁ—i_oﬁ)' (8)

Po podstawieniu otrzymujemy posredni wynik:

2r  2r?
Q) = gesp(-20fa) (142 4 2] )
a wyrazenie na pole dane jest wzorem:
1 2 2
E(r)= -2 -+ —+ = 10
() = o exp(=2r/a) (5 + =+ ) (10)

. Znalez¢ pole E w calej przestrzeni, gdy dane sa dwie nieskoriczone bardzo cienkie ptaszczyzny
natadowane tadunkiem o gestosci powierzchniowej o, skonfigurowane wzgledem siebie oraz
znaku tadunku jak nizej:

e umieszczone sy rownolegle w odlegtosci d i tadunki maja przeciwne znaki
e umieszczone s rownolegle w odlegtosci d i oba tadunki sg dodatnie

e przecinajg sie pod katem prostym i oba tadunki sg dodatnie

Rozwiazanie: Pole od pojedynczej ptaszezyzny jest jednorodne, o natezeniu E = o/2¢ a
wektor skierowany jest prostopadle do ptaszczyzny. W pierwszym przypadku w przestrzeni
miedzy plaszczyznami natezenie pola wynosi E = o/€p a na zewnatrz znika; w drugim
przypadku jest odwrotnie czyli wewnatrz pole znika a na zewnatrz wynosi £ = o/€y; w
trzecim przypadku sktadamy stosownie w czterach ¢wiartkach przestrzeni dwa prostopadte
wektory o dlugosci E = 0/2¢ i otrzymujemy pole jednorodne w kierunku réwnolegtym
do dwusiecznej kata prostego i wartosci E = v/20/2¢ o zwrotach w kolejnych éwiartkach:
NE, NW, SW, SE (jak cztery strony swiata).

. Dane sa dwie skonczone ale o duzej powierzchni, na przyktad kwadratowe przewodzace
plyty (czyli maja pewna grubo$¢ lecz duzo mniejsza od ich rozmiaréw). W chwili poczatkowej
plyty rozsuniete sg do nieskonczono$ci przy czym na jednej znajduje sie tadunek @
a na drugiej —@Q - jest to konfiguracja (1). W tej konfiguracji tadunki z obu ptyt nie
oddziatluja wzajemnie. Plyty przyblizamy do siebie na niewielkg odlegtos¢, duzo mniejsza
od rozmiaréw plyt - jest to konfiguracja (2). Jak roztozony jest tadunek na kazdej plycie
w obu konfiguracjach?

Rozwiazanie: W konfiguracji (1) tadunek na kazdej ptycie roztozony jest przy obu powierzchniach.
W konfiguracji (2) - tylko przy powierzchniach najblizszych sobie.

2



7. Dany jest dipol elektryczny o tadunkach 4¢, rozsunietych na odleglosé d, czyli jego
moment dipolowy wynosi p = gd. Przyjmijmy, ze tadunek ujemny umieszczony jest na
osi x ukladu odniesienia w jego poczatku (r = 0) a tadunek dodatni znajduje sie¢ w
punkcie x = d. W przestrzeni istnieje niejednorodne pole elektrostatyczne o natezeniu
wyrazajacym sie wzorem:

x
Ey(x) = Fo + Ey () (11)
o
gdzie Ey, E7 1 2y sa statymi. Jaka wypadkowa sita dziata na ten dipol?

Rozwiazanie: Na tadunek ujemny dziala sita —qFEy a na dodatni +q(Ey + E4 %), suma

tych sit wynosi qux% = pdd%. Mozna wspomnieé, ze w ogdlnym przypadku w wyrazeniu

na site wystepuje gradient (pochodne czastkowe).

8. Dana jest metalowa kula o promieniu R;, otoczona koncentryczna metalowa powtoka o
promieniu wewnetrznym R i zewnetrznym R3. Kula metalowa natadowana jest tadunkiem
+@Q. Wyznacz pole elektrostatyczne w calej przestrzeni i podaj gestosci powierzchniowe
tadunkéw tam gdzie one wystepuja.

Rozwigzanie: Problem ma symetrig sferyczna wiec stosujemy prawo Gaussa we wspotrzednych
sferycznych. Wewnatrz metalowej kuli pole znika, tadunek 4@ roztozony jest jednorodnie
na jej powierzchni wiec gesto$é powierzchniowa tadunku wynosi oy = Q /47 R3. Miedzy
kula a wewnetrzna powierzchnig metalowej powtoki, czyli dla , mamy z prawa Gaussa:
1

Ea(r) = 47T€o7c”22' (12)
Na wewnetrznej powierzchni powloki wystepuje indukowany tadunek powierzchniowy o
catkowitej wartosci —(@) a na zewnetrznej +(). Ergo, odpowiednie gestosci powierzchniowe
tadunkéw wynosza: 09 = —Q/47R3 oraz 03 = Q/4mwR3. Pole elektrostatyczne wewnatrz
metalowej powloki musi znikaé, co jest zapewnione przy tak indukowanych tadunkach jak
wyzej, bowiem z prawa Gaussa dla obszaru Ry < r < R3 wynika:

1 Q-Q _

E = 0. 13

(1) dmey 12 (13)
W obszarze R3 < r mamy ponownie z prawa Gaussa:
1 Q

Eso(r) = —. 14

o (1) drey r? (14)

9. W przestrzeni istnieje jednorodne pole elektrostatyczne Ey. Wprowadzamy do rozwazai
metalowa ptyte wielkich rozmiaréw (by ja traktowac jako nieskoriczona), dla ustalenia
uwagi o niewielkiej grubosci, i ustawiamy jg prostopadle do linii sit pola Ey. Wyznaczy¢
pole elektrostatyczne w calej przestrzeni.

Rozwigzanie: Przyjmijmy, ze pole Ej skierowane jest wzdtuz osi o uktadu odniesienia a
lewa powierzchnia ptyty niech znajduje sie w potozeniu x = 0 a prawa w jakims potozeniu
x > 0. Na obu powierzchniach ptyty wyindukowane zostana tadunki powierzchniowe o
takiej wartosci aby wypadkowe pole wewnatrz plyty znikato: tadunek ujemny na lewej
powierzchni, dodatni na prawej. Warunek znikania pola wewnatrz ptyty prowadzi do
nastepujacego wyniku na gesto$¢ powierzchniows tadunku, z doktadnoscia do znaku: o =
eoFo.



10. Dipol elektryczny umieszczono wewnatrz kulistej powierzchni zamknietej w taki sposob,
ze érodek dipola pokrywa sie ze $rodkiem sfery. Ile wynosi strumien pola E przez te
powierzchnie?

Rozwigzanie: Oczywiscie § EdS = 0 dla dowolnej powierzchni zakmnietej. Mozna skomentowad,
ze pole nie ma symetrii sferycznej i catka w wyrazeniu na strumien nie zamieni sie

na iloczyn natezenia pola i powierzchni wiec prawo Gaussa nie jest tu przydatne do
wyznaczenia pola.

11. Dane jest jednorodne pole E. Policzy¢ strumien ® tego pola przez nastepujace powierzchnie:

e kwadrat o boku a gdy kat miedzy normalng do ptaszczyzny kwadratu i wektorem
pola wynosi «
Rozwigzanie: ® = Ea? cos a

e poétsfere o promieniu R gdy wektor pola jest prostopadty do powierzchni podstawy
polsfery (wielkiego kota)
Rozwigzanie: ® = ErR? ale nalezy dla przyktadu wycatkowaé po sferze. W tym celu
rozpiszmy podstawowe wielkosci wchodzace do catki we wspotrzednych sferycznych.
Mamy dS = R?sinfdfd¢™, przyjmijmy tez, ze pole E skierowane jest wzdiuz osi
z, wowczas wektor pola i wektor normalny do powierzchni sfery tworza kat 6 wiec
catka wyrazajaca strumienn ma posta¢ (juz po scalkowaniu po kacie ¢): § EdS =
2rER? [ /2 cos Od(cos ) = EmR? czyli (co jest oczywiste) jest to powierzchnia wielkiego
kota, ktore jest rzutem potsfery na plaszczyzne.

e dowolnie ustawiony szescian o boku a (powierzchnia zamknieta)

Rozwiazanie: & = 0 poniewaz wktady do sumy w calce znosza sie dla par przeciwlegtych
bokéow

12. Ladunek punktowy ¢ umieszczono na wysokosci z nad kotem o promieniu R, na osi kota.
Policzyc strumien pola E przez powierzchnie kota.

Rozwiazanie: Rachunki sg bardzo podobne do zad. 9 z serii I. Prowadzg one do wyniku:

B(2) = 5 (1 _ 11+R> (15)

ktory w przypadku z > R sprowadza sie do:

o) = - (16)

4egz?

zgodnie z tym co daje iloczyn natezenia pola od tadunku punktowego w odleglosci z i
pola powierzchni kota 7R2.



