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Wykład 1  
(3 godz.) 
 
 
Zaczn� od przypomnienia pewnego rysunku i pewnego rachunku z wykładu zeszłorocznego. 
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Na czarno zaznaczony jest rzut toru punktu materialnego zmuszonego do poruszania si� 

po powierzchni obrotowej (bez działania innych sił ni� stwarzane przez powierzchni� siły 

reakcji). Mimo, i� siła reakcji nie jest znana z góry, sam fakt, �e jest ona prostopadła do po-

wierzchni, a jej rzut na płaszczyzn� rysunku jest centralny, pozwalał napisa� prawo zachowa-

nia energii i momentu p�du, co wystarczyło nam do wyznaczenia równania tego toru. 

Dla linii le��cej na zadanej powierzchni i ł�cz�cej dwa zadane z góry punkty mo�emy 

postawi� te�, czysto geometryczne, zadanie znalezienia takiej linii, której długo�� jest eks-

tremalna, w tym wypadku najkrótsza z mo�liwych.  

Pami�tacie Pa�stwo, �e fizyczny tor jest równocze�nie ekstremal�. Uczciwie to policzy-

łem. Pomin� sposób wyprowadzenia równania toru z praw fizyki (w tym wypadku praw za-

chowania), przypomn� wyprowadzenie równania wynikaj�cego z warunku ekstremalno�ci. 

Na rysunku s� jakie� dwa punkty na torze cz�stki poruszaj�cej si� po powierzchni bryły 

obrotowej, jest fragment stosownej geodezyjnej i kilka alternatywnych dróg, razem pi��, 

wiod�cych od A do B. Dokładniej mówi�c, owe pi�� dróg odpowiada zale�no�ciom 

)()()( geo rrr εδ+ϕ=ϕ , dla ε  = 1, 0.5, 0, -0.5, -1, gdzie )(geo rϕ  jest fragmentem geodezyj-

nej (dla jakiej� metryki, której nie specyfikuj�, bo rozwa�ania s� ogólne). Z kolei )(rδ  jest 
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jak��, jedn� z niesko�czenie wielu mo�liwych, modyfikacj�, (naukowo zwan� wariacj�), na-

szej geodezyjnej. Oczywist� własno�ci� )(rδ , je�li mamy porównywa� długo�� odcinka geo-

dezyjnej z długo�ci� alternatywnych dróg od A do B, jest jej znikanie w punktach A i B 

0)()( =δ=δ BA rr  

Nie jest trudno wyobrazi� sobie alternatywne drogi dla wszystkich warto�ci ε  pomi�dzy 

–1, a +1. Oczywi�cie długo�� drogi staje si� w tej sytuacji funkcj� ε .  

Cokolwiek wybraliby�my na funkcj� )(rδ , warto�� ε = 0, b�dzie odpowiadała akurat 

geodezyjnej (w naszym rozumieniu tego okre�lenia, jako drogi wybieranej przez punkt mate-

rialny, nie doznaj�cy �adnej siły w płaszczy�nie stycznej) 

�� +δ′ε+ϕ′=+ϕ=ε
B

A

B

A
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r
rr
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rrAB rrgrrrrrgrl d)())()(()d(d)( 2

geo
2222    (1.1) 

Dla jakiej warto�ci ε  droga jest najkrótsza? 

To nie jest bardzo trudne pytanie! Warunkiem koniecznym jest, by pochodna po ε  była 

zerem! Domy�lamy si�, �e tak wła�nie b�dzie dla ε =0. Jak niebawem zrozumiemy, fizyczn� 

istot� geodezyjnej, jako toru dla cz�stek (albo �wiatła, wszak widzimy �e cz�stka ultrarelaty-

wistyczna, porusza si� na naszej powierzchni po takim samym torze jak i cz�stka powolna), 

jest nie tyle jej „najkrótszo��”, ale wła�nie to, by zmiany długo�ci, przy małych wariacjach, 

były proporcjonalne do wy�szych pot�g ε  ni� 1. A to wła�nie pochodna mno�y pierwsz� po-

t�g� przyrostu funkcji: 

 )()()()( 2ε+′ε=−ε+ Oxfxfxf  

W wi�kszo�ci prostych sytuacji, dla geodezyjnej (czyli dla ε =0) mamy rzeczywi�cie mi-

nimum długo�ci drogi, ale to akurat nie jest wa�ne. 

Wypada policzy� (dla warto�ci ε = 0) t� pochodn�:  
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  (1.2) 

 

Iloczyn pochodnej wariacji )(rδ′ i przyrostu dr zast�piłem przyrostem )(dd)( rrr δ=δ′ .  

Sztuczka z uzupełnianiem adb o bda do pełnego przyrostu d(ab), jest niezwykle u�y-

teczna!. Przyrosty pełnego iloczynu 
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zsumuj� si� nieuchronnie 

do totalnego przyrostu, czyli ró�nicy warto�ci tego iloczynu w punktach B i A. Ale tam je-

den z czynników )(0)( BA rr δ==δ = 0!, wi�c i cały iloczyn jest tam równy zeru. 
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Poniewa� pod całk� dodali�my bda, co z istniej�cym wyra�eniem dało ostatecznie, tj. po 

wycałkowaniu, 0, musimy jeszcze tylko uwzgl�dni� człon abd− , (bo „uzupełnianie” to prze-

cie� dodanie i odj�cie owego bda). Zatem: 
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  (1.3) 

Ale popatrzmy1 na równanie uzyskane z mechaniki. To� mówi ono dokładnie to, i� wy-

ra�enie do zró�niczkowania: 

)())((

)(
2

geo
2

geo
2

rgrr

rr

rr+ϕ′

ϕ′
, 

 jest stał�. A wi�c ”nasza” definicja geodezyjnej, jako toru fizycznej cz�stki, najprostszej 

linii, pozwala udowodni�, �e jest ona nie tylko minimalna pod wzgl�dem krzywizny, ale i 

minimalna (czy ogólniej stacjonarna) pod wzgl�dem długo�ci. I na odwrót2. Je�li kto� defi-

niuje geodezyjn� jako lini� „najkrótsz�”, to powy�sze rozumowanie dowodzi, �e punkty ma-

terialne i �wiatło (zmuszone pozostawa� na powierzchniach z dowoln� metryk�) wła�nie b�-

d� porusza� si� po takich geodezyjnych. 

Zapami�tajmy ten rachunek. Gdy w całce �
B

A

xxxyF d)),('(  nie wyst�puje samo y(x), a jedynie 

y’(x), to zale�no�� y(x) minimalizuj�ca t� całk� spełnia� musi równanie constans
),'( =

′∂
∂

y
xyF

 

Jest to rewelacyjnie wygodny i skuteczny sposób dochodzenia do potrzebnych równa�. 

 

Bezpo�redni zwi�zek fizycznego toru cz�stki na powierzchni wi�zów z geodezyjn� zde-

finiowana jako linia ekstremalna jest zaledwie czubkiem góry lodowej. Fizyka, a w szcze-

gólno�ci mechanika, a� roi si� od tego rodzaju zwi�zków. Wygodnie jest studiowa� charakte-

rystyczne zagadnienia mechaniki teoretycznej znaj�c od pocz�tku sformułowanie jej ogólnych 

równa� ruchu, jako równa� pewnej zasady wariacyjnej. 

Zaczniemy od zbadania aspektu czysto matematycznego zagadnienia wariacyjnego ogól-

niejszego od tego wyniku zawartego w ramkach. Pozostaj�c chwilowo przy jednej tylko 

funkcji zale�nej ( i jednej zmiennej niezale�nej), dopu�cimy zale�no�� funkcji podcałkowej 

nie tylko od x i y’(x), ale tak�e od y(x). 

                                                 
1 Powinni�my „popatrze�” do wykładu 15 z Podstaw Fizyki. 
2 Je�li ��damy, by krzywa opisana funkcj� )(rϕ  była ekstremal�, (czyli albo minimalna, albo maksymalna, albo 

chocia� stacjonarna) ��da� musimy znikania pochodnej ostatniej całki, dla ka�dej funkcji )(rδ , a to wymusza 
znikanie wzdłu� całego toru pochodnej wyst�puj�cego tam wyra�enia, co oznacza jego stało��.  
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ekstremumd)),(',( =�
B

A

xxxyyF      (1.4) 

Zmienne x i y kojarz� si� nam raczej z współrz�dnymi kartezja�skimi zast�pmy wi�c 

pierwotny rysunek takim, jaki najcz��ciej spotykany jest w standardowych podr�cznikach, 

czy to mechaniki, czy rachunku wariacyjnego: 
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W przedziale od A do B rozwa�amy, obok ustalonej funkcji )(xy tak�e continuum 

funkcji porównawczych )()()( xxyxy εδ+= , gdzie 0)()( =δ=δ BA . 

Chcemy znale�� warunek na funkcj� )(xy  (ekstremal� danego funkcjonału), czyli waru-

nek na )(xy  taki, by dla takiej akurat funkcji, funkcjonał: 

�� δ′ε+εδ+=
B

A

B

A

xxxxyxxyFxxxyyF d)),()('),()((d)),(',(   (1.5) 

miał znikaj�c� pochodn� po ε , dla ε =0, dla ka�dego )(xδ . 

Zró�niczkujmy wi�c nasz� całk� po ε , połó�my ε =0 i przyrównajmy wynik do zera. 

Dostajemy: 

( )� ′δ′+δ=
B

A
yy xxxyxyFxxxyxyFx d)),('),(()()),('),(()(0 ,, (1.6) 

W dalszych przekształceniach rozró�nienie mi�dzy ustalonym przebiegiem )(xy , a za-

le�nym od parametru ε  przebiegiem porównawczym y(x) nie b�dzie ju� potrzebne. Pomi�-

my niewygodn� w drukowaniu kreseczk� nad y. 
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( )� ′δ′+δ=
B

A
yy xxxyxyFxxxyxyFx d)),('),(()()),('),(()(0 ,, (1.7) 

W drugim członie całkujemy przez cz��ci – człon brzegowy znika, bo znika wariacja na 

brzegach przedziału: 0)()( =δ=δ BA . Dostajemy: 
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 (1.8) 

Po to, by powy�sza pochodna była zerem dla ka�dej  pomy�lanej funkcji )(xδ  (znikaj�-

cej oczywi�cie na brzegu), znika� musi (to�samo�ciowo dla wszystkich x) wyra�enie w na-

wiasie: 

0)),('),((
d
d

)),('),(( ,, =− ′ xxyxyF
x

xxyxyF yy  (1.9) 

 

Zapisujemy to zazwyczaj tak: 

)),('),(()),('),((
d
d

xxyxyF
y

xxyxyF
yx ∂

∂=
′∂

∂
  (1.10) 

Jest to słynne równanie Eulera. 

 

Gdy funkcja podcałkowa rozpatrywanego funkcjonału F nie zale�y explicite od zmiennej 

y (a jedynie od jej pochodnej), prawa strona powy�szego równania znika, co implikuje stało�� 

wzdłu� ekstremali wielko�ci const)),('),(( =
′∂

∂
xxyxyF

y
. To znamy z poprzedniego wykładu. 

W przypadku ogólnym, równanie Eulera jest równaniem ró�niczkowym drugiego rz�du. 

 

W zasadzie Fermata, gdy współczynnik załamania jest funkcj� tylko wysoko�ci z, je�li 

kształt promienia opiszemy jako funkcj� x(z), mamy: 

zzxznzxzn d1))(()()(d)(d)(min 222
�� +′=+=          (1.11) 

co jest tym najprostszym problemem rozpatrywanym przez nas ju� w zeszłym roku 

(Rozwi�zaniem jest const1))((/)()( 2 =+′′ zxzxzn , co jest r. r. 1-go rz�du).  
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Je�li jednak współczynnik załamania zale�y zarówno od z jak i od x, ani opis kształtu ja-

ko funkcji z(x), ani jako x(z), nie da nam naszego” łatwego” przypadku. Musimy odwoła� si� 

do ogólniejszego równania 2-go rz�du: 

x
zxn

zx

zxzzxn
z ∂

∂=
+′

′⋅ ),(

1))((

)()),((
d
d

2
    (1.12) 

Wbrew pozorom jest to równanie ró�niczkowe o pochodnych zwyczajnych. Wyst�puj�ca 

pochodna cz�stkowa oznacza ró�niczkowanie funkcji znanej.  Po wykonaniu tego ró�nicz-

kowania, prawa strona jest znan� funkcj� zmiennych x i z. Po lewej stronie pojawi� si� człony 

zawieraj�ce drug� pochodn� szukanej funkcji x(z). Bez konkretnego kształtu zale�no�ci 

n(x,z), o równaniu tym nic ciekawego ju� nie mo�na powiedzie�. W razie potrzeby zawsze 

mo�na rozwi�za� je numerycznie. 

Interesuj�cy w�tek dostaniemy, gdy maj�c „prosty” współczynnik załamania zale�ny tyl-

ko od z, uprzemy si� by kształt promienia opisywa� jako funkcj� z(x). Dostajemy: 

xzznzxzn d1)()(d)(d)(min 222
�� +′=+=      (1.13) 

Funkcja podcałkowa F zale�y teraz i od pochodnej (z’) i od zmiennej zale�nej z. Zasto-

sowa� wyniku uproszczonego nie mo�emy, a przecie� wiemy, �e w problemie tym istnieje, 

prosto wyra�ona, wielko�� stała wzdłu� promienia.  

Zbadajmy wielko�� nast�puj�c�: 

FFy y −′ ′,       (1.14) 

i obliczmy jej pochodn� zupełn� po zmiennej niezale�nej x. 

( ) yyxyyy FyFyFF
dx
d

yFyFFy
dx
d

,,,,,, ′−′′−−′+′′=−′ ′′′′  (1.15) 

Widzimy, �e człon pierwszy redukuje si� z przedostatnim. Człon drugi, na mocy równa-

nia Eulera redukuje si� z członem ostatnim i zostaje: 

( ) xy FFFy
dx
d

,, −=−′ ′      (1.16) 

Je�li funkcja F zale�y explicite od zmiennej niezale�nej, mamy całk� pierwsz�: 

�= 0,xF const, =−′ ′ FFy y   (1.17) 

 

W przypadku jednowymiarowym (jedna zmienna zale�na) powy�sze równanie jest tylko 

przepisanym prawem zachowania starego typu, je�li zamieni� rolami zmienn� zale�n� i nieza-

le�n�. W przypadku, gdy zmienn� niezale�n� b�dzie czas, powy�sza całka oka�e si� całk� 

energii. 
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Podsumowuj�c: 

Gdy funkcja podcałkowa problemu wariacyjnego zale�y od wszystkich trzech argumen-

tów w sposób istotny: ),,( xyyFF ′= , warunek konieczny na ekstremal� jest równaniem 

ró�niczkowym drugiego rz�du )),('),(()),('),((
d
d

xxyxyF
y

xxyxyF
yx ∂

∂=
′∂

∂  

Gdy funkcja podcałkowa nie zale�y od zmiennej zale�nej (a jedynie od jej pochod-

nej ),( xyFF ′= ), równanie Eulera jest równowa�ne równaniu pierwszego rz�du 

const, =′yF . 

Gdy funkcja podcałkowa nie zale�y explicite od zmiennej zale�nej, ),( yyFF ′= , rów-

nanie Eulera jest równowa�ne równaniu pierwszego rz�du: const., =−′ ′ FFy y  

Kolejne, do�� oczywiste, uogólnienie problemu wariacyjnego polega na zast�pieniu po-

jedynczej zmiennej zale�nej y (traktowanej jako funkcja zmiennej niezale�nej, któr� od tego 

miejsca zaczniemy oznacza� liter� t) , kolekcj� takich funkcji )(tyi , gdzie i=1,2...f  Pochod-

ne po tej zmiennej, oznacza� b�dziemy kropk� nad zmienn� zale�n�. 

Chodzi wi�c o funkcjonał: 

ttyyF ii d),,( ��       (1.18) 

Z funkcjonałem takim zetkn�li�my si� rok temu, obliczaj�c w szczególnej teorii wzgl�d-

no�ci czas własny cz�stki opisanej równaniami ruchu: 

).(),(),( tztytx  

Wynik na ten czas, to 

tctztytx
B

A

t

t

d/))()()((1 2222
� ++− ���     (1.19) 

 

Jest zupełnie oczywiste, �e jeden warunek znikania wariacji (liniowej cz��ci przyrostu) 

funkcjonału zamieni si� teraz na f warunków dla ka�dej zmiennej zale�nej z osobna. No bo 

je�li dana trajektoria w f+1 wymiarowej przestrzeni jest ekstremal�, to nie ruszaj�c  f-1 za-

le�no�ci yi od t, a jedynie jedn�, te� mamy ekstremum. Mo�emy posłu�y� si� równaniem Eu-
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lera tak jakby f-1 zmiennych było zafiksowanych, co sprowadza problem do problemu jed-

nowymiarowego. Ostatecznie mamy: 

)),(),(()),(),((
d
d

xxyxyF
y

xxyxyF
yt ii

��
� ∂

∂=
∂
∂  dla i = 1,2,3,.......f (1.20) 

Jest to układ f równa� ró�niczkowych drugiego rz�du. 

Je�li posta� funkcjonału nie jest najogólniejsza, w szczególno�ci, je�li funkcja F nie za-

le�y od jakiej� zmiennej zale�nej (lub od pewnej liczby takich zmiennych), lub je�li nie zale�y 

od zmiennej niezale�nej, mo�emy poda� od razu pewne wielko�ci zale�ne tylko od pierw-

szych pochodnych (czyli pr�dko�ci, je�li zmienna t b�dzie czasem), które s� stałe wzdłu� 

rozwi�zania (czyli stałe w czasie). 

Je�li 0)),(),(( =
∂
∂

ttytyF
yi

�  dla jakiego� i, to dla tego samego i: const)),(),(( =
∂
∂

xtytyF
yi

�
�

 

Je�li 0)),(),(( =
∂
∂

ttytyF
t

�  (czyli, je�li ),( yyFF �= ) to: const=−
∂
∂

	 F
y
F

y
i

i
�

�  

Dowód stało�ci ostatniego wyra�enia jest niemal identyczny jak w przypadku z jedn� 

zmienn�. Pochodne po czasie obu składników to teraz s� sumy po i, a poszczególne człony 

znosz� si� kolejno, bo równania Eulera obowi�zuj� dla ka�dego i z osobna. 

Przekonamy si�, �e znane nam ju� (a tak�e inne jeszcze nieznane) całki p�du i momentu 

p�du s� typu pierwszego. Całka energii jest całk� drugiego typu. 

 

Dotychczas to była abstrakcyjna matematyka. Jak „zaprz�c” rachunek wariacyjny do me-

chaniki?  

Mo�na wyobrazi� sobie dwa podej�cia.  

Przyjmuj�c za punkt wyj�cia równania Newtona dla pewnej liczby N punktów material-

nych traktowane jako podpatrzone prawa przyrody, a dokładniej bior�c ich szczególny przy-

padek z siłami potencjalnymi3, i zapisuj�c je w postaci: 

),( txV
x

xm
A
i

A
i

A

∂
∂−=�� , i = 1,2,3, A = 1,2,...N   (1.21) 

mo�emy do�� łatwo doprowadzi� je do postaci równa� Eulera. 

W tym celu zauwa�my, i� pojedynczy człon po lewej stronie mo�na zapisa� nast�puj�co: 

T
xdt

d
xm

xdt
d

xm
dt
d

xm
A
i

B
i

B
NBj

Bj
A
i

A
i

AA
i

A

�
�

�
���

∂=∂== 	
==

==

2
,3

1,1

)(
2
1

   (1.22) 

                                                 
3 Siły s� potencjalne, gdy ka�da i-ta składowa siły działaj�ca na A-ty punkt materialny mo�e by� przedstawiona 
jako pochodna cz�stkowa pewnej funkcji wszystkich poło�e� (i ewentualnie czasu) po i-tej współrz�dnej cz�stki 
o numerze A. 
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gdzie oznaczyli�my liter� T  sum� członów znanych Wam (niemal od dziecka) jako ener-

gie kinetyczne klasycznej mechaniki.  

Równania Newtona to 3N  równa� ró�niczkowych: 

)()( V
x

T
xdt

d
A
i

A
i

−
∂

∂=
∂

∂
�

    (1.23) 

Potencjał V nie zale�y od pr�dko�ci, a wielko�� T  nie zale�y od poło�e�. Dlatego mo�e-

my bezkarnie do pierwszego nawiasu dopisa�  -V, a do drugiego T.  

)()( VT
x

VT
xdt

d
A
i

A
i

−
∂

∂=−
∂

∂
�

   (1.24) 

Teraz widzimy, �e s� to równania Eulera dla funkcjonału: 

( ) tVT d� −      (1.25) 

 

W tym kontek�cie równania wariacyjne nazywaj� si� równaniami Eulera-Lagrange’a. 

Funkcja podcałkowa T-V nazywa si� funkcj� Lagrange’a, lub lagran�ianem. Oznaczana jest 

ona zazwyczaj liter� L. 

VTL −=      (1.26) 

Funkcjonał, który dla ruchu rzeczywistego przyjmuje warto�� ekstremaln� nazywa si� 

działaniem (i oznacza cz�sto liter� S): 

( ) tVTS d� −=     (1.27) 

Warunek ekstremalno�ci (�ci�lej stacjonarno�ci) działania nazywany jest  

zasad� najmniejszego4 działania 

Wypisanie równa� E-L we współrz�dnych kartezja�skich prowadzi dokładnie do równa� 

Newtona. Gdyby tylko do tego si� to wszystko sprowadzało, gra nie warta by była �wieczki. 

Z funkcjonałem (zwanym działaniem zasada najmniejszego działania) mo�na robi� ró�ne 

operacje prowadz�ce do niesłychanego uproszczenia rachunków w sytuacjach, gdzie próba 

zastosowania poczciwych równa� Newtona doprowadziłaby do niebotycznych trudno�ci. 

                                                 
4 Dla czasów t1 i t2 dostatecznie bliskich, rozwi�zanie stacjonarne, jest zarazem najmniejsze. Je�li czasy te s� 
wystarczaj�co odległe, mo�e si� zdarzy�, �e jedne modyfikacje ruchu rzeczywistego prowadz� do podwy�szenia 
warto�ci działania, a inne do jej obni�enia. Zawsze jednak liniowa  cz���  przyrostu działania znika, gdy badamy 
zmiany wokół trajektorii rzeczywistej. 
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W pierwszej (pi�tkowej) cz��ci tego wykł�du udowodniłem, �e równania Newtona we 

współrz�dnych kartezja�skich dla układu N punktów materialnych poddanych działaniu sił 

potencjalnych (w ogólno�ci zewn�trznych i wewn�trznych), okre�laj�ce rzeczywisty ruch 

układu s� identyczne z równaniami Eulera – Lagrange’a okre�laj�cymi poło�enia jako takie 

funkcje czasu, które minimalizuj� (a dokładniej zapewniaj� stacjonarno��) funkcjonału 

(zwanego działaniem): 

�� ≡−
2

1

2

1

dd)(
t

t

t

t

tLtVT = minimum   (1.28) 

Gdyby�my całe �ycie mieli posługiwa� si� wył�cznie współrz�dnymi kartezja�skimi, a 

ponadto (czy mo�e przede wszystkim) mieli zajmowa� si� układami cz�stek podlegaj�cych 

działaniu zadanych sił i niczemu wi�cej to znaczy nie podlegaj�cych działaniu wi�zów), po-

wy�sza obserwacja byłaby mo�e ciekawostk� (mo�e pozwoliłaby na ustalenie zwi�zków me-

chaniki Newtona z gł�bszymi teoriami – takimi jak mechanika kwantowa, czy teoria wzgl�d-

no�ci), ale nie oznaczałaby �adnego post�pu w wyznaczaniu ruchu. 

Wszak po to, by wyznaczy� rozwi�zanie zagadnienia na stacjonarno�� funkcjonału, mu-

simy wypisa� równania ró�niczkowe (Eulera - Lagrange’a) a te nie s� niczym innym jak rów-

naniami Newtona. Gdyby�my o zasadzie najmniejszego działania nawet nie słyszeli (a jedy-

nie o równaniach Newtona), wypisaliby�my do rozwi�zywania te same równania. 

Sformułowanie wariacyjne praw Newtona pozwala niezwykle łatwo przej�� do dowol-

nych współrz�dnych, a tak�e do układów z wi�zami.  

Có� to s� ”dowolne” współrz�dne. Z praktyki zeszłorocznej znacie jeden przypadek 

wygodnych współrz�dnych, mianowicie biegunowych. Współrz�dne biegunowe, to inny spo-

sób parametryzowania poło�enia punktu w przestrzeni (dwuwymiarowej). Istot� tych współ-

rz�dnych s� równania definiuj�ce: 

.sin
,cos

ϕ=
ϕ=

ry
rx

     (1.29) 

wyra�aj�ce jednoznacznie poło�enie kartezja�skie, je�li znamy w danej chwili warto�ci r i ϕ . 

Opis ruchu przez podanie )( i )( ttr ϕ  jest równie pełny, równie skuteczny jak podanie 

).( i )( tytx  

Jest jasne, �e dla konkretnego ruchu funkcje )( i )( ttr ϕ  s� zupełnie ró�ne od funk-

cji ).( i )( tytx  Ró�ne s� wi�c z pewno�ci� (w sensie czysto rachunkowym, analitycznym) rów-

nania ró�niczkowe spełniane przez współrz�dne biegunowe i współrz�dne kartezja�skie. Ten 

sam ruch ma zupełnie inny opis analityczny. 
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Jest rzecz� wa�n� u�wiadomi� sobie, �e w�ród tych ró�nych opisów (i ró�nych równa�) 

jedne mog� by� du�o wygodniejsze, du�o łatwiejsze do znalezienia ni� inne. Jednak to, czego 

nauczył nas Newton, pozwala „od r�ki” wypisa� tylko równania we współrz�dnych kartezja�-

skich. Przeliczenie równa� kartezja�skich do innych współrz�dnych (jakie wydaj� si� nam 

stosowniejsze dla danego problemu) wymaga przeliczenia drugich pochodnych współrz�d-

nych kartezja�skich (wyra�onych wzorami takimi jak (1.29)) i wyra�enia ich przez pierwsze i 

drugie pochodne nowych współrz�dnych, jako funkcji czasu. Pół biedy, gdy s� dwie współ-

rz�dne kartezja�skie i dwie nowe (biegunowe). Ale gdy współrz�dnych jest f, pierwsza po-

chodna współrz�dnej kartezja�skiej: 

),,,,( 321 tqqqqxx f
A
i

A
i �=     (1.30) 

 

to ju� b�dzie f +1członów  

t

tqqqqx
q

q

tqqqqx
x f

A
i

j
j j

f
A
iA

i ∂
∂

+
∂

∂
=	

),,,,(),,,,( 321321 �
�

�
�   (1.31) 

a kolejne ró�niczkowanie wyprodukuje w jednym tylko równaniu f członów z drugimi po-

chodnymi nowych współrz�dnych po czasie, i (f+1)2 członów z ni�szymi pochodnymi. 

 

W zasadzie wariacyjnej nie ma wielu równa�, ani drugich pochodnych. Jest jeden ska-

lar – lagran�ian – zale�ny od współrz�dnych i tylko od pierwszych pochodnych po czasie. 

Je�eli do lagran�ianu podstawimy współrz�dne kartezja�skie wyra�one wzorami (1.28) i 

pr�dko�ci dane wzorami (1.29), warto��działania od czasu t1 do t2 dla tego samego ruchu 

porównawczego b�dzie t� sam� liczb�, niezale�nie od tego czy obliczamy całk� z u�yciem 

współrz�dnych kartezja�skich: 

 

�
2

1

d)),(),((
t

t

tttxtxL � , 

czy całk� 

�� ≡
2

1

2

1

d)),(),((
~

d)),),(),((),),(((
t

t

t

t

tttqtqLttttqtqxttqxL ���   (1.32) 

z u�yciem nowych współrz�dnych. 

Warto�� tej całki dla ruchu rzeczywistego jest najmniejsza. Nie ma znaczenia jak j� 

obliczamy. Zale�no�ci q(t) opisuj�ce ruch rzeczywisty minimalizuj� całk� (1.32). To jasne 

jak Sło�ce! Oczywista oczywisto��. 



 12 

Je�eli tak, to równania ró�niczkowe dla zale�no�ci q(t) s� po prostu równaniami Eulera 

– Lagrange’a dla nowego funkcjonału. (nowy funkcjonał jest liczbowo równy staremu, ale 

analityczna zale�no�� L
~ od q (i )q� jest inna ni� starego L od x (i x� ). Cz�sto b�dzie to prostsza 

zale�no��, a tym samym równania łatwiejsze do rozwi�zania. 

Zasada najmniejszego działania pozwala na oszałamiaj�co łatw� zamian� zmiennych!  

Trzeba podkre�li�, �e nowe „współrz�dne” q, to nie s� tylko, zwyczajnie, nowe współ-

rz�dne w trójwymiarowej przestrzeni zast�puj�ce współrz�dne kartezja�skie wszystkich 

punktów. Współrz�dne q, które zw� si� współrz�dnymi uogólnionymi to zbiór niemal do-

wolnie wybranych f wielko�ci wyznaczonych przez konfiguracj� naszych punktów maj�cych 

t� własno��, �e, z kolei, znajomo�� wszystkich f wielko�ci q (w danej chwili) okre�la jedno-

znacznie poło�enia wszystkich punktów (czyli konfiguracj�) układu.  

Dla pojedynczego punktu w polu centralnym wygodnymi współrz�dnymi okre�laj�cymi 

poło�enie naszego punktu (na płaszczy�nie) b�d� współrz�dne biegunowe. Ale, na przykład, 

dla dwóch punktów materialnych na płaszczy�nie, naturalnymi 4 wielko�ciami b�d� dwie 

współrz�dne kartezja�skie �rodka masy, oraz odległo�� i azymut wektora wzgl�dnego poło-

�enia ciał. 

Mo�liwymi współrz�dnymi do opisu poło�enia ciała w przestrzeni mog� te� by� współ-

rz�dne wzgl�dem obracaj�cego si� układu współrz�dnych. Po przeliczeniu lagran�ianu (co 

jest czynno�ci� niezbyt �mudn� i nie wymagaj�c� szczególnej pomysłowo�ci), wypisujemy 

równania E-L i wszystkie siły Coriolisa czy od�rodkowe, jak �ywe, wyskakuj� z formalizmu. 

 

Cz�stka w polu centralnym. 
Korzystaj�c z (1.28) mamy: 

ϕϕ+ϕ=
ϕϕ−ϕ=

cossin
sincos

���

���

rry

rrx
     (1.33) 

Dla kwadratu pr�dko�ci daje to: 
22222222 )cossin()sincos( ϕ+=ϕϕ+ϕ+ϕϕ−ϕ=+= �������� rrrrrryxv , (1.34) 

a dla całego lagran�ianu: 

( ) )(
2

),,,(
~ 222 rVrr

m
VTrrL −ϕ+=−=ϕϕ ����    (1.35) 

 

Gdy si� ma lagran�ian, przed przyst�pieniem do wypisania równa� E-L, nale�y mu si� 

przyjrze�, czy nie ma w nim szczególnych symetrii, pozwalaj�cych wypisa� prawa zachowa-

nia, czyli równania pierwszego rz�du (całki układu równa� E-L).  
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W naszym przypadku, nowy Lagran�ian nie zawiera5 zmiennej ϕ . To przyjemna 

wiadomo��.  Równanie Lagrange’a odpowiadaj�ce tej zmiennej ma 0 po prawej stronie, wi�c 

wielko��:  

ϕ=
ϕ∂

∂
�

�

2
~

mr
L

 = J = constans.     (1.36) 

Oznaczenie J jest tradycyjne. W procesie wprowadzania 4 stałych (dwa równania 2-go 

rz�du) zrobili�my ju� krok do przodu. Mamy J. 

Lagran�ian nie ma tez zale�no�ci od czasu. Jest wi�c i druga stała ruchu: 

(1.37)                )(
2

)(
2

~
~~

222222
222 ErV

mrrm
rV

mrrm
mrrm

L
L

r
L

r

=+ϕ+=��
�

�
��
�

�
−ϕ+−ϕ+=

=−
ϕ∂

∂ϕ+
∂
∂

����
��

�
�

�
�

 

 

Rozpoznajemy energi�. Samograj! (Dalej, przez rozdzielenie zmiennych, sprowadzamy 

problem do obliczenia zwyczajnej całki – elementarnej, b�d� nie, w zale�no�ci od postaci 

potencjału). 

Przykład jest fundamentalny i bardzo prosty. Dlatego nic szczególnie nowego nie mogli-

�my si� tu spodziewa�. Zwracam jednak uwag� na łatwo�� i naturalno�� post�powania. Ani 

iloczyn wektorowy, ani jakie� szczególne rysunki nie były nam potrzebne. Lagrange, który 

odkrył powy�szy sposób wyznaczania równa� w dowolnych współrz�dnych, (bez zwi�zku z 

zasad� wariacyjn�, a przez do�� �mudne przeliczanie wychodz�c od równa� Newtona), 

szczycił si� tym, �e jego podr�cznik „Mechaniki analitycznej” nie zawiera ani jednego rysun-

ku!!! 

Dwie cz�stki. 
Przyjmujemy i� potencjał oddziaływania zale�y jedynie od odległo�ci. Zatem: 

|)(|
22 21

2
2

22
1

1 rrVr
m

r
m

L
������ −−+=     (1.38) 

Całk� energii widzimy. I nic poza tym, gdy� potencjał zale�y od wszystkich sze�ciu współ-

rz�dnych: 2
21

2
21

2
2121 )()()(|| zzyyxxrr −+−+−=− ��

. 

Warto zmieni� zmienne! Czyli wprowadzi� inne „współrz�dne”, czyli innych 6 liczb 

pozwalaj�cych wyliczy� stare 6 współrz�dnych ),,,,,( 222111 zyxzyx . Trzy spo�ród nich to 

powinny by� współrz�dne wektora poło�enia wzgl�dnego: 

                                                 
5 Zauwa�my, �e we współrz�dnych kartezja�skich )()(

2
2222 yxVyx

m
L +−+= ��  zale�y, niestety, od 

obu współrz�dnych x i y. 
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21 rrr
��� −=      (1.39) 

a trzy inne to mo�e by� dowolna inna kombinacja liniowa tych wektorów: 

21 rrR
���

β+α=      (1.40) 

Łatwo rozwi�za� powy�sze dwa równania definiuj�ce nowe współrz�dne Rr
��

 i  wzgl�-

dem 21  i rr
��

: 

β+α
β+= rR

r
��

�
1     (1.41) 

β+α
α−= rR

r
��

�
2     (1.42) 

Teraz ju� mo�emy wyznaczy� stary-nowy6 lagran�ian: 

|)(|
)(

)(
22

(1.43)                                                      |)(|
22

~

221

22
2

2
1

2

21

2

2

2

1

rV
rR

mm
rmmRmm

rV
rRmrRm

L

���������

���������

−
β+α

⋅α−β+�
�
�

�
�
�
�

�

β+α
α+β+

�
�

�

�

�
�

�

�

β+α
+=

=−
�
�

�

�

�
�

�

�

β+α
α−+

�
�

�

�

�
�

�

�

β+α
β+=

 

Na razie nie jeste�my do ko�ca usatysfakcjonowani rezultatem. Wprawdzie Lagran�ian 

przestał zale�e� od trzech współrz�dnych b�d�cych składowymi wektora R
�

 (co sygnalizuje 3 

prawa zachowania), ale jego zale�no�� od iloczynu skalarnego pr�dko�ci „sprz�ga” równania 

na R
�

 z równaniami na r
�

. Członu tego mo�emy si� pozby�, bo przecie� na razie nie ustalili-

�my warto�ci parametrów βα  i . Wzory nasze odpowiadaj� rodzinie nowych współrz�d-

nych. Nam wystarczy jeden członek tej rodziny, byle wygodny.  

W sposób oczywisty nasuwa si� wybór:  

1
21

=β+α
α=β mm

       (1.44) 

czyli:  

  

21

2

21

1

mm
m

mm
m

+
=β

+
=α

      (1.45) 

Ostatecznie mamy:  

21

2211

mm
rmrm

R
+
+

=
��

�
    (1.46) 

                                                 
6 Lagran�ian jest „stary”, bo ma star� warto�� dla tej samej fizycznej konfiguracji układu, ale „nowy” bo funk-
cyjnie, jako funkcja nowych współrz�dnych jest inny (ma na przykład inne współczynniki). 
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|)(|
)(22

~ 2

21

21221 rVr
mm

mm
R

mm
L

����� −
+

+
+

=    (1.47) 

Przekonali�my si�, �e obok współrz�dnych wektora wzgl�dnego, drug� naturaln� trójk� 

współrz�dnych s� składowe wektora �rodka masy. Nowy lagran�ian jest sum� dwóch cz��ci 

zawieraj�cych rozł�czne grupy zmiennych. Oznacza to i� układ 6-ciu równa� ruchu rozpada 

si� na dwa układy po 3 równania z trzema zmiennymi. Pierwsza cz��� jest identyczna z la-

gran�ianem fikcyjnej cz�stki swobodnej (o masie równej sumie mas rzeczywistych cz�stek), 

druga z lagran�ianem innej quasicz�stki o masie zredukowanej poruszaj�cej si� w centralnym 

polu sił. 

 

 

 


