Mechanika teoretyczna



Zwienczeniem mechaniki lagranzowskiej niech bedzie stynne:

Twierdzenie Emmy Noether

Zacznijmy od rzeczy oczywistej:

IL(q(t) q(1),1)dt = j L(g(q (1)), a(q" (1), ¢ (1)), 1)) == (t ) dr

- jL(q (). dq (” £ydr" (10.1)

Dowolna zamiana zmiennych, w tym zmiennej niezaleznej(!), jesli tylko dziatanie
przeliczone jest zgodnie z zasadg zamiany zmiennych, tak jak wyzej, prowadzi do
rownowaznego sformuftowania (w nowych zmiennych) , poprzez zasade wariacyjng, tego
samego ruchu. Wyrazenie podcatkowe jest nowym lagranzianem. Przy zmianie czasu, jest
on nawet numerycznie inny od starego, a z reguty jest on inny jako czysta funkcja. Np
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Nowa forma kwadratowa ma zmienne wspotczynniki, gdy stara miata state! To wszystko wiemy!



Czasami,
nowy lagranzian jest identyczny ze starym.

Zamiana zmiennych (ewentualnie tacznie z czasem, albo samego czasu) nazywa sie wtedy:
Symetrig

Typowymi symetriami uniwersalnymi bedg zmiany wspotrzednych i czasu zwigzane ze
zmiang inercjalnego uktadu odniesienia. Wszak nowy obserwator, przystepujac do
zbadania, na przyktad, molekuty wodoru, czy zachowania bgka w polu magnetycznym,
wypisze forme lagranzianu takg, jakg poznat na wyktadach mechaniki, niezaleznie od
tego czy zrobi to dzisiaj na Ziemi (jakos tam pedzgcej wokodt Stonca), czy za pot roku, gdy
predkos¢ Ziemi zmieni sie o 60 km/sekunde, czy moze w laboratorium kosmicznym, czy
na ptyngcym statku, o ktorym opinie wyrazat juz Galileusz.

Konkretne uktady moga #[niec' wiele innych symetrii, na przyktad bgk symetryczny.
Tam zamiana vV-ou =yv+a nie zmieni w lagranzianie zadnych wspoétczynnikow.



Przypadek symetrii oznacza, iz we wzorze (10.1) nalezy poming¢ gwiazdke przy nowym
lagranzianie. Innymi stowy y

To oznacza, ze zamiana zmiennych

g(t) > q (1 )=q(t)+Aq(g,t) ,t >t =1+ At(q,1)

jest symetrig .

Symetrie tworzg grupe. Dla grup ciggtych wszystkie konsekwencje symetrii zawarte sg juz w

konsekwencjach przeksztatcen infinitezymalnych. Dlatego Ag1 At bede traktowat jako
mate i pomijat iloczyny podobnych wielkosci.

Przyréwnujac do siebie pierwszy i ostatni czton w réwnaniu (10.1) , z uwzglednieniem
tego, ze L* = L, dostaje tozsamos¢ wyrazajgcg symetrie przeksztatcenia:
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Powyzsza rdznica nosi nazwe wariacji z wariacjg czasu. Dla symetrii znika ona
tozsamosciowo. | to niezaleznie od warunkdéw brzegowych. | niezaleznie od tego, czy s3
spetnione, czy nie jakies rownania ruchu.



Uzyskanie konsekwencji powyzszej tozsamosci wymaga troche pracy. Trzeba w pierwszej cafce
wrdci¢ do starej zmiennej t. Zacznijmy od przeksztatcenia g* (t°). Zgodnie z definicja
przeksztatcenia mamy pierwszg rownosc:

g (t)=q(t)+Aq(q,1)=q (t+A1()) = q (1) +q ()AH(t) =
= q(t) + og(t) + q(t)At(t) (10.3)

Teraz wyrazamy nowg pochodng przez stara:

dg'(t) dg (t+Au(r)) . dA(r). d . B
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dt
=q(t) + og(t) + gAL(¢) (10.4)



Wracamy do réwnania (10.2) z wykorzystaniem obliczonych przyrostéw zmiennych
»Egwiazdkowanych” i z zamieniong zmienng niezalezng :
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Jesli trajektoria jest ekstremalg, czyli, zwyczajnie, w czasie ruchu rzeczywistego, pierwsza
grupa wyrazow znika na mocy rownan Lagrange’a. Udowodniona tozsamos¢ pocigga wiec za
sobg statos¢ w czasie drugiego nawiasu!! To jest wtasnie twierdzenie Noether.

f
Z OL 3,(1)+ LAt = Z—g (Aq.(q,1)— g At)+ LAt = const  (10.6)
q;

llq i=1

Liczba niezaleznych transformacji infinitezymalnych, rowna liczbie parametréw grupy
(Liego) nazywa sie wymiarem grupy. Praw zachowania do ktérych prowadzi tw. Noether

jest wiec tyle, ile wynosi wymiar grupy symetrii.

Zbadajmy najprostszy przyktad. Translacja w czasie: f = t* +a At = —a
9
* %
q (t)=q(1)

Dane zdarzenie numerujemy nowym czasem, przesunietym o a, ale tg samg wartoscia
wszystkich wspodtrzednych uogoélnionych. Bedzie to przeksztatcenie symetrii, o ile L nie
zalezy jawnie od czasu. Zachowana wielkos¢ , to oczywiscie energia:

Zg—L(Aql(q,t) q.At) + LAt = const = Zg—L(O +ga)—La=aE
g 7

i=1



Kolejny przyktad. Translacja w przestrzeni :

Przeksztatcenie bedzie symetrig dziatania, jesli w lagranzianie wystgpig wytacznie réznice
wspotrzednych ciat (a dla pojedynczego ciata, tylko gdy jest swobodne)

B /. oL L J A
const——Za.Aai——a p
A=l OX; A=l

L\ oL

Ze wzgledu na dowolnosé wektora translacji, jest to rownowazne statosci : —a A
i=1 OX;

czyli petnemu pedowi uktadu.

—

Przy obrotach (infinitezymalnych) wokét poczatku uktadu z ,,wektorem obrotu” 71

const=—» —¢&.nx, =—ny r'xXp
A __ - A gkt



Obroty sg symetrig, gdy lagranzian zbudowany jest ze skalarow. Jest to ogdlniejszy przypadek
niz ten, ktory zaktadalismy we wczesniejszych dowodach. Np. taki, dos¢ akademicki przyktad

potencjatu trojciatowego:
(h—=nr) (h—"h)

nie spetnia ani zasady dziatania i przeciwdziatania, ani sity nie sg centralne, a jednak prowadzi
i do zachowania catkowitego pedu i do zachowania catkowitego momentu pedu. Potencjaty
trojciatowe okazujg sie niezbedne do fenomenologicznego opisu sit jgdrowych.

*
Sg jeszcze 3 transformacje Galileusza. Co z nimi? I =1
— % — —~
r =r—Vt
Sk = ~
r =r—-V

Przy transformacji Galileusza potencjaty zalezne od rdéznic wspotrzednych pozostaja
niezmiennicze, takze dla translacji zaleznej od czasu, jak teraz. Ale energia kinetyczna nie jest
niezmiennicza!!

m - » m . ) m -« » - m - »
—(r) ' =—(wur +V) ' =—(wur )y +mV-r +—V
2() 2( ) 2( ) 2()



Dla transformacji infinitezymalnej mozna zapomniec o cztonie z kwadratem predkosci, ale i
tak cos zostaje:

m_',z m -« T\2 m_',*z - S
—(r) ' =—r +V)y =2—r )y +mV - r
2() 2( ) 2()

Napotykamy sie tu na (paradoksalny) fakt, ze teoria nierelatywistyczna jest bardziej
skomplikowana niz teoria relatywistyczna. Pamietamy, ze swobodna czes¢ dziatania w teorii
relatywistycznej:

2
e

jest w sposdb oczywisty niezmiennicza przy zmianie predkosci uktadu odniesienia.
Przesledzmy co sie dzieje ztego przy przejsciu nierelatywistycznym:

—mczjwfl—‘;—zdtz—mczj‘

Czy wolno teraz potozy¢ t* =t ? Oto jest pytanie!

2 2
l—v—zdt = —mczj dr* — dx

2
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Dla infinitezymalnej transformacji Lorentza zachodzi:

dt:dt*+K2d?*:(1+V " )dr =
C C C

W granicy CZ —> oo Wwydaje sig, ze istotnie mozna zastgpic dt przez dt”. Ale uwagal!!!
Niedbale traktowany czton mc? wybucha! Przejscie do granicy nierelatywistycznej nie jest takie
proste! Cud, ze sie udaje! Ot6z mate cztony w dt w iloczynie z mc? dajg cos skoriczonego!

ydt =

my” my” V.v
J- —mc” +— t:j —mc”+— |(1+ :
2 2 C

— = *2

mv V'V * 2 A% *

EJ- mc +——mc 5 [ Ej —mc” +—— dt
2 C 2

Chcac skorzysta¢ z twierdzenia Noether dla uzyskania nierelatywistycznego prawa zachowania
wydaje sie, ze musze uzupetnié lagranzian o czton -mc?, a takze przyja¢ transformacje czasu!

dt=dt +——, =1t + —
C C C




f ; »
oL (AXA(X r)— xAAt)+LAt—const_Za—(_vt)_l_( mAc? VZ”

= Bxl ‘= ox; C

—

=MV(R,, —Pt/M)

Otrzymujemy ostatnie 3 catki ruchu zwigzane z symetriami grupy Galileusza. Galileusza
podpartego(!) Lorentzem!!!! Wspodtczynnikami przy parametrach grupy s3a:

—A A=A >
—th r =M ,.Rocy
A

Sens fizyczny tej statej jest jasny. Jest to (mnozony przez mase) wektor potozenia Srodka
masy w chwili t = 0.
Jest to dosc rzadki przypadek catki ruchu jawnie zaleznej od czasu.



Podobnego ,wsparcia” ze strony Lorentza wymaga funkcja falowa spetniajgca rownanie
Schroedingera. Dla czastki swobodnej:

\P(l_’:, l_) — e—iEt/h . eiﬁ-?/h

(Litera E oznacza energie nierelatywistyczng mv? /2.) Jesli ,beztrosko” wyrazimy czas i
potozenie przez czas i potozenie w innym uktadzie inercjalnym, dostaniemy

7 s ~E R ip(F AV —i(E=pV) Ih_ipF IR
\P(r ,I)E\P(I",Z)Zelt .elp(r+t) :ez( PVt P

W uktadzie, w ktérym ,,gonimy” za czgstkg, ma ona mniejszg energie, i to sie zgadza, ale co

Zupetnie co innego dostaniemy, gdy pamietamy o szczegdlnej transformacji Lorentza.
Uwzgledniajagc mc? w energii i poprawke w prawie transformacji czasu, dostane:
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* %k % - e 20 ey 2 e R T A
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Wspodtczynniki mnozgce czas i potozenie zmienity sie. To zupetnie naturalne. Wszak nowy
obserwator bedzie miat do czynienia z czastkg powolniejszg, a wiec i 0 mniejszej energii i o
mniejszym pedzie. Oznaczajac :

— K

P =mv =m( -V)

* 2 o 2 1 - —\2 %2
E=mv/[2—-myv-V=z=—mO-V) =mv /2
2
mamy ostatecznie:

\{;*(F*,t*) — e—imczt*/h ) e—i(E—p.V)t*/h ) ei(ﬁ—mV)-F*/h —

—imc’t Ih —iE't [h_ip F Ik

=€ [ [
Pewien niedosyt moze budzi¢ koniecznos¢ ograniczenia sie do infinitezymalnych predkosci V,
matych nie tylko w stosunku do ¢, ale i do v. Mozna to ograniczenie tatwo pokonacd
zauwazajac, ze W wyrazeniu na czas jest jeszcze jeden czton zawierajacy 1/c?, pochodzacy z

pierwiastka w mianowniku transformacji Lorentza.
2

% > % 2
Doktadniej liczac: £ =1 (1+ F) +V -1 /¢, co by dato akurat E* = mv* 2 /2
C



Fizycy przesztosci poradzili sobie z powigzaniem catki Srodka masy z symetrig Galileusza
bez odwotywania sie do szczegdlnej teorii wzglednosci.

Niezmienniczo$¢ dziatania wzgledem wariacji z wariacjg czasu przy transformacji symetrii
jest warunkiem dostatecznym niezmienniczosci rownan ruchu, ale nie koniecznym.

Jesli lagranzian ,,z gwiazdka”, tj. po zamianie zmiennych jest rézny od wyjsSciowego (co do
formy!!) ale rdznica ogranicza sie do pochodnej zupetnej dowolnej funkcji potozen i
czasu, to otrzymane z niego réwnania s identyczne ze starymi.

Czes¢ kinetyczna lagranzianu, przy transformacji Galileusza, ,psuje sie” witasnie o
pochodng zupetng

m_',z m -« 2 m_',*z > L% m N2
—(r)'=—(r +V) =—r ) +mV-r +—(V) =
2() 2( ) 2( ) 2()
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Wariacja dziatania we wzorze (10.2), a w konsekwencji i we wzorze (10.5) nie bedzie
zerem, a catkg (z minusem) owej pochodnej zupetnej. Dlatego catka ruchu bedzie

Granica nierelatywistyczna psuje niezmienniczos¢ dziatania jednak na tyle miekko, by nie
zepsuc ani niezmienniczosci rownan, ani nie zlikwidowacé catki ruchu. Cierpi elegancja.



Nie nalezy myli¢ catki ruchu wynikajgcej z niezmienniczosci Galileusza z catkg pedu. Niemoznos¢
zmiany potozenia srodka masy dziataniami wewnetrznymi nie jest konsekwencjg samej zasady
zachowania pedu.

Najwyrazniej te rdznice mozna dostrzec przez poréwnanie zasady zachowania pedu z zasada
zachowania momentu pedu. Podobnie jak nie mozna samoistnie sie ,rozpedzi¢” od stanu
spoczynku, tak nie mozna sie (na trwate) ,rozkreci¢”. O ile jednak nie mozna takze doprowadzié
do globalnego przemieszczenia wszystkich elementéw uktadu zamknietego poczatkowo
spoczywajgcego, to mozna doprowadzi¢ do globalnego obrécenia (wokét srodka masy) w
przestrzeni wszystkich elementéw uktadu. W kornicowym, obréconym stanie, wszystkie elementy
sg ponownie nieruchome, a wzajemne potozenia niezmienione! W fazie przejsciowe] rézne
elementy miaty rézne predkosci, zmieniaty sie przejsciowo wzajemne odlegtosci, ale i ped i
moment pedu byty stale rGwne zeru.

Doprowadzi¢ do stanu koncowego obrdconego mozna dlatego, ze nie istnieje dla obrotéow
analog prawa zachowania potozenia srodka masy. Kot moze spadac na 4 fapy!



