Mechanika teoretyczna
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Twierdzenie Liouville’a

W odrdznieniu od przestrzeni konfiguracyjnej, ktéra jest f wymiarowa, przestrzen
potozen oraz peddw, zwana przestrzenig fazowa jest 2f wymiarowa. Pedy i pofozenia
wystepujg symetrycznie w réwnaniach Hamiltona. Rozwigzania réwnan ruchu majg
wtasnosci wynikajace z tej szczegdlnej ich struktury.

Szczegodlnie interesujgco rzeczy sie majg, gdy Hamiltonian jest niezalezny od czasu. Przez
kazdy punkt przestrzeni fazowej, ktory moze by¢ pomyslany jako warunek poczgtkowy
jakiegos konkretnego ruchu, przechodzi doktadnie jedna trajektoria. Niekonczgce sie
trajektorie (rzadko kiedy zamykajgce sie w petle) zgodnie obok siebie koegzystujg nigdy
sie nie przecinajac.

Badanie réznych mozliwych ruchdw na raz mozna przeprowadzi¢ wypetniajgc (w mysli)
catg przestrzen fazowa punktami (reprezentujgcymi wszelkie a priori mozliwe warunki
poczatkowe) rozmieszczonymi z jakas$ gestoscia i Sledzac ich ruch tak, jak sie $ledzi ruch
stacjonarny cieczy.

Punkty nie moga — z definicji — ging¢, ani sie pojawiac . Czy jednak mogg sie zageszczac,
lub rozrzedzad?

O tym mowi twierdzenie Liouville’a.

Wybierzmy pewien obszar w przestrzeni fazowej i zbadajmy jak zmieni sie jego
objetos¢, gdy wszystkie punkty (warunki poczatkowe w chwili 0) przeewoluujg do
potozen w chwili t.



Objetos¢ obszaru, to inaczej catka z 1.
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Rownania ruchu ustalajg jednoznaczny zwigzek pomiedzy potozeniem kazdego
punktu obszaru Q(t) , a potozeniem poczatkowym tegoz punktu:

q(1) = q(q(0), p(0),1),
p(1) = p(q(0), p(0),1)

Naturalna jest zamiana zmiennych zdefiniowana przez te zwigzki.
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Catkowanie odbywa sie w tych samych granicach co w chwili 0, ale juz nie z jedynki!



Pojawit sie jakobian, wyznacznik macierzy pochodnych 2f nowych zmiennych po
zmiennych starych. Ze wzgledu na dwa rodzaje zmiennych, macierz ta ma strukture
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Tak zdefiniowany jakobian jest funkcjg czasu, bo funkcja q(t) — Q(Q(O), p(O), f)

(no i ta druga) jawnie zalezg od czasu.

Policzmy pochodng po czasie jakobianu przeksztatcenia. tatwo mozna zrozumieé, ze jakobian

w czasie t + At jest iloczynem jakobianu w chwili t i jakobianu przeksztatcenia
infinitezymalnego pomiedzy t + At a t.

dq,(t+Ar) _ 0g,(1+A1) dg, (1) | dg,(1+At) dp, (1)
dg,(0) g, (1) 9q,(0)  Ip,(t) 9q;(0)

| analogicznie w pozostatych 3 blokach.



Zmienne w chwili t+ At mogg by¢ uwazane za wynik krotkiej ewolucji od t, ale tamte s3, z
kolei wynikiem ewolucji od 0 do t. Zwykta reguta rézniczkowania funkcji ztozonej , dla funkcji
wielu zmiennych sprowadza sie do mnozenia macierzy pochodnych w miejsce zwyktego

iloczynu pochodnej i ,pochodnej funkcji wewnetrznej” . A wyznacznik iloczynu macierzy to
iloczyn wyznacznikow. Stad
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Potrzebny jest nam wyznacznik dla krdtkiego czasu i to liczony z doktadnoscig do cztonéw
liniowych zaledwie. To bedzie tatwe!

q;(t+ At) = q,(t) + At g, (1),
p;(t+At) = p,(t)+ At p,(1)



Tu wkraczajg rownania ruchu. W nowym czasie wspoétrzedna w przestrzeni fazowej
przyrasta o wielkos¢ przyrostu czasu mnozonego przez pochodng wyznaczong przez
rodwnania ruchu wtasnie.
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Na przekatnej wyznacznika sg 1, a ponadto wszedzie, w tym i na przekatnej, dodane sg
wyrazy pierwszego rzedu.




Dla obliczenia granicy (J(At) — 1)/ At nie majg znaczenia wyrazy kwadratowe w At!

Tym bardziej zawierajgce jeszcze wyzsze potegi. Interesuje nas wytgcznie 1 i wyrazy liniowe w At

Wktad do wyznacznika pochodzacy z iloczynu wyrazéw na przekatnej jest jedynym
zawierajgcym takie wyrazy! To proste! Nie da sie ,wyja¢” z przekatnej tylko jednego wyrazu i
zastgpi¢ go jakims$ spoza przekatnej, bo znalaztyby sie albo dwa wyrazy z tego samego
wiersza, albo z tej samej kolumny!

T N

Dopiero wyjecie dwdch wyrazéw pozwala zastgpic¢ je wyrazami spoza przekatnej. Ale
taki iloczyn zawiera dwa mate wyrazy!
Zostaje raptem iloczyn wyrazow z gtéwnej przekatne;j
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Pochodne mieszane liczone w przeciwnej kolejnosci sg rowne! Zatem, tgczgc w pary mam:
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Wyrazy liniowe w At w ogdle nie wystgpig! Dzieki samej strukturze rdwnan.

Pochodna wyznacznika jest rowna zero, a on sam ma statg wartos¢, takg jak dla
przeksztatcenia tozsamosciowego, czyli 1.
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To jest wiasnie twierdzenie Liouville’a. Objetos¢ przestrzeni fazowej zajeta przez zbior

pewnych warunkdéw poczatkowych przeksztatcajgca sie w zbior potozen i pedow w
kolejnych chwilach, pozostaje stata.

J(O—1)=det

Il
[

Twierdzenie Liouville’a jest kamieniem wegielnym mechaniki statystycznej (czyli
termodynamiki mikroskopowej). Dlaczego?

Uktady ztozone z bardzo wielu ciat niosg w sobie, w danej chwili, niewyobrazalng ilos¢
nikomu niepotrzebnej informacji. To co w stanie tzw. rownowagi termodynamicznej moze
mie¢ praktyczne znaczenie, to wtasnosc¢, wspodlna dla wszystkich, czy prawie wszystkich
standw mikroskopowych przez jakie uktad w swej 2f wymiarowej przestrzeni fazowej bez
przerwy meandruje.

Co wiecej. Gdy przygotuje identyczny drugi uktad (np. mola helu w objetosci litra, o energii
10 dzuli) i zaczne go bada¢d (jest niewiele do zbadania, ale np. cisnienie), to niezaleznie od
tego, czy zrobie to dzisiaj, czy jutro, spodziewam sie identycznych wynikow.



Jesli nawet oczekiwad jakichs, czasami, odchylen, to i tak pozostaje wartos¢ srednia o ktore;j
mozemy mowic jako okreslonej wielkosci makroskopowej. Jest ona zdeterminowana przez
hamiltonian (rodzaj atoméw i ich oddziatywania, a takze bardzo istotne scianki naczynia
bedace rodzajem studni potencjatu) , i warto$é energii.

Czy to robigc ,migawkowe zdjecie” w rdznych chwilach tego samego egzemplarza ukfadu,
czy ,fotografujac” rownoczesnie wiele réznych egzemplarzy (o ustalonej, tej samej energii),
dochodzimy do przekonania, ze istnieje pewien rozktad w przestrzeni fazowej w ktorej czy to
rzadziej, czy czesciej rozlokujg sie punkty takiego myslowego eksperymentu.

Interesujgce makroskopowe wielkosci (zalezne wszakze od stopni swobody, od stanu uktadu)
powinny byc¢ usrednione wzgledem tego rozktadu prawdopodobienstwa.

To usrednienie petni dwojaka role. Po pierwsze pomiary makroskopowe ,troche” trwaja,
wiec wynik jest faktycznym usrednieniem po tych stanach, przynajmniej tych, przez ktére
,przegalopowat” badany ukfad w trakcie eksperymentu.

A po wtore, nawet gdy przyjac, ze wielkos¢ makroskopowa jest ostatecznie taka sama dla
wszystkich mozliwych stanéw (o ustalonej energii w ustalonych warunkach zewnetrznych),
to tatwiej policzy¢ usredniajgc po wszystkich, niz probowac ,wylosowac” jakis i wzigc sie
do obliczania dla tego konkretnego stanu.

Stacjonarnosc stanu, rownowaga termodynamiczna, sg rownowazne temu, ze funkcja
rozktadu (g, p) nie zalezy jawnie od czasu.



Ale uktady zespotu statystycznego, ktore w chwili t sg w jakims miejscu, przesunety sie catg
grupg w nowe miejsce, gdzie ich liczba sie nie zmienita. Wyparty inne, ktére tam byty
wczeéniej. ZAJMUJA TE SAMA OBJETOSC. A wiec gesto$¢ pozostata ta sama!
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GestosC w przestrzeni potozen i predkosci nie musiata by miec tej witasnosci!

p(q(t), p())=0

Oznacza to iz funkcja rozktadu statystycznego w przestrzeni potozen i pedéw musi by¢
catka ruchu danego hamiltonianu, albo — jak kto woli — funkcjg catek ruchu. Co wiecej, dla
uktadu ztozonego z prawie niezaleznych poduktaddw, funkcja rozktadu powinna by¢
multiplikatywna, wiec jej logarytm (tez funkcja catek ruchu) powinien by¢ liniowy w
addytywnych catkach ruchu. Jest takich 7. Dla uktadu w zewnetrznych wiezach pozostaje
tylko energia. (Moment pedu ma znaczenie w astrofizyce. Ped mozna ,,zlikwidowac przez
wybor uktadu inercjalnego. ).

Ostatecznie dochodzimy do wniosku, ze poduktad stabo sprzezony z duzym uktadem
(termostatem) ma funkcje rozktadu:

exp(—pH (g, p))
exp(—pBH (g, p))dgdp

p(q,p)=Nexp(-PH(q,p) = j



A ile wynosi (Srednia) energia poduktadu? Znamy funkcje rozktadu, mozna policzy¢:

__[H(@.prexp(—pti(q. pidady
[ exp(~H (q. p))dgdp

<H

tatwo dostrzec, ze catka w liczniku powstaje przez zrézniczkowanie po B mianownika!
(i wzieciu znaku minus). Mozna to jeszcze zgrabniej zapisa¢ jako:

0
<H>=-=hn [ exp(~pH (g, p))dgdp

Parametr B — przez konstrukcje jest wspolny dla wszystkich poduktadow sprzezonych z

danym termostatem.
Rozktad kanoniczny dopuszcza fluktuacje energii poduktadu. Zbadajmy na modelu gazu

doskonatego jakie one sg i czym jest parametr .

Dla gazu doskonatego AN 2 3N
p.
H= —— ) V(x;)
; 2m ,Zzll |




Teraz obliczymy catke
[ exp(~pH (¢, p))dgdp

Potencjat zewnetrzny ogranicza catkowanie po kazdym wektorze potozenia czastki d
objetosci , ale poza tym nie wchodzi do funkcji podcatkowej bo jest zerem w naczyniu, a
nieskonczonoscig na sciance. Catka wielowymiarowa rozpada sie na iloczyn catek i w
rezultacie

—00
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Zrdzniczkowanie logarytmu tego co wyszto, to juz ,mate piwo

0 3N
<H>=-on [ exp(~pH (g, p))dgdp = 25

1 2<E>

B3 N




Rozpoznajemy, ze B=1/kT. To wtasnie twierdzenie Liouville’a prowadzi do wzoru Boltzmana
—Gibbsa. Obliczmy fluktuacje energii

<(H-<H>)>=<H*-2H <H>+(<H>) ><H*>—(<H>Y

aa [ exp(=pH (g, p))dqdp
»__df
< H >=

[ exp(-pH (g. p))dqdp

Mozna by podstawié¢ wprost wyliczong catke, ale bardziej elegancko jest zrobi¢ to nieco
ogolniej. Oznaczamy

Z = [exp(~fH (q. p))dqdp
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<(H—<H>)2>:—i<H>
op

To jest wynik ogdlny, a dla gazu doskonatego:
3N
2[5

op
2
J<(H-<H>F> [3N /3N _ | 2
<H> 265° 28 V3N
Gdy N jest liczba rzedu liczby Avogadro, wzgledna fluktuacja jest rzedu 1012 . Ale dla
pojedynczego atomu w rozrzedzonym gazie energia moze byc¢ bardzo rdézna

<(H—<H>)2>:—i<H>:

Dla uktadu zamknietego, o okreslonej energii, formalnie rozktad kanoniczny nie powinien
by¢ stosowany, lecz inna funkcja hamiltonianu.

O0(H(q,p)-E)

O ile powyzsza funkcja jest rozna od zera na powierzchni danej energii, funkcja rozktadu
kanonicznego jest istotnie rozna od zera w niestychanie cienkiej warstwie wokot jakiejs
energii. Dla takiego przypadku parametr B jest dobierany tak, by srednia energia byta rowna
rzeczywistej. Same fluktuacje energii wynikajgce z rozktadu nalezato by wtedy ignorowac jako
artefakty metody. Albo meczyc sie z deltg Diraca. Taki rozktad to rozktad mikrokanoniczny. Na
to by zastgpic¢ rozktad mikrokanoniczny kanonicznym, badany uktad zamkniety nie moze by¢
za maty. Uktad otwarty wrecz musi by¢ opisany rozktadem kanonicznym.



Komentarza wymaga fakt, iz funkcja Gibbsa exp(-BH), bedac monotoniczng, daje tak ostro
zaznaczony waski wktad od réznych wartosci przyjmowanych przez hamiltonian. Wynika to
ze specyfiki catkowania w bardzo wielu wymiarach. Wyobrazajagc sobie, ze najpierw
wycatkujemy po réznych kierunkach, po powierzchniach ustalonej energii, a na koncu
dopiero po energii, dostrzegamy, ze w ostatniej catce wystgpi powierzchnia N-1 wymiarowej
sfery (dla gazu doskonatego, a czego$ powyginanego z lekka dla bardziej realistycznych
uktadow fizycznych) proporcjonalna do

\/E3N_1

Te minus jedynke napisatem troche dla zartu, wobec faktu, ze samo N = 1023

i nie jest znane ,,co do sztuki”. W tym ostatnim catkowaniu wtgcza sie czynnik wykfadniczy.
Do wykonania zostaje catka zawierajgca (obok innych wielkosci z wczesniejszego catkowania)
i eksponente i bardzo wysokg potege:

T(...)E-”N’z exp(—BE)dE

A to juz jest prawie delta Diraca!!!!



Objetosc przestrzeni fazowej ograniczona powierzchnig statej energii

Q(E) = j dgdp

H(q,p)<E
pokrywajaca sie praktycznie z polem powierzchni statej energii, moze tez z zupetnie
adekwatng doktadnoscig by¢ wyrazona nastepujgco:

J exp(=BH (9. p))dqdp = exp(~BE)QUE), E=<H >

Entropia, to nic innego jak logarytm owej objetosci, tradycyjnie mnozony przez statg
Boltzmana przeliczajgcg jednostki energii na stopnie Kelvina.

Jesli doda¢ do tego, iz w procesach quasistatycznych objetos¢ przestrzeni fazowej
uktadu sie nie zmienia (cho¢ zmienia sie jego energia), to wystarczy to wszystko do
stworzenia termodynamiki. Wprowadzmy oznaczenia:

Q(E) =exp(o(E))

| exp(~H (¢. p))dgdp = exp(~F (B))



exp(—pF) = exp(—pE) exp(0)
o=p(E-F)

Mielismy od poczatku:

0 o oF
<H>=E=--gln [ exp(—pH (g, p))dgdp = S5 P =F+Boz

a=ﬁ<E—F>=ﬁ23—2

Tradycyjnie parametr B zapisuje sie jako 1/kT. Zamiast o uzywa sie S =k o Z uzyciem T i
S oba powyzsze wzory przyjmujg postac:

_ oF _dF)
E—F+,Baﬁ—T = (F)
,OF 9(~F)

of  oT

S=kp



exp(—pF) = exp(—pE) exp(0)
o=p(E-F)

Mielismy od poczatku:

0 o oF
<H>=E=--gln [ exp(—pH (g, p))dgdp = S5 P =F+Boz

B o OF
o=p(E-F)=f Y
Tradycyjnie parametr B zapisuje sie jako 1/kT. Zamiast o uzywa sie S =k o Z uzyciem T i
S oba powyzsze wzory przyjmujg postac:

E=F+ﬁa—F=T@—(—F) voL/dv—L
3 ol
S =kf3’ oF _JCF) p=0L/0dv

of  oT



Jezeli funkcje —F poréwnac do lagranzianu, zmienng T do predkosci, a entropie S do
pedu, to mamy przyktad prosciutkiej (bo jednowymiarowej) transformacji Legendre’a!!
Zaréwno (-F) jak i E zalezg tez od ewentualnych innych parametréw obecnych w
Hamiltonianie (przede wszystkim objetosci, ale tez np. natezen zewnetrznych pdl).

d(—F)
JoT

entropii (czyli pochodnej ,lagranzianu” ) dostaniemy energie rozumiang jako funkcja

entropii (i ewentualnych innych parametrow). Bedzie to odpowiednik nomen omen
hamiltonianu.

Bez zbednego liczenia mamy dalsze wzory transformacji Legendre’a:

Jesli w wyrazeniu na T _ (—F) wyeliminujemy temperature na rzecz

T:aE(V’S) v=0H /dp
Oraz: aS 1%

IFWV.T)| _ _9EV.S)  31/00=-dH 13
oV | oV |
Ta ostatnia wielko$¢ to CISNIENIE. Réwnaniem stanu jest przeto:

oF (V.,T)
v |,

PV, T)=-




7 = j exp(—H (g, p)/ kT )dqdp = exp(—F(T,V)/kT)

g=F-1%
oT

_OF(V,T) 7 _ 9EWV.S)
oT as |y

JE(V,S)| _ 9F(V,T)

oV |, ov |

S =

Zauwazmy tez, ze:

:aEG/,S) dV—i—aEW’S)dS
%1% aS

dE =—PdV +T1dS




