Mechanika teoretyczna



Rozwazmy dziatanie wzdtuz trajektorii rzeczywistej, jako funkcje punktu koricowego, przy
ustalonym punkcie poczatkowym.
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Obliczmy pochodne czgstkowe tej funkcji. Zmiana koncowego g (infinitezymalna) pociggnie
za sobg (infinitezymalng) zmiane catej trajektorii i zmiane dziatania:
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Roznica catek dziatania po torze czerwonym (rzeczywistym) i

ot tamanej niebieskiej jest (w przyblizeniu liniowym) zero. Réznica
catek po torze czerwonym i grubym niebieskim (tez
rzeczywistym) jest réwna cafce po czasie przy ustalonym q i
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To samo dziatanie (podkreslam, nie jako funkcjonat, lecz wartos¢ stacjonarna) moégtbym tez
liczy¢ catkujac lagranzian. Pierwsza czesc¢ liczenia pochodnej wyniku po wspotrzednych
koncowych wygladata by tak samo.
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Policzenie zmiany dziatania przy zmianie czasu koncowego, bez
0t  zmiany potozenia koricowego trafia na pewna drobng putapke. Otéz

wariacje w zasadzie Hamiltona muszg by¢ nie tylko mate, ale mate
muszg by¢ tez ich pochodne! Przeciez w wyprowadzeniu réwnan
Eulera — Lagrange’a rozwijamy lagranzian i wzgledem zmian potozen i
predkosci. Trajektoria niebieska nie spetnia tego wymogu. W
przedziale od t do ot predkosc na odcinku niebieskim jest réwna O.

Wiemy o ile zmieni sie nowa catka liczona do czasu t

—qot oL

wzgledem starej, mianowicie o a_q.aq =—pqot

Nalezy to uzupetnic¢ o catke wzdtuz linii czerwonej w czasie dt,

czyli o Ldt, co daje (—pg + L)0t=—-HJot
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Policzmy dziatanie rzeczywiste dla czgstki swobodne;j:
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Jest to tez rozwigzanie rownania Hamiltona Jacobiego! Catkami pierwszymi sg tu
potozenia poczgtkowe! A czym sg ,catki drugie”?
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Kolekcja wszystkich rozwigzan danych powyzszym réwnaniem i rownaniami

uzyskanymi z )
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jest identyczna. O ile jeden zbior odpowiada normalnym do frontéw fali ptaskiej, to drugi
kulistej. W pierwszym ped jest dobrze okreslony, w drugim potozenie poczatkowe !!!



Powierzchniami statej wartosci S (w danej chwili) s3 w jednym przypadku ptaszczyzny
prostopadte do statej wartosci pedu, w drugim sfery o ustalonym srodku. Rdézne ruchy, jakie
dostajemy przyréwnujgc pochodne S po catkach pierwszych (przy ustalonych wartosciach tych
catek) do réznych wartosci catek drugich sg ruchami wzdtuz linii prostopadtych do powierzchni
statej wartosci S.

Trudno nie mie¢ natychmiastowego skojarzenia ze szkolnymi metodami opisu Swiatfa.
Postugujemy sie tam i promieniem swietlnym i frontem falowym. Jest cechg samych fal, ze
utworzone z nich zwarte pakiety przemieszczajg sie wiasnie wzdtuz linii prostopadtych do
frontow falowych. By zdanie to miato sens, fale wchodzgce w sktad pakietu muszg miec
zblizony kierunek propagacji. By pakiet byt zwarty (w stosunku do ewentualnych obiektéw z
ktdrymi go porodwnujemy) dtugosci fal uzytych do budowy pakietu muszg by¢ zarowno bliskie
siebie, jak i mate w porédwnaniu do oswietlanych obiektow.

Przy takim falowym patrzeniu, rozwigzanie uzyskane metodg separacji opisuje fale ptaska, to
drugie fale kulista.

Bogactwo rozwigzan rownania czastkowego to bogactwo réznych fal. W granicy krétkofalowe;j
bogactwo to gdzies przepada. W przyktadzie czastki swobodnej, wszystkie ruchy paczek
falowych wyczerpujg wszystkie ruchy jednostajne. Jest to szescioparametrowa rodzina ruchdéw
swobodnych.

Zacheceni tg analogig zbadajmy wtasnos¢ paczek falowych utworzonych z fal, ktérych fazg jest
rozwigzanie réwnania Hamiltona — Jacobiego. Sciéle biorac, rozwigzanie réwnania Hamiltona —
Jacobiego jest wielkoscig wymiarowa: ma wymiar dziatania czyli dzulesekunda. Faza musi by¢
bezwymiarowa. Juz ponad 100 lat temu odkryto statg uniwersalng, statg Plancka, zwang tez
kwantem dziatania ustalajgcg przelicznik miedzy dziataniem mechaniki, a faza:
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Zbadajmy superpozycje takich fal o roznych wartosciach catek pierwszych, ale z waskiego
przedziatu skupionego wokdt pewnej wartosci P, . Profil paczki falowej zapiszemy nastepujgco:

W(q,t) = JM(P - I_-)O)e—iCID(P)/heiS(q,P,t)/hdP

Jezeli faza jest ,duza”, a o to nie jest trudno, gdy dzieli sie wszystko i zawsze przez 103 ,to
funkcje podcatkowe sg szalenie szybko zmienne. Troche nieoczekiwanie, sytuacja jest podobna
jak i wtedy, gdy mamy funkcje wykfadnicze rzeczywiste z duzymi wyktadnikami. Przewaga
obszaru catkowania w okolicy punktu stacjonarnego wyktadnika, nad resztg staje sie olbrzymia.






Plot [Cos[(x-2)*3], {x, -1, 5}, PlotPoints -» 1000]
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Plot [
Evaluate[Integrate[Cos[ (y-2) *2], {y, -10.27, x}]],
{x, -10., 10}, PlotPoints - 1000]
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Catkowanie takiej szybko zmiennej funkcji pomnozonej przez inng, gtadkg, ktdra znika (czy jest
znikoma) tam, gdzie ,,rozkwita” aktywnosc¢ funkcji szybkozmiennej da nam wynik znikomy. Gdy
funkcja mnozgca ma wartosc rézng od zera w punkcie stacjonarnosci fazy, wystarczy zastgpic jg

tg wartoscia.

W(g.t) = [ M(P—B)e'* """ *™"q p

Wktad do tej catki da otoczenie punktu stacjonarnego:

W(g.0)= [ M(P =P "™ p
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Jesli (przy jakis zestawie g i t Jrozwigzanie tego rdwnania jest rézne od P, ,falowanie” w
otoczeniu tego punktu czasoprzestrzeni jest znikome. Fala jest r6zna od zera, gdy punkt
stacjonarny (w przestrzeni catek pierwszych) pokrywa sie z punktem P, !!!
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Rownanie to (doktadniej uktad f rdwnan), dla kazdego czasu t wyznacza wspotrzedne miejsca

gdzie jest fala. Juz nie tylko tory i promienie, ale kompletny ruch jest niczym innym jak
ruchem paczki falowe;.

Oczywiscie, takie ,,zero — jedynkowe” mdwienie P musi by¢ rédwne P, albo g musi spetniac

9 §(q.p,1) = 220
rownanie 9p, 4 Fot) = oP, odnosi sie do granicy nieskonczenie krotkich fal.

W sytuacjach posrednich pojawi sie rozmycie ,nieoznaczonos¢”. Bodaj ciekawsze od
,hieoznaczonosci” jest zjawisko kwantowania mozliwych wartosci catek pierwszych.
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Najprosciej jest z p, . Jesli fala € ma miec sens jako wielkos¢ okreslona w konkretnym

punkcie, to idgc po okregu i dochodzgc do punktu wyjscia mamy — z jednej strony ten sam



Punkt w przestrzeni, z drugiej, wartos¢ jego wspotrzednej, ktora przyrosta o 2. Fala musi by¢
okresowgq funkcjg kata biegunowego z okresem 2.
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Tak oto pojawia sie liczba kwantowa. W waznym przyktadzie czgstki w polu centralnym, sg
jeszcze dwa cztony w dziataniu wymagajace analizy. Czton z odseparowang energia ma
wyjatkowo prostg interpretacje: E /7 = @ mnozone jest przez czas, jest to czestosc fali.

h
E=ho=—w=hv
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Pozostate dwa cztony zawierajg tajemniczy znak =+ .
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S, =%[[2m(E=V,(r))-—dr

Zbadajmy warunek, jaki powstaje po zrézniczkowaniu dziatania po E i przyrownaniu do stafte;.
Dla prostoty zacznijmy od czgstki swobodne;j. | wybierzmy znak ,, —”
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Przesuwajgc, w razie potrzeby, poczatek liczenia czasu, moge zawsze uzyskac to, ze stafa
bedzie réwna zeru. Zatem::

\/2mEr2 —J* =-2Ft

Dla ujemnych czasdw réwnanie powyzsze ma oczywiscie rozwigzanie dla r. Gdy czas ptynie,
jego wartos¢ bezwzgledna maleje — maleje tez odlegtos¢ do centrum! Gdy czas zacznie
przyjmowac wartosci dodatnie paczka falowa utworzona z fal z takim ujemnym znakiem
przepada! Fizyczna fala, jaka by nie byta jej natura, nie moze tak dziwnie sie zachowac.

Paczka falowa (a wiec i czgstka) po osiggnieciu maksymalnego zblizenia do centrum, ptynnie

i gtadko zacznie sie oddalac. Takie oddalanie opisuje akurat fala wzieta z przeciwnym
znakiem!
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Gdy wystepuje przyciggajacy potencjat, wystapi
drugie miejsce zerowe pod pierwiastkiem, drugi
punkt zwrotny. Funkcja powinna by¢ zarazem
sinusem znikajgcym w drugim punkcie zwrotnym.
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Nie mamy czasu, i nie bytoby celowe przygladanie sie licznym sytuacjom fizycznym, w
ktorych ta metoda, zwana ,starg teorig kwantéw” prowadzita do niezwykle uzytecznych
rezultatdéw — czasami wrecz doktadnie takich jak pdzniejsza, czyli ciggle ,wspodtczesna”
teoria kwantdw, przewaznie bardzo bliskich, a jakosciowo zawsze poprawnych. Policzenie
dwadch catek dla atomu wodoru zostawiam na czwartkowe ¢wiczenia, tutaj pokaze tylko
oscylator. Oscylator tréjwymiarowy, nawet nieizotropowy, nie jest niczym trudniejszym niz
oscylator jednowymiarowy:
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Widac iz dziatanie bedace sumg sktadnikdow prowadzi do rozdzielenia zmiennych. Kazdy ped
zostanie zastgpiony pochodng zwyczajng, a suma jego kwadratu wraz z odpowiednim
sktadnikiem energii potencjalnej to bedzie stata separacji:
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Funkcja falowa, dla ktérej wymog jednoznacznosci prowadzi do obserwowanych warunkéw
kwantowania jest czyms bardziej podstawowym, niz jej faza, ktéra cierpi na niejednoznacznosé.
Wiemy, ze faza spetnia rownanie H-J. Ciekawe bytoby sprawdzi¢ jakie rownanie spetnia sama

funkcja falowa!
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Mnozymy r. H—J przez W (7r,t)
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