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Wykład 3 
 

Ruch jednowymiarowy w stałym potencjale mo�e by� albo nieograniczony, 

albo periodyczny. W tym ostatnim przypadku, okres drga� zale�y (w ogólno�ci) 

od stałej energii (czy te� zwi�zanej z ni� amplitudy). Przykład takiej zale�no�ci 

badali�my szczegółowo dla wahadła matematycznego w ostatni poniedziałek.  

Wspominałem w zeszłym roku o ciekawych rozwa�aniach Bohra, który dla 

ruchów periodycznych (niekoniecznie jednowymiarowych), w których okres 

ruchu jest okre�lon� funkcj� energii, wyznaczył (w doskonałym, jak si� okazuje 

na gruncie pełnej teorii kwantowej) poziomy energetyczne układu. Ruchy 

jednowymiarowe (ograniczone) s� automatycznie periodyczne i okres mo�e by� 

tylko funkcj� energii. 

Dla atomu wodoru potencjał oddziaływania, a w konsekwencji ruch 

klasyczny, jest nam dany wcze�niej. Wcze�niej te� jest nam znana zale�no�� 

T(E). Na tej podstawie Bohr wyznaczył En ~1/n2, w zgodzie z wzorem Balmera, 

co jest jednym z kamieni milowych rozwoju fizyki współczesnej. 

W przypadku oddziaływa� atomów, tworz�cych molekuły, potencjał 

oddziaływania nie jest znany a priori. Trudno jest go zmierzy� dosłownie przez 

pomiar sił. Łatwo natomiast obserwuje si� poziomy energetyczne molekuł, w 

szczególno�ci poziomy oscylacyjne. Z układu tych poziomów okre�li� mo�emy 

wprost, metod� Bohra, zale�no�� okresu od energii.  

Powstaje pytanie: Do jakiego stopnia znajomo�� zale�no�ci T(E) pozwala 

wyznaczy� zale�no�� V(x)? 

Mamy równanie: 
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Je�li gał�zie wykresu chcemy opisywa� jako x(V), to musimy wprowadzi� 

dwie gał�zie. Gdyby potencjał był symetryczny, funkcje te ró�niły by si� tylko 

znakiem.  

Przy ustalonej energii E, oscylacje odbywaj� si� pomi�dzy warto�ciami 

xL(E),  a xR(E) (Okres definiujemy jako czas przej�cia w obie strony). Gdyby�my 

znali V(x), a wi�c i funkcje xL(E), i xR(E), łatwo napisaliby�my wyra�enie na 

okres T: 
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Cho� si� to mo�e wyda� z pocz�tku dziwaczne, opłaca si� w obu całkach 

zamieni� zmienn� x na zmienn� V. Zauwa�my, �e w ka�dym z przedziałów 

osobno, x jest jednoznaczn� funkcj� V.  

Mamy, w sposób oczywisty: 
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Mo�na to przepisa� tak: 
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W równaniu powy�szym funkcja na zewn�trz całki jest traktowana jako 

znana, a poszukiwana jest funkcja znajduj�ca si� pod całk�. To, �e jest to akurat 

ró�nica pochodnych nie ma znaczenia fundamentalnego. Oznaczaj�c nawias 

jedn� liter� f(V) 
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 mo�emy napisa�: 
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Równanie to przypomina układ równa� liniowych, tyle, �e teraz z 

niesko�czon� liczb� niewiadomych: 

evev bxa =�       

Odpowiednik macierzy (numerowanej dwoma indeksami) nazywa si� 

j�drem równania całkowego. Jest ono funkcj� dwóch zmiennych – po jednej 

całkujemy z nieznan� funkcj�, a otrzyma� mamy z góry znan� wielko��, zale�n� 

od drugiej zmiennej. 

Równanie całkowe (3.5) nazywa si� równaniem Volterry. Wyst�puje ono 

do�� cz�sto, a jego główn� zalet� jest to, �e mo�na go rozwi�za� explicite, co 

jest rzadkie dla równa� całkowych. 

 Podstawow� „sztuczk�” umo�liwiaj�c� jawne rozwi�zanie równania 

Volterry jest pewna prosta całka 
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(Podstawienie ξ−++=
22

abba
x  przekształca nasz� całk� w �

− ξ−
ξ1

1
21

d ) 

Pomysł na rozwi�zanie polega na pomno�eniu równania (3.5) obustronnie 

przez Ez −1  i scałkowanie po warto�ci E w przedziale od 0 do z. Po stronie 

prawej dostaniemy 
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Całka powy�sza jest całk� podwójn�.  
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W płaszczy�nie zmiennych E i V jest to całka po trójk�cie:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Tak jak si� ona pojawiła jest to najpierw całka po V  przy ustalonym E, 

czyli całka po infinitezymalnym pasku pionowym zaznaczonym na czarno w 

granicach od 0 do y, a potem suma po pionowych paskach, dla wszystkich E od 

0 do z..  

Dostaniemy w oczywisty sposób ten sam wynik, je�li najpierw scałkujemy 

VEEz

Vf

−−
)(  po zmiennej E przy ustalonym V, czyli po pasku �ółtym w 

przedziale od V do z-V, a potem po V w granicach od 0 do z.  

 

���

����

π=
−−

=

=
−−

=
−−

zz

V

z

EzEz

VVfE
VEEz

VVf

V
VEEz

Vf
EV

VE

Vf

Ez

E

00

0000

d)(d
1

d)(

d
)(

dd
)(d

   (3.7) 

Zestawiaj�c stron� lew� i praw�, mamy: 
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Ró�niczkuj�c obustronnie po z (i kład�c po obu stronach ponownie V 

zamiast z) dostaniemy: 
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Gdyby�my, w konkretnym problemie znali T(E), to wykonuj�c najpierw 

całk�, a potem pochodn�, mieliby�my jawnie wyznaczon� poszukiwan� na 

pocz�tku funkcj� f. 

W naszym oryginalnym programie, niewiadoma funkcja f jest 

oznaczeniem dla innej niewiadomej funkcji (równanie 3.4). Zamiast wylicza� f  

poprzez ró�niczkowanie równania (3.8), wstawiamy do niego równanie (3.4) 

wyra�aj�ce niewiadom� funkcj� f, przez inn�, bezpo�rednio nas interesuj�c� 

niewiadom�: 
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Całki z pochodnych po stronie lewej łatwo wykona�. 

Równanie powy�sze jest równaniem funkcyjnym, b�d�cym to�samo�ci� 

dla wszystkich warto�ci zmiennej z – wolno w zwi�zku z tym zast�pi� t� 

zmienn� dowoln� inn� liter�. Wracamy do oznaczenia V, dostaj�c: 
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(skorzystali�my równie� z faktu, �e 0)0()0( == LR xx ) 

Mo�emy sprawdzi� powy�szy wynik, wyznaczaj�c potencjał, z zało�enia 

symetryczny, który gwarantuje stało�� okresu oscylacji, niezale�nie od energii: 

0)( TET =        (3.12) 

Całka w (3.11) jest natychmiastowa: 
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Po podniesieniu do kwadratu, wyznaczamy: 
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Wynik dokładnie taki jaki powinien by� dla oscylatora harmonicznego. 
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Aby zako�czy� temat drga� i izochronizmu, rozwi��my jeszcze jedno 

historyczne zagadnienie tautochrony.  

Ciało zsuwaj�ce si� bez pr�dko�ci pocz�tkowej po łuku okr�gu, do jego 

najni�ej poło�onego punktu, zu�ywa na to ¼ okresu waha� odpowiedniego 

wahadła matematycznego. Wiemy, �e ten czas jest tylko w przybli�eniu 

niezale�ny od poło�enia pocz�tkowego. Wiele, wiele lat temu sformułowano 

zadanie: Jaki powinien by� kształt łuku („zje�d�alni”), by czas zsuwania był 

niezale�ny od wysoko�ci z jakiej zaczyna si� zsuwanie. Krzywej tej nadano 

nazw� tautochrona. Jest oczywiste, �e gdyby zestawi� takie dwa łuki, 

uzyskaliby�my wahadło �ci�le izochroniczne. 

Opieraj�c si� na wcze�niejszych rozwa�aniach rozwi��emy zagadnienie 

tautochrony w bardzo prosty sposób. 

 

 

  
 

 

 

 

 

Oznaczmy odległo�� punktu od wierzchołka mierzon� wzdłu� krzywej 

liter� s i potraktujmy to jak współrz�dn� uogólnion�. Gdyby krzywa była znana, 

to współrz�dna y punktu byłaby okre�lon� funkcj� s: 

)(syy =     (3.15) 

Energia potencjalna jest tu energi� grawitacyjn�: 

)()( smgysV =     (3.16) 

a energia kinetyczna: 
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Je�li czas zsuwania (b�d�cy �wiartk� okresu T0) ma by� stały, to, zgodnie z 

wcze�niejszymi ustaleniami, współrz�dna s musi wi�za� si� z potencjałem 

według wzoru (3.13): 
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Interesuje nas zale�no�� pomi�dzy y i s. W celu jej wyznaczenia 

korzystamy z ró�niczkowego zwi�zku mi�dzy x,y,s: 
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Z wzoru (3.18) po zró�niczkowaniu mamy: 
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Po scałkowaniu: 
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Jest to niemal dokładnie ta sama całka, która si� pojawiła przy szukaniu 

brachistochrony. Jedyna ró�nica wynika st�d, �e w problemie tautochrony 

pocz�tek układu w „naturalny” sposób wyl�dował w wierzchołku cykloidy, gdy 

w problemie brachistochrony naturalne było go umie�ci� w ustalonym punkcie 

pocz�tkowym.  

Podstawienie )cos1(
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Parametr 0=θ  odpowiada teraz wierzchołkowi cykloidy.  
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Badaj�c nadal ruch jednowymiarowy zajmiemy si� dwoma jeszcze, 

pokrewnymi zagadnieniami zawieraj�cymi siły zale�ne od czasu, 

zagadnieniami, w których mo�na ustali� pewne ogólne prawidłowo�ci. Mam na 

my�li ruch w polu siły periodycznej szybko zmiennej w czasie (a wolno 

zmiennej w zale�no�ci od poło�enia), której towarzyszy� mo�e inna, regularna 

siła potencjalna.  

Równanie ruchu napiszemy w konwencji zmiennej kartezja�skiej, ale 

wynik b�dzie równie wa�ny dla innych przypadków. 
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Bez wyboru konkretnego potencjału V, amplitudy f(x) i cz�sto�ci, o 

rozwi�zaniu takiego równania nic oczywi�cie nie da si� powiedzie�. B�dziemy 

bada� zachowanie takiego układu w granicy dostatecznie du�ych cz�sto�ci. 

Orientacyjnie, mo�na powiedzie�, �e okres oscylacji dodatkowej siły powinien 

by� krótki w porównaniu ze skal� czasu charakteryzuj�c� układ niezaburzony. 

 Na pocz�tek przypomnijmy jak wygl�da ruch cz�stki poddanej wył�cznie 

sile periodycznej o amplitudzie stałej: 

tfxm ω= cos��      (3.24) 

Jest to równanie liniowe niejednorodne. Rozwi�zaniem ogólnym równania 

jednorodnego jest ruch jednostajny, a rozwi�zaniem szczególnym funkcja 

trygonometryczna: 

t
f

BAtx ω
ω

−+= cos2     (3.25) 

Ju� ten �cisły, banalnie łatwy przypadek ilustruje nam kilka własno�ci 

ruchów, jakimi chcemy si� zaj��. Rozwi�zanie jest sum� rozwi�zania gładko 

zmieniaj�cego si� w czasie (w ka�dym razie, je�li pr�dko�� pocz�tkowa nie 

została wybrana szale�czo du�a) i oscylacji z cz�sto�ci� siły wymuszaj�cej, o 

amplitudzie 2/ ωf , która nawet przy ustalonej amplitudzie siły, 
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niekoniecznie małej, b�dzie mogła by� uczyniona dowolnie mał�, przy 

wystarczaj�co du�ej cz�sto�ci. 

W zwi�zku z t� obserwacj�, b�dziemy poszukiwa� rozwi�zania równania 

(3.23) w postaci sumy rozwi�zania wolnozmiennego i rozwi�zania 

periodycznego, szybko oscyluj�cego, o małej amplitudzie: 

)()()( ttXtx ξ+=     (3.26) 

Mało�� oscylacyjnej cz��ci rozwi�zania )(tξ  wykorzystamy do rozwini�cia 

w szereg Taylora (i zachowania najni�szych istotnych wyrazów) zarówno 

potencjału V, jak i amplitudy siły: 
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Je�li równanie ma by� spełnione, to składniki szybko oscyluj�ce powinny 

wzajemnie si� skraca�. Chodzi tu o składniki, które nie s� małe. (Małymi 

mo�na si� nie przejmowa�). Takim niemałym składnikiem jest na pewno sama 

siła oscyluj�ca: ttXf ωcos),(  (wszak cosinus jest rz�du jedno�ci, a o f nie 

zakładamy �adnej mało�ci). W przeciwie�stwie do siły, składnik t
X
Xf ωξ cos

d
)(d

 

jest mały. No, bo małe jest samo ξ . Dlatego mo�emy go pomin��. Podobnie 

mo�emy pomin�� składnik 2

2

d
)(d

X
XVξ−  

Po stronie lewej mamy tylko jeden składnik oscyluj�cy i (ze zgroz�?) 

stwierdzamy, �e on te� jest rz�du ξ . Ale uwaga! Jest to druga pochodna 

harmonicznie oscyluj�cej wielko�ci, a wi�c mno�ona dodatkowo przez du�e 
2ω . Jak du�a (czy raczej jak mała) jest amplituda samego ξ , wła�nie nam 

wyjdzie z przyrównania tego członu z lewej strony z jedynym wa�nym członem 

oscylacyjnym ze strony prawej: 
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   ttXfm ω=ξ cos),(��     (3.28) 

Zale�no�� (gładka) od czasu inna ni� oscyluj�ca, jest w tym równaniu 

niewa�na i dostajemy 

 t
m

tXf ω
ω

−=ξ cos
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2     (3.29) 

(plus co� gładkiego, co zawsze mo�na wł�czy� do X). 

Jak dot�d, z wielkiej chmury mały deszcz. Odtworzyli�my wynik 

identyczny jak dla cz�stki w polu stałej (przestrzennie) oscyluj�cej siły. 

Amplituda tego ruchu jest znikoma (powiedzmy, poni�ej naszej obserwacyjnej 

zdolno�ci rozdzielczej), 

Doko�czmy jednak badanie pełnego równania, w którym musz� jeszcze si� 

zgodzi� cz��ci „gładkie”.  

Po stronie lewej jest jeden gładki czynnik. Po stronie prawej takim gładkim 

czynnikiem jest pochodna potencjału. Nie jest takim gładkim czynnikiem 

kolejny człon 2

2

d
)(d

X
XVξ . Jest on kolejn� poprawk� do ξ , ale ju� o tym 

mówiłem, pomijaj�c ten człon. 

Został jeszcze wyraz ostatni: t
X
Xf ωξ cos

d
)(d

. W pierwszej chwili mo�na 

pomy�le�, �e i on oscyluje. Ale w „zderzeniu” dwóch oscylacji z t� sam� 

cz�sto�ci�, w iloczynie dwóch cosinusów jest owo słynne ½!! 
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Człon oscyluj�cy z podwójn� cz�stotliwo�ci� generuje w małych 

oscylacjach jak�� wy�sz� harmoniczn� i jest porównywalny z innymi 

pomini�tymi członami. Człon odpowiadaj�cy ½ jest gładki. Wchodzi on do 

równania na X(t): 
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To jest smakowity wynik! Wywołuj�ca, sama z siebie, mikroskopijne 

oscylacje siła, prowadzi w dłu�szym czasie do kumulatywnego 

przemieszczania „�rodka oscylacji”, opisywanego przez X. 

Małe drgania wielu stopni swobody. 
Widzieli�my ju� na przykładzie wahadeł sprz��onych – w gruncie rzeczy 

jednego z najprostszych do wyobra�enia układu fizycznego – jak beznadziejna 

byłaby próba analitycznego rozwi�zania równa� ruchu, gdyby nie przybli�enie 

małych drga�. Po zrobieniu tego przybli�enia, zarówno energia kinetyczna, jak i 

potencjalna stały si� formami kwadratowymi (jedna zbudowana z pr�dko�ci, 

druga z odchyle� od poło�enia równowagi). Przygl�daj�c si� tym prostym 

formom, łatwo odgadli�my, jakie kombinacje pierwotnych zmiennych uzna� za 

nowe zmienne tak, by lagran�ian rozpadł si� na sum� dwóch składników, ka�dy 

zale�ny tylko od jednej z nowych zmiennych. Tymi zmiennymi w owym 

przykładzie były suma i ró�nica wychyle�. Takie rozdzielenie zmiennych 

ko�czy, praktycznie, prac� nad wyznaczaniem ruchu. Ka�da (nowa) zmienna 

spełnia niezale�ne równanie oscylatora harmonicznego:  

)sin()cos()cos( iiiiiiii DCtCQ ω+ω=δ+ω=    (3.32) 

Okazuje si�, �e dla małych drga�, taka separacja zmiennych mo�e by� 

przeprowadzona dla dowolnej liczby stopni swobody, dla niemal ka�dej sytuacji 

fizycznej. 

Owo „niemal” dodałem z ostro�no�ci. Chodzi o to, i� czasami mo�e si� 

zdarzy�, �e wła�ciwe minimum funkcji charakteryzuje si� nie tylko znikaniem 

pierwszej pochodnej, ale i drugiej i trzeciej. Najprostsze mo�liwe rozwini�cie 

takiej funkcji wokół poło�enia równowagi, gwarantuj�ce ograniczono�� ruchu, 

musi zawiera� wtedy czwarte pochodne, a przybli�one (najprostsze mo�liwe) 
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wyra�enie na potencjał b�dzie musiało by� form� jednorodn� stopnia czwartego. 

W takim przypadku ogólne argumenty, o których za chwil�, ju� si� nie stosuj�. 

Po to, by mówi� o drganiach, musimy mie� poło�enie równowagi.  

Najpro�ciej przyj��, �e mamy wi�zy niezale�ne od czasu, a współrz�dne 

uogólnione wprowadzili�my wzorami te� od czasu niezale�nymi: )(qxx = . 

Lagran�ian jest wtedy:  

)()(
2
1

2
1

,

2

,

qVqqqaVq
q
x

m
f

nm
nmmnn

n n

i
A

iA

A −≡−��
�

�
��
�

�

∂
∂

��� ���  (3.33) 

Podkre�lam, �e pojawienie si� formy kwadratowej energii kinetycznej nie 

jest zwi�zana z zało�eniem mało�ci drga�, a jedynie ze skleronomiczno�ci� 

wi�zów i wyborem współrz�dnych uogólnionych zbudowanych z poło�e� w 

sposób nie zawieraj�cy czasu w sposób jawny1.  

Forma kwadratowa energii kinetycznej jest dodatnio okre�lona. To, �e jest 

co najmniej półokre�lona wida� od razu. Czy mo�e warto�� T by� zerem przy 

jakiej� kombinacji ró�nych od zera pr�dko�ci uogólnionych? Có� by to 

znaczyło. Ano, �e q si� zmienia, a wszystkie x stoj�. Oznaczało by to, �e 

równania wi�zów i równania definiuj�ce q maj� wiele rozwi�za�. Dana 

konfiguracja nie byłaby w jednoznacznej odpowiednio�ci z q. Taka sytuacja jest 

nie do pomy�lenia, je�li współrz�dne wybrano prawidłowo.  

Przy okazji tych ogólnych rozwa�a�, warto w tym miejscu zobaczy� jak 

wygl�da prawo zachowania zwi�zane z nieobecno�ci� czasu w lagran�ianie: 

VTqVqqqaqVqqqa
q

q
f

nm
nmmn

f

nm
nmmn

rr
r +=��

�

�
��
�

�
−−��

�

�
��
�

�
−

∂
∂

��� )()(
2
1

)()(
2
1

,,

����
�

�       (3.34) 

W przypadku lagran�ianu o badanej wła�nie strukturze całka pierwsza jest 

sum�  T+V. Nazywa si� j� – co nikogo nie powinno dziwi� – energi�2.  

                                                 
1 Warunki powy�sze s� dostateczne by struktura lagran�ianu mechaniki nierelatywistycznej była taka wła�nie. 
Czasami, co widzieli�my na przykładzie koralika nawleczonego na jednostajnie wiruj�c� obr�cz, wi�zy zale�ne 
od czasu mog� prowadzi� te� do lagran�ianu o powy�szej strukturze.  
2 W przypadkach, gdy analogiczna, formalna struktura lagran�ianu jest wynikiem w pewnym sensie 
przypadkowym, bo zale�no�� od czasu, czy to wi�zów, czy zwi�zków definiuj�cych współrz�dne, upraszcza si�, 
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Skoro energia jest zachowana, a forma kwadratowa energii kinetycznej jest 

dodatnio okre�lona, to w czasie ruchu spełniona by� musi nierówno��: 

0≥−= VET     (3.35) 

Je�li V ma minimum, a E jest nieznacznie wi�ksze ni� warto�� w owym 

minimum, to (o ile V jest ci�głe!) dost�pny dla ruchu zakres jest ograniczony i 

tym mniejszy im nadwy�ka energii mniejsza. W przybli�eniu „parabolicznym” 

rozmiary obszaru dost�pnego malej� jak pierwiastek kwadratowy z amplitudy 

drga�. Poniewa� maksymalna warto�� T jest równa tej samej nadwy�ce energii, 

maksymalne pr�dko�ci te� „skaluj�” si� jak pierwiastek energii (mierzonej od 

minimum potencjału).  

Dochodzimy do wniosku, �e dla ka�dego układu omawianego typu, istnieje 

zakres warunków pocz�tkowych dla których amplitudy ruchu, czyli odchylenia 

od poło�enia równowagi mog� by� dowolnie małe. Dla ka�dej wybranej 

dokładno�ci, mo�na poda� taki (dostatecznie mały) zakres amplitud, dla którego 

człony trzeciego rz�du w małych amplitudach, b�d� zaniedbywalnie małe w 

porównaniu z członami kwadratowymi. Takie drgania, to wła�nie małe drgania. 

Energia potencjalna małych drga� jest form� kwadratow� jednorodn� we 

współrz�dnych (jakby�my nie wybrali współrz�dnych na pocz�tku, zawsze 

mo�na je przedefiniowa� przez odj�cie ich warto�ci w minimum, tak by 

ostatecznie minimum wypadało dla qi = 0. ) 

W formie kwadratowej energii kinetycznej rozwijanie a(q) jest zb�dne, bo 

człony poprawkowe z kwadratami pr�dko�ci s� od razu trzeciego rz�du! 

Ostatecznie: 

�� −= jiijjiij qqvqqaL
2
1

2
1

��     (3.36) 

Współczynniki a to te same a co w formule (3.33) wzi�te w poło�eniu 

równowagi. Współczynniki vij s� formalnie warto�ciami w poło�eniu 

równowagi drugich pochodnych potencjału. W praktyce rzadko liczymy te 
                                                                                                                                                         
ani forma kwadratowa pr�dko�ci uogólnionych nie jest energi� kinetyczn� w jakim� układzie inercjalnym, ani 
cz��� pozornie potencjalna nie jest energi� potencjaln�, ani całka ruchu nie jest energi� całkowit�.  
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drugie pochodne – korzysta si� raczej z posiadanych w „pami�ci operacyjnej” 

rozwini�� Taylora takich funkcji jak pierwiastek, czy cosinus. 

Po sformułowaniu zagadnienia małych drga� jako zagadnienia ruchu 

układu opisanego lagran�ianem (3.36), mo�na by wypisa� równania ruchu i 

odwoływa� si� do teorii równa� ró�niczkowych liniowych. 

Według mnie celowym jest (ze wzgl�du na rozmaite uogólnienia jakie nas 

czekaj� w układach bardziej zło�onych, np. takich jak pole elektromagnetyczne, 

czy drgaj�cy kryształ), zamiast wypisywa� równania ju�, od razu po 

wyznaczeniu w danym problemie obu form kwadratowych, zaj�� si� 

znalezieniem takiej zamiany zmiennych, która doprowadzi obie te formy 

kwadratowe równocze�nie do postaci diagonalnej.  

Co daje diagonalno�� form? Oczywi�cie lagran�ian kwadratowy 

zdiagonalizowany (nazwijmy współrz�dne diagonalizuj�ce Q): 

��� �
�

�
�
�

� υ−α=υ−α= 2222

2
1

2
1

2
1

2
1

iiiiiiii QQQQL ��   (3.37) 

jest automatycznie lagran�ianem z rozseparowanymi zmiennymi!!! 

Równania (oscylatorowe) dla ka�dej nowej współrz�dnej Q s� niezale�ne 

od siebie. Ka�de z nich zawiera kolejn� współrz�dn� Q (i swoist� warto�� 

cz�sto�ci). Rozwi�zania dane s� antycypowanymi wzorami (3.32) 

Stałe całkowania s� dowolne. Nic nie stoi na przeszkodzie wybra� tak 

warunki pocz�tkowe, by tylko jedna ze stałych (C1, C2, ...... Cf) była ró�na od 

zera. Rozwi�zanie takie, to znane nam z bardziej elementarnych konkretnych 

przykładów drganie normalne. Jest ono harmoniczne z okre�lon� cz�sto�ci�. 

Pierwotne współrz�dne wszystkie drgaj� z t� cz�sto�ci� i faz�. Warto�� 

amplitudy zawarta jest w liniowym zwi�zku  

jiji QUq �= ,      (3.38) 

który „zrobił dla nas” diagonalizacj�. Gdy tylko jedno z Q (o indeksie j0) jest 

ró�ne od zera, mamy: 
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)cos(
000000 jjjjijjii tCUQUq δ+ω==    (3.39) 

W ogólnym przypadku ruch jest superpozycj� takich drga� normalnych. 

Wyznaczenie wszystkich U  i wszystkich warto�ci „przek�tniowych” 

macierzy po diagonalizacji (okre�laj�cych cz�sto�ci drga� normalnych) to jest 

zadanie ju� czysto algebraiczne. Rzecz jasna, przy bardziej konwencjonalnym 

podej�ciu, po wypisaniu układu równa� liniowych ( i po rozwa�aniach 

argumentuj�cych, �e rozwi�zania ogólnego trzeba szuka� jako superpozycji 

rozwi�za� periodycznych) dochodzi si� do tego samego zadania algebraicznego.  

Podej�cie lagran�owskie jest o tyle naturalniejsze, �e gdy w przyszło�ci 

zaczniemy zastanawia� si� jak drgaj�cy układ zachowuje si� w okre�lonej 

temperaturze, albo jak skwantowa� taki układ – odpowied� dostaniemy od razu, 

gdy wiemy co dzieje si� z jednym oscylatorem w takich warunkach. 

Znajomo�� rozwi�zania układu równa� Newtona jako superpozycji drga� 

normalnych nie daje natychmiastowej odpowiedzi.  

O ile wiem, zagadnienie równoczesnej diagonalizacji dwóch macierzy 

symetrycznych rozwa�ali�cie na zaj�ciach z matematyki. Na wszelki wypadek 

króciutko przedstawi� w czym rzecz. 

Diagonalizacj� macierzy za pomoc� byle jakiego przekształcenia 

liniowego zrobi� jest banalnie łatwo! 

Zacz�� mo�na od zlikwidowania wyrazów mieszanych zawieraj�cych q1. 

W tym celu wył�czamy a11 sprzed wszystkich wyrazów z q1 i uzupełniamy do 

pełnego kwadratu: 

   

�

��

=

==

++−++=

=+++=

f

ji
jiijf

f
f

f

f

ji
jiijf

f
f

ji
iiij

qqaq
a

a
q

a
a

aq
a

a
q

a
a

qa

qqaqq
a

a
qq

a
a

qaqqa

2,

2

11

1
2

11

12
11

2

11

1
2

11

12
111

2,
1

11

1
21

11

122
111

1,

)()(

)22(

��

�

 (3.40) 

Nazywamy sum�  w nawiasie, np. liter� y1 . Jeszcze lepiej w definicj� 

zmiennej y1 wł�czy� 11a : 
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qay �++=     (3.41) 

 

2

11

1
2

11

12
11

2,

2
1

1,

)( f
f

f

ji
jiij

f

ji
jiij q

a

a
q

a
a

aqqayqqa �+−+= ��
==

  (3.42) 

 

Dwa ostatnie człony nie zawieraj� zmiennej q1 – tworz� natomiast dodatnio 

okre�lon� symetryczn� form� f-1 zmiennych, w której mo�na powtórzy� 

procedur� z wyrzuceniem kolejnej zmiennej w zamian za dodanie członu y2
2, i 

tak, a� do ko�ca. 

Nie tylko mo�emy bez kłopotu zdiagonalizowa� jedn� macierz, ale nawet 

uzyska� w niej wszystkie współczynniki równe (nawet równe 1). 

W praktycznie spotykanych zadaniach bywa cz�sto, �e jedna z macierzy 

(niekoniecznie energia kinetyczna, cho� trafia si� tocz��ciej) jest od pocz�tku 

diagonalna, czy wr�cz jednostkowa. Wtedy ta cz��� algebraicznych 

przekształce� nie wyst�puje. 

W procesie „standaryzacji” jednej z macierzy pojawiaj� si� kolejne liniowe 

zwi�zki mi�dzy nowymi zmiennymi y, a oryginalnymi współrz�dnymi. 

Odwracaj�c je, co jest banalne ze wzgl�du na malej�c�, a� do 1, liczb� 

zmiennych q wchodz�cych do okre�lenia kolejnych y, wyznaczamy q(y), a to po 

wstawieniu do drugiej formy kwadratowej robi z niej jak�� now� form� 

kwadratow�.  

Je�li zacz�li�my od energii kinetycznej i to j� sprowadzili�my do postaci 

jednostkowej, to na tym etapie lagran�ian jest: 

�� − jiiji yyvy
2
1

2
1 2

�     (3.42) 

gdzie nowa forma kwadratowa powstała po uporz�dkowaniu wyrazów w 

formie �= jiij qqvV
2
1

po wyra�eniu w niej wszystkich q przez q(y).  
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Powtórzenie procedury diagonalizacji w odniesieniu do macierzy v nie 

mo�e doprowadzi� do celu, bo byle jakie przekształcenia liniowe 

diagonalizuj�ce v niemal na pewno popsuj� diagonalno�� �licznej w tym 

momencie macierzy energii kinetycznej!  

Tutaj wchodzimy w problem algebraiczny znacznie subtelniejszy ni� 

banalne uzupełnianie trójmianu do pełnego kwadratu znane dobrze z liceum. 

�liczna macierz jednostkowa zwraca nasz� uwag� na przekształcenia 

liniowe, ju� nie byle jakie, ale szczególne, tj. takie, które nie zmieniaj� sumy 

kwadratów. Przekształcenie zmiennych wstawione do sumy kwadratów, ma 

da� po wszystkich podniesieniach do kwadratu długich sum i redukcji wyrazów 

podobnych, na powrót sum� kwadratów, ale ju� nowych zmiennych. 

Przekształcenia takie istniej� i – jak si� okazuje – jest ich wystarczaj�co 

du�o, by w�ród nich dobra�, chocia� jedno, które zdiagonalizuje t� drug� 

macierz, pozostawiaj�c t� pierwsz� nadal w postaci jednostkowej (a wi�c te� 

diagonalnej). 

Gdy zmienne 321 ,, xxx s� współrz�dnymi punktu w kartezja�skim układzie 

współrz�dnych, to 2
3

2
2

2
1 xxx ++ jest kwadratem odległo�ci punktu od 

pocz�tku układu współrz�dnych. Wzi�cie drugiego układu osi (wychodz�cych z 

tego samego punktu) prowadzi do nowych współrz�dnych tego samego punktu, 

zwi�zanych liniowo z współrz�dnymi starymi: 

Oznaczaj�c wersory układu „starego” ie
�

 i nowego ′
ie
�

mamy: 

iiii xexe ′′=��
��

    (3.43) 

Dzi�ki ortogonalno�ci (i unormowaniu) wersorów o ró�nych indeksach, 

je�li pomno�ymy równo�� (3.43) stronami przez je
�

, dostaniemy: 

( )� ′′= iijj xeex
��

    (3.44) 

Pojawiła si� macierz iloczynów skalarnych (o interpretacji cosinusów 

k�tów pomi�dzy wersorami nale��cymi do ró�nych „trójek”). 
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Je�li wstawimy (3.44) do sumy kwadratów, to nadal b�dzie to kwadrat 

odległo�ci od (wspólnego) pocz�tku układu do rozpatrywanego punktu, ale 

wyra�ony przez współrz�dne primowane. Mo�na sprawdzi� bezpo�rednio, ale 

jest to te� oczywista oczywisto��, �e wyjdzie znów suma kwadratów, tyle, �e 

zmiennych primowanych. �ony przez współrz�dne primowane. Mo�na 

sprawdzi� bezpo�rednio, ale jest to te� oczywista oczywisto��, �e wyjdzie znów 

suma kwadratów, tyle, �e zmiennych primowanych. Macierz ij ee ′⋅ ��
 jest 

najklasyczniejszym z klasycznych przykładem macierzy ortogonalnej. 

Chc�c uj�� bardziej ogólnie jej decyduj�c� cech�, znajd�my odwrotny 

zwi�zek, wyra�aj�cy nowe zmienne przez stare. B�dzie to z jednej strony 

rozwi�zanie układu równa� (3.44), z drugiej za� zwi�zek analogiczny do (3.44) 

otrzymany z pomno�enia (3.43) przez wersor je ′�  

 

( )� ′⋅=′ ijij xeex
��

     (3.45) 

 

Odczytujemy wprost, �e macierz ji ee ′⋅ ��
 jest odwrotna do macierzy ij ee ′⋅ ��

. 

Jest to zarazem  macierz transponowana. 
TUU =−1      (3.46) 

Niech zwi�zek mi�dzy (poszukiwanymi) współrz�dnymi Q, a po�rednimi 

współrz�dnymi y b�dzie dany macierz� ortogonaln�: 

�
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��

2

1

2

1

      (3.47) 

W skrócie:  

UQy =       (3.48) 

Chc�c mie� wiersz zbudowany ze współrz�dnych mog� równania 

powy�sze transponowa�: 
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( ) ( ) T
ff UQQQyyy �� 2121 =  

W skrócie: 
TTT UQy =       (3.49) 

Suma kwadratów to  
22

�� ==== i
TTTT

i QQQUQUQyyy    (3.50) 

Je�li macierz transponowana jest równa odwrotnej, to macierz stoj�ca 

pomi�dzy QT a Q jest macierz� jednostkow�. I odwrotnie. Powy�szy wynik jest 

słuszny dla dowolnej liczby wymiarów. 

Szansa na równoczesn� diagonalizacj� dwóch macierzy b�dzie wtedy, gdy 

ograniczaj�c zamian� współrz�dnych do postaci (3.48) uzyskamy z formy 

kwadratowej � jiij yyv form� diagonaln�.  

Posługuj�c si� notacj� macierzow�, mamy warunek na U: 

DQQVUQUQVyyyyv TTTT
jiij ===�   (3.51) 

gdzie D jest macierz� diagonaln�. 

St�d: 

DVUU T =       (3.52) 

Je�eli pomno�ymy obustronnie przez U, to dzi�ki temu, �e macierz 

transponowana jest zarazem odwrotn� (oraz dzi�ki temu, �e mno�enie macierzy 

jest ł�czne), dostaniemy: 

UDVU =       (3.53) 

 

W powy�szym równaniu nie znamy ani U, ani D, chcemy tylko by D było 

diagonalne. Zobaczmy jak wygl�da prawa strona powy�szego równania: 
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(3.54) 

 

Poszczególne kolumny iloczynu macierzy VU w (3.53), zgodnie z reguła 

„wiersze przez kolumny”, mie� b�d� w ka�dej kolumnie tylko iloczyny 

zawieraj�ce elementy macierzy U z kolumny o tym samym numerze. Np. 

pierwsza kolumna to b�dzie: 

( ) ( ) ( )
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    (3.55) 

W kolumnie o numerze k b�dziemy mie� iloczyn macierzy V i k-tej 

kolumny macierzy U 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

fk

k

k

f

f

U

U

U

VffV

V

VVV

2

1

1

21

11211

�

�
     (3.56) 

Równanie (3.53) wymaga, by kolumna ta była taka jak kolumna w 

równaniu (3.54), gdzie jest to iloczyn Dk i kolumny macierzy U: 
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 (3.57) 

To jest podstawowy wynik! 
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Nie przera�a nas teraz, �e mamy f równa� na f+1 niewiadomych. Przy 

ka�dej warto�ci D, jest to układ równa� jednorodnych na elementy macierzy U, 

który ma niezerowe rozwi�zania tylko, je�li wyznacznik macierzy wynosi 0:  

0det

1

21

11211

=
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�
�

�

�

−

−

DVffV

V

VVDV

f

f

�

�
   (3.58) 

 

Równanie powy�sze jest algebraicznym równaniem stopnia f maj�cym f 

pierwiastków rzeczywistych (niekoniecznie ró�nych).  Wybieraj�c za D, który� 

z tych pierwiastków i wstawiaj�c do (3.57), dostajemy układ f równa� na f 

niewiadomych. Równania te s� liniowo zale�ne. Gdy krotno�� pierwiastka jest 

1, rozwi�zania okre�lone s� z dokładno�ci� do wspólnego czynnika. Ale macierz 

ortogonalna ma sume kwadratów wyrazów w ka�dej kolumnie (podobnie jak w 

wierszu) równ� 1. To pozwala ustali� wyrazy w k-tej kolumnie z dokładno�ci� 

ju� tylko do znaku, który wybieramy, jak nam najwygodniej. 

 

 

 

 

 

 


