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Wykład 4 
Chciałbym dzisiaj wróci� do zagadnienia dotycz�cego ogólnie rachunku 

wariacyjnego, na które jako� nie było miejsca, bo chciałem jak najszybciej po 

uzyskaniu równa� Eulera przej�� do zagadnie� dynamiki.  

Chodzi o badanie ekstremów warunkowych. Zajmowali�my si� wcze�niej 

zagadnieniem rozci�gliwej wiotkiej liny zawieszonej w polu ci��ko�ci, jako 

przykładem zagadnienia w którym funkcjonał zale�y od dwóch ró�nych funkcji 

zmiennej niezale�nej (a które nie jest zadaniem dynamicznym z czasem jako 

zmienn� niezale�n�). Po rozwi�zaniu tego (do�� przydługiego) zadania, zauwa-

�yli�my, �e (o ile tylko spoczynkowa długo�� liny jest wi�ksza od odległo�ci 

punktów zawieszenia) istnieje gładkie przej�cie do granicy ∞→E , czyli do 

granicy nici nierozci�gliwej. Opis kształtu liny staje si� prostszy. 

Czujemy intuicyjnie, �e zagadnienie kształtu zawieszonej liny nierozci�-

gliwej, powinno da� si� rozwi�za� bez kłopotliwego przechodzenia przez etap 

liny rozci�gliwej. Rzeczywi�cie jest to mo�liwe. 

Przyjrzyjmy si� na pocz�tek, jak rozwi�za� zagadnienie ekstremum zwy-

kłej funkcji wielu zmiennych )( ixF , jednak nie ekstremum w ogóle w całej 

przestrzeni R f, a w podzbiorze tej przestrzeni R f okre�lonej równaniem: 

const)( =ixG     (4.1) 

Je�li punkt x0 jest takim punktem (powiedzmy minimum), to odej�cie od 

niego ale bez schodzenia z warstwicy )()( 0
ii xGxG = , musi podwy�szy� war-

to�� funkcji F. Odej�cie  „w bok” mo�e robi� cokolwiek. Ekstremum warun-

kowe wymaga by funkcja rosła przy ruchu wzdłu� (uogólnionej) „warstwicy”. 

Warunek dla ró�niczek zmiennych niezale�nych pozostawania na wła�ciwym 

podzbiorze sprowadza si� do liniowego zwi�zku: 
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Dla ró�niczek spełniaj�cych (4.1) liniowa cz��� przyrostu funkcji F, czyli: 

i
i
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x
F

F � ∂
∂=d , musi by� równa zeru: 
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    (4.3) 

Poniewa� teraz ró�niczki dxi nie s� niezale�ne, nie mo�na argumentowa�, 

�e mo�na wybra� takie ró�niczki, �e tylko, na przykład, dx1 jest ró�ne od zera, a 

pozostałe zerem, wi�c znikanie sumy (4.2) sprowadza si� do znikania poje-

dynczego składnika, czyli do znikania 
1x

F
∂
∂

 i tak po kolei wszystkich pochod-

nych cz�stkowych, co jest standardowym warunkiem koniecznym ekstremum 

funkcji wielu zmiennych. 

Wszystkie f ró�niczek nie jest niezale�nych, ale f – 1 jest! Wszak jest tylko 

jeden na nie warunek liniowy. Wyliczmy z tego warunku jedn� z ró�niczek (np. 

pierwsz�1): 
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Je�li pierwsza ró�niczka jest rozumiana jako wyra�enie (4.4), to na ró�-

niczki o numerach od 2 do f nie ma �adnych ogranicze�. 

Wyra�my liniow� cz��� przyrostu funkcji F przez niezale�ne ró�niczki: 

(4.5)                                                d
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1 Za chwil� b�dziemy potrzebowali, by 1/ xG ∂∂  było ró�ne od zera w punkcie ekstremum. Je�li przypadko-
wo pochodna ta miałaby znika�, wyró�nimy inn� zmienn� i wyrazimy jej ró�niczk� przez pozostałe. Wszystkie 
pochodne nie mog� znika�, w ka�dym razie to�samo�ciowo, bo G musiałoby by� stał� i nie okre�lało by �adnej 
podprzestrzeni.  
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W powy�szym wyra�eniu wszystkie f – 1 ró�niczek jest niezale�nych, wi�c 

warunek ekstremum oznacza, �e ka�dy z nawiasów (dla i = 2,3,...f) jest równy 

zeru: 
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Równa� tych jest f – 1. Razem z równaniem (4.1) mamy tyle równa� ile 

trzeba dla znalezienia f warto�ci zmiennych niezale�nych. 

Równania (4.6) wygl�daj� i niezbyt elegancko i zasadzaj� si� na nie znika-

niu pochodnej cz�stkowej po pierwszej zmiennej. Mo�na im nada� znacznie 

bardziej estetyczn� posta�, je�li wprowadzi� jeszcze jedn� wielko��, a priori  

nieznan�, któr� oznaczymy λ  i napiszemy dla niej równanie: 
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Naturalne jest przepisa� do równanie w postaci: 
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Wraz z definicj� (4.7) główne równania  4.6 (dla i = 2,3,...f) przyjmuj� po-

sta�: 
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Równanie (4.8) to nic innego, jak równanie (4.9) dla indeksu i = 1 wcze-

�niej wykluczonego. Ł�cznie z równaniem (4.1) mamy ostatecznie f + 1 równa� 

na f niewiadomych, którymi s� współrz�dne ekstremum i wielko�� λ . Równania 

(4.1) i (4.9) stanowi� rozwi�zanie problemu ekstremum warunkowego. Równa-

nia traktuj� wszystkie współrz�dne na równych prawach. 
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Wielko�� λ , której sens okre�lony jest równaniem (4.7), ale któr� wy-

znaczmy z definicji tej nie korzystaj�c, nazywa si� mno�nikiem Lagrange’a.  

Równanie (4.9) mo�na te� uzyska� argumentuj�c odrobin� inaczej. 

Dla ró�niczek spełniaj�cych wi�z (4.2) (no i dla punktu  xi
0, w którym li-

czymy  pochodne, b�d�cego ekstremum) spełnione s� dwa równania niezale�nie 
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A zatem (dla ró�niczek spełniaj�cych wi�z, a wi�c liniowo zale�nych), to�-

samo�ciowo ze wzgl�du na λ , spełnione jest równanie: 
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Ró�niczki nie s� niezale�ne, ale f – 1 spo�ród nich jest! Mo�emy wi�c w 

szczególno�ci poło�y� wszystkie ró�niczki o wska�niku od 3 do f równe 0, dx2 

ró�ne od zera. Mamy: 

0dd 2
22

1
11

≡��
�

�
��
�

�

∂
∂λ−

∂
∂+��

�

�
��
�

�

∂
∂λ−

∂
∂

x
x
G

x
F

x
x
G

x
F

   (4.11) 

Ró�niczk� dx1 mo�na by wylicza�, ale nam si� nie chce! Ona jest jaka�, 

akurat tak wyra�ona przez dx2, �e dwa człony, jakie pozostaj� to�samo�ciowo, 

(tj. niezale�nie od warto�ciλ ) skracaj� si�. O samych (teraz 2 ) nawiasach nic 

m�drego nie mog� powiedzie�.  

Skoro λ  mo�e by� czymkolwiek, to mo�na w szczególno�ci wybra� je tak, 

by znikał pierwszy nawias. Znika na mocy wyboru mno�nika Lagrange’a, który 

ju� przestaje by� byle czym! Równanie (4.11) sprowadza si� teraz (ju� dla 

okre�lonegoλ ) do równania: 
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Zamiast wska�nika 2 mo�emy wzi��, z kolei wska�nik 3. Pierwszy nawias, 

dla ustalonego ju� λ , ci�gle jest zerem, a w miejsce równania (4.12) dostaniemy 

po kolei wszystkie równania (4.9) dla ekstremum warunkowego. 

To drugie rozumowanie łatwo jest teraz uogólni� na dowoln� liczb� (byle 

mniejsz� od f ), warunków dodatkowych. Przykładowo, dla dwóch: 
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tylko f – 2 ró�niczek mo�na wybra� dowolnie. Pozostałe 2 mo�na wyzna-

czy� rozwi�zuj�c układ powy�szych dwóch równa�. Póki ró�niczki spełniaj� 

oba wi�zy, w punkcie ekstremum, zachodzi to�samo�ciowo dla dowolnych war-

to�ci pary 21 , λλ  
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Je�li zamiast cieszy� si�, �e oba mno�niki Lagrange’a mog� by� dowolne, wy-

bierzemy konkretne 2 zeruj�ce pierwsze dwa nawiasy (w punkcie ekstremum), 

to pozostała suma (dla tych konkretnych) musi znika� ju� dla dowolnych f – 2 

pozostałych ró�niczek, bo s� one przecie� niezale�ne. Ich ustalenie (dowolne) 

fiksuje pozostałe 2 ró�niczki, ale nawiasy przy nich s� ju� zerami. 

Mamy wi�c układ równa� f: 

0
)( 2211 =

∂
λ−λ−∂

ix
GGF

 ,   (4.15) 

uzupełniony rzecz jasna dwoma dalszymi: wCxGCxG 2211 )(,)( ==  

Ostatecznie dochodzimy do prostego algorytmu. Chc�c znale�� ekstremum 

warunkowe F  przy warunkach  

ww CxGCxGCxG === )()(,)( 2211 � ,  (4.16) 
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tworzymy funkcj�:  

)()()()( 2211 xGxGxGxF wwλ−λ−λ− � ,   (4.16) 

 

w której mno�niki Lagrange’a traktujemy jako stałe parametry i dla której wypi-

sujemy zwykłe warunki na ekstremum bezwarunkowe (to znaczy przyrównu-

jemy do zera wszystkie pochodne cz�stkowe wzgl�dem f zmiennych niezale�-

nych. 

Algorytm powy�szy nie zale�y od liczby zmiennych. Dla funkcjonałów, 

które mo�na sobie wyobra�a� jako graniczny przypadek funkcji niesko�czenie 

wielu zmiennych, działa to dokładnie tak samo! 

Teraz ju� mo�emy wzi�� si� za nasz� krzyw� ła�cuchow�. Warunkiem 

równowagi jest zwykłe minimum energii potencjalnej grawitacji: 

mind1)( 2 =′+ρ � xyxygS    (4.17) 

przy warunku ubocznym: 

lxy =′+� d1 2     (4.18) 

 

Mamy jeden warunek, zatem jeden mno�nik Lagrange’a. Nale�y wypisa� 

warunek minimum dla odpowiedniej ró�nicy: 

0d1))(( 2 =′+λ−δ� xyxy     (4.19) 

Tworzymy całk� pierwsz�: 
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C
x

Cy cosh+λ=     (4.25) 

Je�li pocz�tek układu wybierzemy tak, by wierzchołek odpowiadał warto-

�ci x = 0, to D = 0. Je�li ponadto, współrz�dn� y mierzymy od poziomu zamo-

cowania: 

 

 

czyli ��damy by: 0)( =ay , to 
C
a

C cosh0 +λ=  i mamy: 
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Ostatni� stał�, jaka pozostała wyznaczymy z warunku długo�ci nici (2l): 
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Przy danej długo�ci (2l)  i rozstawieniu (2a), równanie (4.27) trzeba roz-

wi�za� numerycznie. 

a 
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Dysponuj�c dzisiejszymi mo�liwo�ciami, rozwi�zywanie równa� prze-

st�pnych, to �aden problem. Czasami jednak potrzebny nam jest wzór ogólny, 

zachowanie asymptotyczne, czy te� akurat pod r�k� nie mamy komputera. 

Równanie (4.27) daje dobr� okazj� do przedstawienia pewnej ogólnej me-

tody rozwi�zywania równa� przest�pnych metod� kolejnych przybli�e�. Przed 

przej�ciem do rozwa�a� numerycznych warto wprowadzi� wielko�ci bezwymia-

rowe. Dziel�c równanie (4.27) przez a mamy:  

C
a

a
C

al sinh/ =      (4.28) 

Oznaczmy l/a symbolem d (długo�� w jednostkach warto�ci rozpi�to�ci 

punktów zawieszenia), a bezwymiarow� wielko�� niewiadom� symbolem x: 

 a/C = x     (4.29) 

Do rozwi�zania mamy: 

dxx ⋅=sinh     (4.30) 

Funkcja sinhx/x jest monotonicznie rosn�ca od 1 do niesko�czono�ci, za-

tem im wi�ksze d, tym wi�kszy pierwiastek x. 

Gdy długo�� (wzgl�dem rozpi�to�ci) niewiele przewy�sza warto�� 1, 

rozwi�zanie x jest małe i wystarczy rozwin�� sinus hiperboliczny zachowuj�c 

dwa pierwsze wyrazy: 

)1(6
6
1 3

−=

⋅≅+

dx

dxxx
     (4.40) 

Znaj�c x, mo�emy odpowiedzie�, w szczególno�ci, o ile obni�y si� �rodek 

liny: 

 �
�

�
�
�

� −==≅−=− 1
2
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2
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/
2
1

)1)/(cosh()0( 2

a
l

axaCaCaCy (4.41) 

Gdy długo�� liny staje si� „niedu�e” par� razy wi�ksza od odległo�ci 

punktów zamocowania, rozwini�cie do dwóch wyrazów staje si� za mało do-

kładne i formuły analitycznej nie ma pod r�k�.  
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 Ciekawa sytuacja powstaje wtedy, gdy lina jest du�o dłu�sza od odst�pu 

punktów zawieszenia. Pojawia si� charakterystyczna metoda post�powania z 

równaniami postaci x = f (x). W naszym przypadku piszemy: 

)Arsh( dxx ⋅=      (4.42) 

Dlaczego tak? To za chwil� stanie si� jasne. Rzecz w tym, �e dla dalekich 

argumentów ( a x ro�nie ze wzrostem d), pochodna funkcji Arsh(x) jest mała. W 

znacznym obszarze wokół wła�ciwej warto�ci x prawa strona równania pozosta-

je niewiele ró�na (bo wolno si� zmienia) od warto�ci wła�ciwej. Inaczej mó-

wi�c, ci�g liczb: 

)Arsh(1 dxx nn ⋅=+     (4.43) 

stanowi zbie�ny ci�g przybli�e� rozwi�zania równania (4.42) 

Dla ilustracji wezm� warto�� d = 10. 

NestList�ArcSinh�10�#�&,x,4�
 

�x, ArcSinh�10x�, ArcSinh�10ArcSinh�10x��,

ArcSinh�10ArcSinh�10ArcSinh�10x���,

ArcSinh�10ArcSinh�10ArcSinh�10ArcSinh�10x�����  
Widzimy jak działa funkcja NestList. Tworzy dokładnie to co chcemy, 

czyli ci�g (4.43).  

A teraz utwórzmy taki ci�g (nieco dłu�szy, ale ju� liczbowy) zaczynaj�c 

od ...??? no byle czego. Nawet od jakiej� głupoty, powiedzmy 20: 

NestList�ArcSinh�10�#�&, 20., 10�  
�20., 5.99147, 4.78614, 4.56157, 4.51352,

4.50293, 4.50058, 4.50006, 4.49995, 4.49992, 4.49992�  
Zupełnie bł�dny „guess” 20 (zamiast 4.5) ju� po pierwszej iteracji jest 

sprowadzony do „rozs�dnych” granic, tj. 6, by w nast�pnym kroku da� 4.79, po 

czym ju� 4.56 itd. Dziewi�ty wyraz ci�gu (4.49992) podstawiony do prawej 

strony równania daje to samo. Równanie jest wi�c rozwi�zane. 
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Mo�na łatwo si� przekona�, �e bł�dy takiego ci�gu przybli�e� spadaj� jak 

post�p geometryczny o ilorazie równym pochodnej funkcji f wyst�puj�cej w 

równaniu. Pozornie równe dobre do iteracji równanie 

x
d

x sinh
1=      (4.44) 

prowadzi na manowce, nawet gdy zaczn� od doskonałego przybli�enia!! 

NestList�0.1�Sinh�#�&,4.4999,10�  
�4.4999, 4.49985, 4.49963, 4.49864, 4.49417,

4.47415, 4.38544, 4.01304, 2.76483, 0.790665, 0.087566�  
Gdy zaczn� byle jak, program si� gniewa: 

a 
NestList�0.1�Sinh�#�&,10,10�

 
General::ovfl�: �Overflow occurred in computation.  

�10, 1101.32, 9.94481123887�10476, Overflow��,

Indeterminate, Indeterminate, Indeterminate,

Indeterminate, Indeterminate, Indeterminate, Indeterminate�  
 

Pierwiastek równania  

x = f (x) 

Jest te� pierwiastkiem równania z funkcj� odwrotn�: 

x = f -1(x) 

Pochodna funkcji odwrotnej jest równa odwrotno�ci pochodnej. Gdy 

funkcja f jest szybko rosn�ca (jak sinus hiperboliczny), czyli ma du�� pochodn� 

w okolicach rozwi�zania, to funkcja odwrotna ma pochodn� mał�. O czym 

przekonali�my si� na przykładzie. 


