Wykiad 4

Chciatbym dzisiaj wréci¢ do zagadnienia dotyczacego ogdlnie rachunku
wariacyjnego, na ktore jakos nie byto miejsca, bo chciatem jak najszybciej po
uzyskaniu rownan Eulera przejs¢ do zagadnien dynamiki.

Chodzi o badanie ekstremow warunkowych. ZajmowalisSmy si¢ wczesnie]
zagadnieniem rozciagliwej wiotkiej liny zawieszonej w polu cigzkosci, jako
przyktadem zagadnienia w ktérym funkcjonat zalezy od dwoch réznych funkcji
zmiennej niezaleznej (a ktore nie jest zadaniem dynamicznym z czasem jako
zmienng niezalezng). Po rozwiazaniu tego (dos¢ przydtugiego) zadania, zauwa-
zylismy, ze (o ile tylko spoczynkowa dtugos¢ liny jest wigksza od odlegtosci
punktéw zawieszenia) istnieje gladkie przejscie do granicy E — oo, czyli do
granicy nici nierozciagliwej. Opis ksztattu liny staje si¢ prostszy.

Czujemy intuicyjnie, ze zagadnienie ksztaltu zawieszonej liny nierozcia-
gliwej, powinno dac si¢ rozwigzac¢ bez ktopotliwego przechodzenia przez etap
liny rozciagliwej. Rzeczywiscie jest to mozliwe.

Przyjrzyjmy si¢ na poczatek, jak rozwigza¢ zagadnienie ekstremum zwy-

kiej funkcji wielu zmiennych F(x;), jednak nie ekstremum w ogdle w calej

przestrzeni R/, a w podzbiorze tej przestrzeni R’ okreslonej réwnaniem:
G(x,) =const 4.1)

Jedli punkt x° jest takim punktem (powiedzmy minimum), to odejécie od
niego ale bez schodzenia z warstwicy G(x,)=G(x’:), musi podwyzszy¢ war-
tos¢ funkcji F. Odejscie ,,w bok” moze robi¢ cokolwiek. Ekstremum warun-
kowe wymaga by funkcja rosta przy ruchu wzdtuz (uogdlnionej) ,,warstwicy”.
Warunek dla rézniczek zmiennych niezaleznych pozostawania na wiasciwym

podzbiorze sprowadza si¢ do liniowego zwiazku:

ZgTdei =0 (4.2)



Dla r6zniczek spetniajacych (4.1) liniowa cze¢$¢ przyrostu funkcji F, czyli:

dF = Za—Fdxi , musi by¢ rowna zeru:
X

i

Z%Fdxi =0 (4.3)

Poniewaz teraz r6zniczki dx; nie sa niezalezne, nie mozna argumentowac,
ze mozna wybrac¢ takie rézniczki, ze tylko, na przyktad, dx; jest r6zne od zera, a

pozostate zerem, wig¢c znikanie sumy (4.2) sprowadza si¢ do znikania poje-

dynczego sktadnika, czyli do znikania s—F i tak po kolei wszystkich pochod-
xl

nych czastkowych, co jest standardowym warunkiem koniecznym ekstremum
funkcji wielu zmiennych.

Wszystkie f r6zniczek nie jest niezaleznych, ale f— 1 jest! Wszak jest tylko
jeden na nie warunek liniowy. Wyliczmy z tego warunku jedna z r6zniczek (np.
pierwsza'):

oG
_ dx, 129 44
Zax " ox, (+4)

Jesli pierwsza rézniczka jest rozumiana jako wyrazenie (4.4), to na réz-
niczki o numerach od 2 do f nie ma zadnych ograniczen.

Wyrazmy liniowa czqéé przyrostu funkcji F przez niezalezne rozniczki:

oF G oF
dF ——dx = dx, /—+ ) —dx, =
ox, Z Bxl ;Bx ox, ,gax,- l
o)
JoF 9G ox,
= — dx, 4.5
2 oy, “ox, 3G [ @
ox,

! Za chwilg bedziemy potrzebowali, by 0G / 0x | bylo rézne od zera w punkcie ekstremum. Jesli przypadko-

wo pochodna ta miataby znika¢, wyr6znimy inng zmienna i wyrazimy jej rézniczke przez pozostale. Wszystkie
pochodne nie moga znika¢, w kazdym razie tozsamosciowo, bo G musiatoby by¢ stalq i nie okreslato by zadnej
podprzestrzeni.



W powyzszym wyrazeniu wszystkie f — 1 r6zniczek jest niezaleznych, wigc

warunek ekstremum oznacza, ze kazdy z nawiaséw (dla i = 2,3,...f) jest réwny

zZeru:
oF
oF dx, 0G
- =0 4.6
ox, aﬁaxi (46)
ox,

Rownan tych jest f — 1. Razem z rOwnaniem (4.1) mamy tyle rownan ile
trzeba dla znalezienia f wartos$ci zmiennych niezaleznych.

Réwnania (4.6) wygladaja 1 niezbyt elegancko i1 zasadzaja si¢ na nie znika-
niu pochodnej czastkowej po pierwszej zmiennej. Mozna im nada¢ znacznie
bardziej estetyczna postac, jesli wprowadzi¢ jeszcze jedna wielkoSC, a priori

nieznana, ktéra oznaczymy A i napiszemy dla niej réwnanie:

o
ox
A=—1 4.7
3G (4.7)
ox,
Naturalne jest przepisa¢ do rOwnanie w postaci:
B_F - B_G =0 (4.8)
ox, ox,
Wraz z definicja (4.7) gléwne rownania 4.6 (dla i = 2,3,...f) przyjmuja po-
stac:
B_F - B_G =0 4.9)
ox, ox,

Roéwnanie (4.8) to nic innego, jak rownanie (4.9) dla indeksu i = 1 wcze-
sniej wykluczonego. Lacznie z rOwnaniem (4.1) mamy ostatecznie f + 1 rOwnan
na f niewiadomych, ktérymi sa wspétrzedne ekstremum i wielko$¢ A . Réwnania
(4.1) 1 (4.9) stanowia rozwigzanie problemu ekstremum warunkowego. Réwna-

nia traktuja wszystkie wspotrzedne na réwnych prawach.



Wielko$¢ A, ktorej sens okreslony jest rOwnaniem (4.7), ale ktéra wy-
znaczmy z definicji tej nie korzystajac, nazywa si¢ mnoznikiem Lagrange’a.

Réwnanie (4.9) mozna tez uzyska¢ argumentujac odrobing inacze;j.

Dla rézniczek spelniajacych wiaz (4.2) (no i dla punktu x;°, w ktérym li-

czymy pochodne, bedacego ekstremum) spetnione sa dwa rownania niezaleznie

oG oF
D =0, Y Ly =0,
Zaxi ’ Zax,. ’

A zatem (dla r6zniczek spetniajacych wiaz, a wigc liniowo zaleznych), toz-

samosciowo ze wzgledu na A, spetnione jest réwnanie:

oF oG

—dx. —AY —dx, =0=
Zax,. ’ Zaxi l

d d d d d d (10
_[9F _, 9G dx, + 9oF _, 96 dx, +--- OF 5 9G dx,

ox, ox, ox, ox, ox ox,

Rozniczki nie sa niezalezne, ale f — 1 sposrdd nich jest! Mozemy wigc w
szczegolnosci potozy¢ wszystkie rozniczki o wskazniku od 3 do f rowne 0, dx,
réozne od zera. Mamy:

OF 396 gy, 4| 2F 399 |y, =0 (4.11)
ox,  ox ox,  ox,

Rézniczke dx; mozna by wylicza¢, ale nam si¢ nie chce! Ona jest jakas,
akurat tak wyrazona przez dx,, ze dwa cztony, jakie pozostaja tozsamosciowo,
(tj. niezaleznie od warto$ciA) skracaja si¢. O samych (teraz 2 ) nawiasach nic
madrego nie moge¢ powiedziec.

Skoro A moze by¢ czymkolwiek, to mozna w szczegdlnosci wybrac je tak,
by znikal pierwszy nawias. Znika na mocy wyboru mnoznika Lagrange’a, ktory
juz przestaje by¢ byle czym! Réwnanie (4.11) sprowadza si¢ teraz (juz dla
okre$lonegoA ) do réwnania:

[8F _ an:a(F—xG):

A
ox, ox, ox,

0 (4.12)



Zamiast wskaznika 2 mozemy wziac, z kolei wskaznik 3. Pierwszy nawias,
dla ustalonego juz A, ciagle jest zerem, a w miejsce rownania (4.12) dostaniemy
po kolei wszystkie rownania (4.9) dla ekstremum warunkowego.

To drugie rozumowanie tatwo jest teraz uogélni¢ na dowolng liczbe (byle
mniejsza od f ), warunkow dodatkowych. Przyktadowo, dla dwdéch:

dG,

dx, =0,
2o =0 2

tylko f — 2 r6zniczek mozna wybra¢ dowolnie. Pozostale 2 mozna wyzna-

J0G
2dx, =0 (4.13)
ox,

czy¢ rozwiazujac uktad powyzszych dwoch réwnan. POki rézniczki spelniaja
oba wigzy, w punkcie ekstremum, zachodzi tozsamosciowo dla dowolnych war-
tosci pary A,, A,
oG oG
3 4 0, Y e, -0, Y %2ax, =0-=
ox, ox, ox.

1

= — A —L_Q 7\‘1 —7\,2an

ox, ' ox, ? ox, ox, - ox, ox,

S 6 96 (oF a6, 36,
ox, ox, ox, ox ox, ox, |

oF _; %6 ai]dx1 + ( oF %G, ]dxz +  4.14)

Jesli zamiast cieszyC sig, ze oba mnozniki Lagrange’a moga by¢ dowolne, wy-
bierzemy konkretne 2 zerujace pierwsze dwa nawiasy (w punkcie ekstremum),
to pozostata suma (dla tych konkretnych) musi znika¢ juz dla dowolnych f — 2
pozostatych rézniczek, bo sa one przeciez niezalezne. Ich ustalenie (dowolne)
fiksuje pozostale 2 r6zniczki, ale nawiasy przy nich sa juz zerami.
Mamy wigc uktad rownan f:
Jd(F —-A,G, -A,G,)
ox,

1

0, (4.15)

uzupetniony rzecz jasna dwoma dalszymi: G,(x)=C,,G,(x)=C,

Ostatecznie dochodzimy do prostego algorytmu. Chcac znalez¢ ekstremum

warunkowe F przy warunkach

G, (x)=C,,G,(x)=C, -G (x)=C,, (4.16)



tworzymy funkcje:

F(x) =A,G,(x) = A,G, (%)= A,G,(x), (4.16)

w ktorej mnozniki Lagrange’a traktujemy jako state parametry 1 dla ktorej wypi-
sujemy zwykte warunki na ekstremum bezwarunkowe (to znaczy przyréwnu-
jemy do zera wszystkie pochodne czastkowe wzgledem f zmiennych niezalez-
nych.

Algorytm powyzszy nie zalezy od liczby zmiennych. Dla funkcjonatéw,
ktére mozna sobie wyobraza¢ jako graniczny przypadek funkcji nieskonczenie
wielu zmiennych, dziata to doktadnie tak samo!

Teraz juz mozemy wziaC si¢ za nasza krzywa lancuchowa. Warunkiem

rOwnowagi jest zwykte minimum energii potencjalnej grawitacji:
%J y(x)4/1+ y"*dx = min (4.17)
przy warunku ubocznym:

[J1+ydx=1 (4.18)

Mamy jeden warunek, zatem jeden mnoznik Lagrange’a. Nalezy wypisac

warunek minimum dla odpowiedniej r6znicy:
aj(y(x)—x) 1+ y2dx=0 (4.19)

Tworzymy calke pierwsza:

y,a(y—%a)\/,lﬂ —(y=Ml+y7 =C (4.20)
Y
(y —x)[—y ~y1+y” J =C #-21)
NIERS
~1
(y—x)[—}c 42)
1+ y”
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_(Y=M) 4.23
y (Cj (4.23)
x= dy2 _carch? b w24

(2 -

C
y=A+C cosh% (4.25)

Jesli poczatek uktadu wybierzemy tak, by wierzchotek odpowiadat warto-
sci x =0, to D = 0. Jesli ponadto, wspdtrzedna y mierzymy od poziomu zamo-

cowania:
A

czyli zadamy by: y(a)=0,t0 0=A+C cosh% 1 mamy:

y= C(cosh% —cosh %) (4.26)

Ostatnig stata, jaka pozostata wyznaczymy z warunku dtugosci nici (2/):

, .. X
=sinh —
Y C

) (4.27)
J.1/1+s1nh2 —dx = Csmh—
7 C

Przy danej dlugosci (2/) 1 rozstawieniu (2a), rOwnanie (4.27) trzeba roz-

wigza¢ numerycznie.



Dysponujac dzisiejszymi mozliwosciami, rozwigzywanie rOwnan prze-
stgpnych, to zaden problem. Czasami jednak potrzebny nam jest wzor ogdlny,
zachowanie asymptotyczne, czy tez akurat pod regka nie mamy komputera.

Réwnanie (4.27) daje dobra okazje do przedstawienia pewnej ogélnej me-
tody rozwigzywania rOwnan przestgpnych metoda kolejnych przyblizen. Przed
przejsciem do rozwazan numerycznych warto wprowadzi¢ wielkosci bezwymia-

rowe. Dzielac rownanie (4.27) przez a mamy:

la=Csinn® (4.28)
a C

Oznaczmy l/a symbolem d (dlugos¢ w jednostkach wartosci rozpigtosci
punktéw zawieszenia), a bezwymiarowa wielko$¢ niewiadoma symbolem x:
a/C =x (4.29)
Do rozwiazania mamy:
sinhx=x-d (4.30)
Funkcja sinhx/x jest monotonicznie rosnaca od 1 do nieskonczonosci, za-
tem im wigksze d, tym wigkszy pierwiastek x.
Gdy dlugos¢ (wzgledem rozpigtosci) niewiele przewyzsza wartos¢ 1,
rozwigzanie x jest male 1 wystarczy rozwina¢ sinus hiperboliczny zachowujac

dwa pierwsze wyrazy:

1
x+—-x"=x-d
6

x=4/6(d—-1)

Znajac x, mozemy odpowiedzie¢, w szczegblnosci, o ile obnizy si¢ Srodek

(4.40)

liny:

— y(0)=C(cosh(a/C)—-1) E%az /Czéaxza %(i—l) (4.41)

a
Gdy dlugos¢ liny staje si¢ ,,nieduze” par¢ razy wigksza od odleglosci
punktow zamocowania, rozwinig¢cie do dwoch wyrazow staje si¢ za mato do-

ktadne 1 formuty analitycznej nie ma pod reka.



Ciekawa sytuacja powstaje wtedy, gdy lina jest duzo dtuzsza od odstgpu
punktéw zawieszenia. Pojawia si¢ charakterystyczna metoda postgpowania z
rOwnaniami postaci x = f (x). W naszym przypadku piszemy:

x=Arsh(x-d) (4.42)

Dlaczego tak? To za chwilg stanie si¢ jasne. Rzecz w tym, ze dla dalekich
argumentow ( a x rosnie ze wzrostem d), pochodna funkcji Arsh(x) jest mata. W
znacznym obszarze wokol wlasciwej wartosci x prawa strona rdwnania pozosta-
je niewiele rézna (bo wolno si¢ zmienia) od wartosci wilasciwej. Inaczej mo-
wiac, ciag liczb:

x,, =Arsh(x, -d) (4.43)
stanowi zbiezny ciag przyblizen rozwiazania réwnania (4.42)

Dla ilustracji wezmg wartos¢ d = 10.

NestList [ArcSinh[10 #] &, x, 4]
{x, ArcSinh[10 x], ArcSinh[10ArcSinh[10x]],
ArcSinh[10 ArcSinh[10 ArcSinh[10x]]],
ArcSinh[10 ArcSinh[10 ArcSinh[10 ArcSinh[10x]]]]}

Widzimy jak dziata funkcja NestList. Tworzy doktadnie to co chcemy,
czyli ciag (4.43).
A teraz utworzmy taki ciag (nieco dtuzszy, ale juz liczbowy) zaczynajac

od ...77?7 no byle czego. Nawet od jakiej$ glupoty, powiedzmy 20:

NestList [ArcSinh[10 #] &, 20., 10]
{20., 5.99147, 4.78614, 4.56157, 4.51352,
4.50293, 4.50058, 4.50006, 4.49995, 4.49992, 4.49992}
Zupetnie bledny ,,guess” 20 (zamiast 4.5) juz po pierwszej iteracji jest
sprowadzony do ,,rozsadnych” granic, tj. 6, by w nast¢pnym kroku da¢ 4.79, po
czym juz 4.56 itd. Dziewiaty wyraz ciagu (4.49992) podstawiony do prawe;j

strony rownania daje to samo. Réwnanie jest wigc rozwigzane.



Mozna tatwo si¢ przekonac, ze btedy takiego ciagu przyblizen spadaja jak
postgp geometryczny o ilorazie rownym pochodnej funkcji f wystepujace] w

rOwnaniu. Pozornie rowne dobre do iteracji rOwnanie
|
X = E sinh x (4.44)

prowadzi na manowce, nawet gdy zaczng od doskonalego przyblizenia!!

NestList[0.1Sinh[#] &, 4.4999, 10]
{4.4999, 4.49985, 4.49963, 4.49864, 4.49417,
4.47415, 4.38544, 4.01304, 2.76483, 0.790665, 0.087566}

Gdy zaczng byle jak, program si¢ gniewa:

NestList[0.1Sinh[#] &, 10, 10]

{10, 1101.32, 9.94481123887x10%"®, overflow[],
Indeterminate, Indeterminate, Indeterminate,

Indeterminate, Indeterminate, Indeterminate, Indeterminate}

Pierwiastek rownania

x=f(x)

Jest tez pierwiastkiem rOwnania z funkcja odwrotna:

x=f7x)

Pochodna funkcji odwrotnej jest rOwna odwrotnosci pochodnej. Gdy
funkcja f jest szybko rosnaca (jak sinus hiperboliczny), czyli ma duza pochodna
w okolicach rozwiazania, to funkcja odwrotna ma pochodna matg. O czym

przekonalisSmy si¢ na przyktadzie.
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