Wyktad 5 (2+1)

Zajmiemy si¢ dzisiaj drganiami uktadéw o wielu, a w granicy nawet nieskonczenie wielu
stopni swobody.

Rozwazmy przyktad, sekwencji oscylatorow harmonicznych, sprze¢zonych ,,po sgsiedzku”,
tez sitami elastycznymi. Jedng z mozliwych realizacji moze by¢ kolekcja wahadet potaczo-

nych sprezynami:

Sprezyny sa nienapiete, gdy wahadta zwisaja pionowo. Ich wspétczynnik sprezystosci ozna-
czamy, jak zawsze, k.

Wspétrzedne oscylatoréw oznaczymy x; — mierzymy je od potozen rownowagi. Dla matych

drgan, energia potencjalna grawitacji, mierzona od potozenia najnizszego wynosi:
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mgl(1 — cos @) = >mglp? = = %mwox (1)

Wydtuzenie kazdej ze sprezyn rowne jest roznicy odchylen 2 mas doczepionych do jej kon-
cow. Stad energia potencjalna catosci wynosi:

1 1af-1
V= EZ{=1 mwgx;* + 52{:1 k(xi —x)% (2
Energia kinetyczna, to

T = %Zle mx;> (3)
Zauwazmy, ze wspolrzedne skrajnych oscylatorow wchodza do energii sprezystosci tylko
raz, gdy pozostale 2 razy. Dodanie po jednej sprezynie dodatkowej, przytwierdzonej do sta-
tego punktu, da nam inne zadanie. W swoim czasie zbadamy wptyw takiej zmiany tresci za-

dania, szczegllnie w granicy nieskonczenie wielu, nieskonczenie matych oscylatorow.

Wylaczamy w energii potencjalnej sk przed nawias i definiujemy parametr:
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Do zdiagonalizowania mamy macierz:




1+p -1 0 .. 0 0
-1 24p -1 .. 0 0
0 0 -1 P
P -1 2+ -1 0 ©®)
0 0 0 -1 2+pn -1
0 0 0 0 -1 1+up

Granica u=0 odpowiada sekwencji ,.koralikow” potgczonych sprezynkami. Po doczepieniu
jednej lub dwoch sprezynek na koncach dostaniemy uktad odpowiadajacy drganiom osrodka
cigglego w jednym wymiarze z takim badz innym warunkiem brzegowym. Takie ,,doczepie-
nie” sprowadza si¢ do zamiany jednej, lub obu jedynek w narozach macierzy na dwgjki.

Jezeli odejmiemy warto$¢ wiasng A, odejmie si¢ ona wszedzie od .

Teraz, powyzsza macierz, w ktérej zamiast u wpiszemy p-A dziatajac na kolumneg macierzy
ortogonalnej ma dac zero.

Dostajemy uktad rownan, w ktérym, oprocz pierwszego 1 ostatniego, wszystkie sg bardzo do
siebie podobne. Zawieraja zawsze trzy kolejne wyrazy. ROwnania skrajne muszg by¢ od-
mienne, nawet gdy dodamy sprezyny boczne.

Zostawiajac warunek spetnienia rownan skrajnych na potem, zajmijmy si¢ wszystkimi f— 2
rOwnaniami naraz.

W réwnaniach niewiadomymi sg kolumny macierzy U opisujacej drgania normalne. W da-
nym momencie zajmujemy si¢ jedng kolumng. Po to by nie komplikowa¢ pisowni, poming
numer kolumny, nazywajac wyznaczane niewiadome literami Uy, Uy, -+ Uy.

Roéwnanie o numerze n, bgdzie:
- n—1+(2+u_}\)Un_Un+1:0 6)

Jest to bardzo ciekawe rownanie. Nazywa si¢ je rOwnaniem rekurencyjnym — w skrocie reku-
rencjg. Ta jest rzgdu drugiego. Wyraza ona wprost wartos¢ kolejnego wyrazu jako kombina-
cje liniowg dwoch poprzednich wyrazéw ciggu:

Upe1 =2 +u—20Up — Uy (7)
Gdyby zna¢ pierwsze dwa wyrazy ciggu, wszystkie pozostate bylyby juz niemal jawnie wy-
znaczone. ,,Niemal” czyni niejaka r6znice. WolelibysSmy jawne wyrazenie ogélnego wyrazu
przez dwa pierwsze 1 (niewyznaczong jeszcze) warto$¢ wlasng.
Gdyby to osiagnac, to wstawiajac te ogdlne formuty do rownan skrajnych, dostalibySmy dwa
rOwnania (jednorodne) z dwiema niewiadomymi elementami, zawierajagce wartos¢ wlasng.
Dalej bytoby prosto.

Jest jasne, ze dzigki liniowosci rekurenciji, jesli jakis ciag jest jej rozwigzaniem, to pomnoze-
nie go przez statg daje nowe rozwigzanie. Jesli jakis inny cigg spetnia t¢ samg rekurencje, to



dodanie go (potaczone z pomnozeniem przez stalg) do pierwszego ciagu daje zndw ciag
spetniajacy rekurencje.

Jesli uda si¢ odgadna¢ dwa szczegdlne, niezerowe, rozwigzania rekurencji, to rozwigzaniem
najogolniejszym jest ich kombinacja liniowa. Wynika to z tego, ze dobierajac dwie stale w
kombinacji liniowej moge zapewni¢ zadane, prawdziwe wartosci U, 1 U,. Tak dookreslony
cigg jest tylko jeden, bo spetnianie rekurencji i warunku poczatkowego wyznacza cigg jed-
noznacznie.

Zamiast szuka¢ rozwigzan odpowiadajacych nieznikaniu tylko wyrazu pierwszego, albo tyl-
ko drugiego, szukamy byle jakiego rozwigzania, nie troszczac si¢ o warunek poczatkowy, 1
jesli tylko znajdziemy takie dwa, spelnimy warunek poczatkowy na koncu.

Nie trzeba wielkiej przenikliwosci, by zauwazy¢, ze wzorowym kandydatem na rozwigzanie
rekurencji liniowej ze statymi wspotczynnikami jest zaleznos¢ potegowa. Wstawiamy:

U, =r" ©))
Z nieokreslong, na razie, wartoscig r 1 patrzymy co bedzie:

"l = Q24+ p—rt—rn1 9)

Dzielimy réwnanie przez r~1 i dostajemy réwnanie kwadratowe.

r2=Q+u—-Nr—-1 (10)

Gdyby rekurencja zawierata 3 (lub wigcej) réznych kolejnych wyrazéw, to otrzymane w ten
sposob rownanie charakterystyczne bytoby réwnaniem trzeciego (itd.) stopnia posiadaja-
cym akurat tyle pierwiastkow, ile potrzeba rozwigzan szczegdlnych, by kombinacja liniowa
z nich utworzona mogta przyja¢ zadane wartosci dla kilku poczatkowych wyrazow ciagu,
tych ktore sg konieczne 1 wystarczajace, by jednoznacznie okresli¢ wszystkie dalsze. Sytu-
acja ta przypomina, wypisz wymaluj, sytuacj¢ w rownaniach rézniczkowych o stalych
wspotczynnikach.

Po to, by pierwiastki ,tadnie” si¢ daly zapisa¢ wprowadzmy oznaczenie:
2+ pu—A=2cosy (11)
r?2 —2cosyr+1=0 (12)

712 = cosy & /cosp? — 1 = etV (13)

W ten sposob znalezliSmy ogdlne rozwigzanie f — 2 ,,Srodkowych” réwnan na wektory wila-
sne:

Up,=Ae™ 4+ Be ¥ (14)



Do réwnania drugiego wchodzi nie tylko Us, ale tez U, 1 U,, wiec formuta powyzsza obo-
wigzuje wszystkie wspotrzedne kolumny, takze dla n =1,2.

MoglibySmy, rzecz jasna, rownie dobrze napisa¢ kombinacje liniowe sinusa 1 cosinusa, ale
na razie nie ma takiej potrzeby.

Przenikliwy stuchacz dostrzeze tu wkradajace si¢ fale harmoniczne. Ale o tym, potem

Na razie nie rozwigzalisSmy wszystkich rOwnan, ani nie wyznaczyliSmy wartosci wlasnych.
Musimy ,,pochyli¢ si¢” nad rownaniami skrajnymi:

(1 +.U_A)U1 = UZJ
(1+p—NU; = Up_, (15)

Ktére wobec (11) 1 (14) przyjmuja postac:
(e +e ™ —1)(Ae™ + Be™™) = (Ae*™ + Be™2W),
(e +e ™ —1)(AeV¥ + Be V) = (4e'U~D¥ + Be~IU-D¥)  (16)

Po zupelnie elementarnym uporzadkowaniu (bez koniecznosci pamigtania wzoréw trygono-
metrycznych!) dostajemy uktad dwoch rownan:

A(1—-e¥)+B(1—-e¥) =0,
AeTP(1—eW)+Be U¥(1—e ™) =0 (17)

Réwnania powyzsze majg niezerowe rozwigzania wtedy, gdy znika wyznacznik.

(1—-e¥)(1—e¥)(eU¥ —e¥) =0 (18)
4i(1 —cosy)sinfy =0 (19)
Katy, dla ktoérych sinus znika, to pm. Zatem, powinno byc¢:
fib=pm,
Y=p; p=012..(F = 1) (20)
Wartosci wiasne:
A=2+4+p—2cosy =p+ 4sin2% (21)
A czestosci wlasne
W} =£/1p =w§+%sin2%=w§+%sin22—: (22)

Wektory wlasne wyznaczymy konczac rozwigzywanie rownan (18) 1 (19). W rzeczywistosci,
tylko jedno z nich jest niezalezne. Szybciej do celu prowadzi rOwnanie (18):
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" _ _
_ ApelTp (el(n—%)lpp + e—z(n—%)lllp) = Ap COoS (n — %) wp =
= A, cos ( — %) pf—n (24)

Dla p = 0, czyli dla najnizszej czestosci wlasnej, amplituda jest stata, co odpowiada synchro-
nicznemu kotysaniu si¢ wszystkich wahadet z czgstoscia w, (pojedynczego wahadta). Im p
wieksze, tym czg$ciej zmienia si¢ znak amplitudy. Dla p = f wyrazenie na sktadowe wekto-
ra wlasnego znikajg — rzeczywiscie maksymalng mozliwg wartoscig jest p = f — 1. Cze-
stos¢ oscylacji osigga maksimum:

2

4k . (f-Or
wf_1=w§+;s 2 — =

2 4k 2T
in 27 —w0+mcos 2F (25)

2 1\ prt . , . .. .
Suma kwadratéw cos? (n — E) ~ moze by¢ policzona po roztozeniu cosinusa kwadrat na 2

1 cosinus podwojonego kata. Suma tych cosinusow moze by¢ obliczona jako suma postepu
geometrycznego:

f F-1
1\ 2pm pr
Zcos(n__>_=z(30$(2n+1)—=
- 2)F T L 7
n=1 n=0
1 int1)E iPr f-1 i ad i351—etﬁ?n
=Re) _,e F=Ree 7Y _ e 7 =Ree S ——mz=0 26)
1—ek7?

Zostaje suma owych potowek. Ostatecznie:

Upp = \ECOS (n — %) % dlap#01 \/} dla modu ,,zerowego”.  (27)

Poniewaz wsp6trzedne normalne oscylujg z wyliczonymi czestosciami, przeto rozwigzanie
ogolne problemu dane jest wyrazeniem:

f-1
o - ﬁ 0% cos(ant 4 60) + ﬁz 05 coswy  + 8o )e0s 7 (n=5) 9



Gdy f jest liczbg duza, a p niewielkg, zmiana numeru n o 1 czy 2 powoduje niewielka, quasi
ciagla, zmiang amplitudy oscylacji. Sytuacja ta odpowiada doktadnie fali stojace;.

Interesujgce moze by¢ zbadanie drgan sprezyny (czy sprezystego preta) zamocowanej z jed-
nego (albo dwoch) koncow. Na poszczegdlne elementy dziataja tylko sity od sgsiadow, usu-
wamy odrebne sity symbolizowane przez sznurki 1 grawitacje. Oznacza to potozenie wielko-
sci wy = 0. Zamocowanie z obu koncow realizujemy dodajac po jeszcze jednej sprezynie, co
doktada do macierzy potencjatu czlony x3 i x7.

Szczesliwie nie wptywa to na pierwszg czes¢ rachunku, tj. rozwigzanie rdwnania rekuren-
cyjnego. W parze rOwnan (16) musimy poming¢ jedynki:

(e + e W) (Ae™ + Be™™) = (Ae?™¥ + Be™2W),

(e™ + e ™) (Ae"V + Be V) = (Ae'U~D¥ 4 Be~iU~D¥) (29)
Po redukcji wyrazow podobnych rownania wychodzg duzo prostsze niz poprzednio:
A=-B (30)
AelU+DY — _pe-i(f+1y (31)
Co sprowadza si¢ do warunku:
sin(f+ Dy =0 (32)
Ktérego rozwigzaniem jest:
Y, = p— dlap=12,....f (33)

f+1

Wstawiajac (30) do (nadal obowigzujacego) rownania (14) dostajemy:

— [2gip MR
Unp—\/;smf+1 (34)

_k 4k o2 PT
= = +—sin 24D (35)

Petny opis ruchu:

fzp 1 Qpcos (2\/751n (Z(f 1))t + 50p)sm (36)

Jest to tez fala stojaca, ktorej amplituda zanika przy koncach.




Zbadane ostatnio uklady punktéw materialnych pozwalaja, po przejsciu do
granicy, opisa¢ drgania (podluzne) osrodka cigglego, np. preta, czy stupa
powietrza. Maly fragment pre¢ta ma i mase i energi¢ sprezysta.

S Al SE SE
F=Sp=SE—=kAl > k=""=
L P=o8T = Lt
I,m m=pSl=pSL/ f

Dla preta zamocowanego na koncach skorzystamy z rozwigzania z ,,bocznymi
sprezynkami’:

_ |2 o PNz
xn—\/;ng Smf+1

Transformacja odwrotna

_ |2 . DT
Qp—\/;zn:xn Smf+1

Petna zalezno$¢ potozen od czasu:

2 k . pr . pnrx;
xn:\/;zp:Qgcos 2\/5131n(mj+52 .Smf+1

n




Przejscie od koralikéw do osrodka ciaglego

4SE f >
pie LIf oo PE zyz_zg_ m'c’
T 2(f+1) P P

Zamiast wskazywa¢ miejsce drgajgce numerem n, musimy wymysle¢ cos innego.
Uzyjemy wspotrzednej ,,miejsca” na precie w potozeniu rownowagi. Oznaczmy jg z.

_n,
f

x(z,t) = ZQ (1) sm—ﬂ-z

\/7236 -sin ll’l

W powyzszych formutach przej$cie do granicy nie jest zrazu oczy wiste.
Ale tez ,,normalizacja” zmiennych Q oznaczajaca iz

T:Z%QZ

Jest nienaturalna dla problemu cigglego. Zdefiniujmy nowe zmienne Qi tak, by byto:

czyli

0, =Img, =V £

gdzie M jest masg catego preta.



Z nowymi wspotrzednymi normalnymi, jest juz lepie;j!
2 ~ . (pZ
X\Z)=4|— -SIN| —Z
()= Y ;Q,, ( . j
5 |~ |25 sin| PF
Qp\/;—\/;;xn 81n(f+1nJ
- MY, sm(PL” j
[Aag L
=A2M Z— sm(pLﬂ j ZLM IX(Z)Sin(p—ZZ Zde

0
2 ~() C 0 . Z
x(z,t :1/— cos| 27 t+0. |-sin| 20—
(2.1) M ZP:QP ( 2L/ p pj ( 2L/pj

A
2L/ p= A dlugos¢ fali L= P E P liczba pototéw

cos(27[£tj : sin(27z Ej =

A A

% . sin(%[ (ct+ Z)j - % - sin(%[ (et~ Z)j

dwie fale biegnace




Lagranzian struny

T:%Z _Z Sdz (ax(z t)j _.[S (ax(z t)) .

—=F— F = dZ:@Adz:k=E—S
S [ dz

_LES (pgp - LES

=5 s Ed—Z(X(ZerZ) x(z)) = 5 (

0x(z, t))
0z

o (x(zDY  ES(dx(z,n)Y
L= 2(5/)( ot ) 2( 0z Udz

ot x| L 0x(zn)Y _
0_5”2(( ot j U deZdt_

=_H (Gx(z t)j(aé}c(z ) Cz(éx(z,t)j(éé}c(z,t)) o =
ot ot 0z 0z

(po scalkowaniu przez czesci)

__” 9’ x(z 1)) o 9’x(z,0) Se(z.1)dzds
dz° ’

2 2
Dostajemy réwnanie falowe: J X(Z’t) _C2 Jd X(Z’t) =0
or’ ot’

Znamy jego rozwigzanie ogolne:

x(z,t)=f(z—ct)+ g(z+ct)
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