Wyktad 7

Zwykta predkos¢ ma jedng (wprawdzie tylko w teorii nierelatywistycznej) przy-
jemng ceche. Gdy sa dwa uktady we wzglednym ruchu (postepowym), to pred-
kos¢ ciala wzgledem ,pierwszego” powstaje z sumowania predkosci ciata
wzgledem uktadu drugiego 1 predkosci drugiego wzgledem pierwszego.

Nie jest to — jak czasami piszg w podrecznikach elementarnych spowodowane
tym, ze ,,predkosci sg wektorami, a wektory si¢ dodajg”. Wiemy wszak, ze w
STW, predkosci sg tez trojwymiarowymi wektorami, a mimo to ,,sktadajg” sie
inaczej niz przez proste dodanie.

W tej sytuacji, po predkosciach katowych mozna spodziewac si¢ wszystkiego
najgorszego.

I tu mam dla Panstwa dobra wiadomos¢. Jest prosciej niz by mozna oczekiwac.

Gdy bytem studentem, nie za bardzo docieraly do mnie argumenty oparte na ry-
sunkach. Gdy poznatem dowdd analityczny uwierzytem, ze predkosci katowe
(obrotu bryty i obrotu posredniego uktadu odniesienia, lub inaczej predkosci
wzgledne trzech uktadéw) rzeczywiscie si¢ dodaja.

A oto dowdd. By jak najmniej si¢ nameczy¢ z pisaniem zastosujmy notacj¢ ma-
cierzowa. Antysymetryczna macierz predkosci katowej to (przypomnijmy '):
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Gdy s3 trzy uktady: nieruchomy (nr 1), posredni (nr 2) i bryty (nr 3), to
C3—>1(t) — C2—>1(t)c3—>2(t) (71)

ijk wk

"' W stosunku do koficéwki poprzedniego wyktadu zmieniam znak definicyjny tensora predkosci katowej. Od-
powiednie poprawki naniostem w wyktadzie 6. Jest nieco wygodniej zapamigtac kolejno$¢ indeksow.
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Wstawiamy do wzoru definicyjnego, wczes$niej rézniczkujgc i pamietajac, ze
transpozycja iloczynu macierzy jest iloczynem macierzy transponowanych w
odwrotnej kolejnosci® :
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Z. drugiego wyrazu w nawiasie (dzigki spotkaniu macierzy (3->2) z jej transpo-
nowang kopia, co si¢ ,,anihiluje”) dostajemy wprost w?™t, Drugi wyraz to
doktadnie wspoirzedne tensora predkosci katowej (3->2) przeliczone do tej sa-

mej bazy uktadu 1 w ktérej dany jest pierwszy sktadnik.

Predkosci katowe (tensory, jak wyzej, a wigc 1 wektory) zwyczajnie si¢ doda-
ja!
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O=ko+k'y+wd (7.3)
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Szalenie przydatne okazg si¢ wspotrzedne wektora predkosci katowej w
uktadzie bryty. W celu ich wyznaczenia potrzebne sg nam iloczyny skalarne
wektorow wystepujacych w wyrazeniu na predkos¢ katowa z wersorami osi

x’,y’,z_’;‘_’ -
kk”=cos?} wk' =0
ki =sin ﬁcos(% —y) Wi =cos(y) (7.4)
= . - /A
k j =sindcos(y) wj = COS(E + )
=k@+k yr+wd

w, = @sindsiny + cosy,
w, = Psindcosy — Vsiny, (7.5)
@y =Y +@cost

Przypomnijmy sobie twierdzenie z dynamiki punktow materialnych:
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A. Punkt unieruchomiony w uktadzie inercjalnym — wsrod sit F; jest sita
reakcji w punkcie zamocowania, ktéra nie daje wktadu do calkowitego

momentu sit.

Ntot :Z;‘;XF;’ :Z;‘;XF;’ZMHC +OXFReakcji (78)
i i

B. Ciato swobodne — opfaca sie, za cen¢ sit bezwladnosci, umiesci¢ srodek
uktadu w punkcie zwigzanym z brylg, koniecznie w Srodku masy. Teraz
moment sil bezwladnos$ci (zalezny od przyspieszenia srodka masy) znika i
rOwnanie ruchu obrotowego jest znow odseparowane od rOwnania ruchu

postepowego.

N7 _ - ~ — — prawdziwe = _
Nyo= Y ixE = Y rx(Freme - m i)
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_ Z;’; . ﬁiprawdziwe,znane _ Zmz’_’; X (I_é) (7.9)
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Moment pedu bryty

Iab = Zmi(FiZgab o x;xli)) —
— Zmi(xéxé L —X.X,) (7.11)

J =10, (7.12)

Zblizamy si¢ do napisania rownan ruchu, ale 1, zaleza od orientacji bryty. Idac
za Eulerem, pozbgdziemy si¢ tego!

Roéwnanie powyzsze jest tensorowe. Tak jak si¢ ono nam pojawito, zawiera
wspotrzedne wzglegdem uktadu z (co najmniej) osiami réwnoleglymi do osi
uktadu inercjalnego. Jest tez prawdziwe, wzgledem uktadu bryty!
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Wzgledem bryty wspétrzedne 1, sa niezalezne od czasu! Wspétrzedne predko-
sci katowej na osi bryly mamy policzone! Ale w roéwnaniu bilansu momentu
pedu wystepuje pochodna wektora momentu pedu, ktéra tatwo si¢ wyraza
przez pochodne wsp6trzednych, niestety, w uktadzie inercjalnym!

d - . d

—J=Jge

=—Je =Je +JE = (7.13)
d dr

~J+@dxJ =N (7.14)

Teraz powyzsze rOwnanie mozemy zapisa¢ we wspotrzednych uktadu bryty:

I'aw,+e, @l o =N (7.15)

m-np~’p a

Juz jest prawie dobrze! Wspoétrzedne tensora bezwtadnosci (6 liczb) sg statymi —
w zaleznosci od tego jak moment sity zalezy od katéw Eulera 1 predkosci, po-
wyzszy ukiad jest uktadem trzech réwnan rzedu drugiego na katy Eulera. W
przypadku szczeg6lnym, momentu sity zaleznego tylko od predkosci Katowych,
jest to wrecz uktad 3 rownan 1- go rzedu na predkosci katowe.

W rzeczywistos$ci uktad powyzszy w oczywisty spos6b mozna jeszcze uproscic.

Zacznijmy od bryly o rozkladzie masy majagcym symetri¢ obrotowg (wokot osi z
przechodzacej przez punkt unieruchomiony). Wtedy elementy niediagonalne
tensora bezwladnosci

I, = —Zmix;x,i (7.16)

Zawieraja pierwszg potege albo wspotrzednej x, albo y (albo razem z wspot-
rzedng z, albo x oraz y ze sobg). Kazdemu punktowi odpowiada punkt obrécony
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o 180° czyli o przeciwnych wartosciach x oraz y. Oznacza to redukowanie si¢
czlonow xz (oraz yz) od takich ,,blizniaczych” punktow. Moment ,.dewiacji” xy
tez znika, bo, z kolei, punkt obrécony o 90° ma y takie jakie (- x ) miat pierwszy
punkt, a x ma takie jak y tamtego punktu. W przypadku symetrii zamiast 6 pa-
rametrow mamy tylko 2, a macierz tensora / jest diagonalna.

W rzeczywisto$ci, dla brylty dowolnie nieregularnej, istnieje taki wybor osi
zwigzanych z cialem, ze tensor bezwladnosci staje si¢ diagonalny.

I'=clc™!

c=cl” (7.17)
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l,c0=cul,, = Cabl(d)5b(d) = Ca(d)l(d)

I coar =1 Catar (7.18)

& =c @ (7.19)
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Rownania Eulera

I a) +a) (U (I” I”) N” (7.21a)
L&, + w,w/(I'—1;)=N, (7.21b)

L +waw,(I,—1)=N (7.21c)

Klasycznym, pierwszym przyktadem na wykorzystanie tych rownan jest zbada-
nie ruchu bgk swobodnego, symetrycznego. Symetria nie tylko uwalnia nas od
koniecznosci diagonalizacji macierzy tensora bezwiladnosci, ale mowi tez, ze
obie warto$ci wlasne prostopadte do osi symetrii sa réwne”:

I,=1, I,=1=1, (7.22)

' W dalszym ciggu wracam do oznaczen z jednym ,,primem”, rozumiejac, ze jest to uktad osi gtéwnych brylty.
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Szczegllnie upraszcza si¢ rownanie dla sktadowej predkosci katowej wzdtuz osi
symetrii!:

1.0, + 0w, =00, =w,, (7.23)

Pociaga to, z kolei, niestychane uproszczenie pozostatych dwéch réwnan, ktére
nagle stajg si¢ liniowe.

I &+ w;w(;z»(lu -1,)=0 (7.24)

[ a+da,I, —1)=0 (7.25)

To jest bardzo charakterystyczny uktad réwnan. NatkneliSmy si¢ na niego na
samym poczatku w ubieglym roku, przy badaniu oscylatora harmonicznego 1
nieco pdzniej przy badaniu ruchu w polu magnetycznym.

Oznaczajac: (I I )
o=—""+ a, (7.26)
IJ_

: Y / VA -/ 2 7

@ =—od, W =—0wW, =—"a (777

W, = oW,
Czyli:

o =-a’ o, (7.28)



Pelne rozwigzanie dla predkosci katowych:

,’ Ill _IJ_ ’ 5
W, = Ccos(l— Wy, t+0) (7.29)

1

’/ -/ _ . III B I_L ’
W, =—0/la= Csm(l— w,t+0) (7.30)
L
W, = @, (7.31)

Koniec wektora predkosci katowej zatacza okrag wzdtuz ,,rownoleznika”. Okres
obiegu wynosi:

2 2 I,
4 Wy IJ__III

T

(7.32)

Il

Dla Ziemi 1 ~ 300 zas
9
1 1 1 I W3

, to po prostu doba (gdyz okrag

precesji jest Smiesznie maly w poréwnaniu z Ziemig — zaledwie 4m). Wynikato-
by z tego, ze biegun kinematyczny powinien zatacza¢ okrag wokot osi gtowne;j
(,,bieguna bezwladnosci”) z okresem ok. 300 dni. Jest to tzw. okres Euler
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Droga konca predkosci katowej w bryle nosi nazwe polhodii. Dla baka symetrycznego
swobodnego jest to okrag otaczajacy o$ symetrii bryty, zakreslany ze stalg predkoscia.
Wektor, calg swa dlugosciag zamiata stozek polhodii. W tym wypadku jest to stozek
kotowy.

A jak sam bak wedruje w przestrzeni?

A takze: jak w przestrzeni wedruje predkos¢ katowa?

—

J = const

Wybor k - j = ]2]
2 JJ; _ Ilf)é _ Iuj)ég — const

O$ symetrii zakresla stozek, zwany stozkiem precesj.
o = ¢sind siny + & cosy,  (7.33)
@, = ¢sindd, cosy — & siny,  (7.34)
@, =Y + @cost, (7.35)

Stato$¢ kata  szalenie upraszcza sprawe!
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I/
~ @, t+0)

tan iy = —- = cot(
0)2 I_L
L-1, T
W =— Wy, t+(——0)
[, 2
W:IJ__IIIG)/ = = 1 W
I, . costh I, .

Pozwala to wyrazi¢ predkos¢ katowa w wygodnej postaci:
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Do rozwigzania wchodzg dwie istotne state: kat § i sktadowa predkosci katowe;j
w'y3 Wyobrazmy sobie, ze w chwili poczatkowej ,,zakr¢camy” baka z predko-
Scig katowa ® wokot osi tworzacej z osig symetrii kgt B. Maja one jasny sens i
nie s3 niczym ograniczone.

Dalszy wyglad ruchu zalezy od tego, czy moment bezwladnosci wokodt osi sy-
metrii jest mniejszy (cygaro) niz moment wokot ktorejs z osi prostopadtych, czy
tez wigkszy (,,nalesnik™).

W tym pierwszym przypadku sktadowa prostopadta poczatkowej predkosci ka-
towej mnozona jest przez wigksza liczbe niz sktadowa pozioma i wektor mo-
mentu pedu odchyla si¢ od osi symetrii bryty bardziej niz predkos¢ katowa. Sy-
tuacja taka jest na powyzszym rysunku.

Wektory 5), k , Oraz k ,, zgodnie z wzorem (7.36) pozostaja stale w jed

—

nej ptaszczyznie, przy czym wektor  [jest staty w przestrzeni.

Wektory @ oraz k /muszq pozostawac na stozkach o osi pokrywajacej si¢
ze stalym w czasie wektorem momentu pedu. Stozek, po ktorym rOwnomiernie
(bo kat ¢ rosnie liniowo z czasem) przemieszcza si¢ chwilowa o$ obrotu nazywa
si¢ stozkiem herpolhodii - niebieski).

Kat pomigdzy predkoscig katowa a osig symetrii tez pozostaje staly. W uk ladzie
bryty predkos¢ katowa porusza si¢ po stozku polhodii (zielony). Ruch jest iden-
tyczny z rOwnomiernym toczeniem bez poslizgu stozka polhodii (sztywno zwig-
zanego z bryla) po stozku herpolhodii nieruchomym w przestrzeni. OS§ symetrii
zatacza stozek precesji zaznaczony na zoétto.

Dla bryly typu ,,nalesnik” wektor momentu pedu jest blizej osi symetrii bryty
niz nadana bryle w chwili poczatkowej predkos¢ katowa. Powoduje to dosc
oczywiste zmiany. Stozek herpolhodii lezy teraz nie zewnatrz stozka polhodii, a
wewnatrz. Ruch bryty jest identyczny z ruchem lejka toczacego si¢ wewnetrzng
strong po wezszym stozku nieruchomym w przestrzeni:
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Gdy moment bezwtadnos$ci wokét osi tylko nieznacznie przewyzsza moment
wokot osi prostopadtej do osi, kat ) tylko nieznacznie jest mniejszy od kata J3,
wiec stozek herpolhodii jest bardzo chudy. Ruch bardzo nieznacznie odbiega od
ruchu wokot ustalonej osi, ale w samej bryle, chwilowa o$ obrotu wedruje (wol-
no, bo wolno) po okregu o dowolnie duzym promieniu.

Ziemia ma bardzo niewiele r6znigce si¢ momenty bezwtadnosci. Jej chwilowa
oS obrotu zatacza koétka o promieniu rzedu 1 cm wzgledem gwiazd. Na po-
wierzchni Ziemi, kotko jest kilkaset razy wigksze, ale 1 tak jest to zaledwie pare
metrow. Zreszta ,,kotko”, to okreslenie znacznie na wyrost. Na precesje Eulera
naktadajg si¢ zmiany rozktadu masy zwigzane, chocby, ze zjawiskami klima-
tycznymi, co powoduje, ze Ziemia nie jest zbyt doskonatym przyktadem bryty
sztywnej.
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