Elektrodynamika z elementami
teori pola

Wyktad 1
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Rozklad ciggly: E= I j j

A) Zmudne liczenie mozna czasami zastapi¢ sprytem

B) Nie zawsze rozklad tadunku z géry znany — on si¢ ustala dazac do rownowagi.

7. powyzszych powoddéw, a takze ze wzgledu na koniecznos$¢ uogdlnien, pozornie zakonczone
zadanie wymaga dalszej analizy wtasnosci pola E.




Przyciaganie jabtka przez rozciagta Ziemig¢ — trudny problem dla Newtona. W koncu scatkowat.

150 lat p6zniej Gauss wpadt na genialng sztuczke. Sztuczka dziata tylko dla potegi dokladnie2 w prawie
oddzialywania. Juz samo to daje nadziejg, ze oba prawa odwrotnych kwadratow maja uzasadnienie w
pogiebionej teorii. Wspotczesne teorie pola wigza owe 2 z wymiarem czasoprzestrzeni. W czasoprzestrzent,
np.. S-wymiarowej bytoby n=5-2=3. Taka sita nie wystarczylaby ani do utrzymania planet na orbitach, ani
nie wystarczytaby do utworzenia atomow. Czasoprzestrzen jest 4-wymiarowa, a wyktadnik w prawach
Newtona 1 Coulomba musi wynosi¢ 2 jesli zycie ma istnie¢ i jesli ma istnie¢ ktos$ stawiajacy takie pytania.

ds, (2)

dAS(HE1) =dS |, (2)E(2) =dS(2)E(2)cos(a) = dS(2)E(2)ii(2)

ﬁﬁé(z)dS(z) = ﬁEa)dS(l) —amr? 2 _ = O
de,r- €,

Gdy tadunek lezy na zewnatrz. Kazdy stozek przecina powierzchni¢
dwa razy, a wktady si¢ kasuja . Z powodu superpozycji, dla wielu tadunkow
strumien jest suma tadunkéw objetych powierzchnia. Dla rozktadu ciagtego:
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Ale pole, ktore jest gradientem, ma znikajaca rotacjg: rot E’ =0

Z twierdzenia Stokesa: ﬁ ﬁrotEdS — § E’dj —
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Linie sit — namiastka analizy wektorowej (samouk Faraday).

Dzigki doktadnie 2 potedze, linie sit pola elektrostatycznego E‘ ani si¢ nie urywaja, ani zaczynaja,
gdziekolwiek indziej niz na tadunku elektrycznym.

Twierdzenie o jednoznacznosci

Wersja ,,uboga”. Gdyby dwa r6zne pola miaty te same wartosci krazenia 1 strumienia, ich r6znica
musiataby mie¢ krazenie 1 strumien zero. Linie pola nie moglyby si¢ zaczyna¢, ani konczyc.
Musiatyby si¢ zamykac.

Krazenie po takim konturze hipotetycznej réznicy bytoby wigc rézne od zera, wbrew zalozeniu.
Ro6znica ta musi tozsamosciowo znikac.

Wersja ,,bogata”. Znéw zaktadamy istnienie dwoch pol 1 tworzymy réznicg. Jej rotacja znika,
zatem roznica ta, u, jest potencjalna i spelnia rownanie Laplace’a.

0=divVu
diviuVu)=Vu) - (Vu)+udiviVu) = (Vu) - (Vu) = (Vu )?



[[[Vu)*av = [[[diveu Vu)dv = ffu iV uds

Rownanie Poissona w skonczonej objetosci

Czy moga by¢ 2 r6zne rozwiazania? Jaki warunek ujednoznacznia?

Powyzsza tozsamos¢ daje odpowiedz. Wielkos¢ u, czyli r6znica dwoch rozwiazan znika, gdy albo:
A) Rozwiazania na brzegu przyjmowac musza wspolng wartos¢. Wtedy na brzegu u=0

B) Sktadowe normalne pola na brzegu przyjmuja zadang wartos¢. Wtedy na brzegu iVu=0

C) Na czesci brzegu potencjat, na pozostatej sktfadowa normalna pola przyjmuje zadana wartosc.

A — zagadnienie Dirichleta
B — zagadnienie Neumana

C — zagadnienie brzegowe mieszane.



Przewodniki

W elektrostatyce, przewodniki dostarczaja warunku brzegowego. Z definicji, w przewodniku nie moze
istnie¢ pole statyczne — wywolywatoby ono statyczny prad, mimo dyssypacji zwiazanej z jego
przeptywem. Ladunki przewodnika cze¢sciowo si¢ rozdzielaja i tak si¢ dtugo (raczej, w naszej ludzkie;j
skali czasu, krotko!) przegrupowuja az pole od tych tadunkéw zniesie kompletnie pole od tadunkéw
zewnetrznych. Pole elektryczne wewnatrz jest rOwne zeru,a potencjat staty.

W szczegdlnosci, doprowadzajac do réznych przewodnikow koncowki okreslonych zrédet pradu,
mozemy wartosci potencjalu zadawac z gory. Znajomosc¢ tego potencjatu wystarcza do wyznaczenia
pola w zadanym obszarze, mimo braku wiedzy o rozmieszczeniu tadunkow poza tym obszarem.

Funkcja Greena dla zagadnienia Dirichleta

Jesli dla jakiego$ obszaru geometrycznego rozwiazemy jedno szczegllne zagadnienie elektrostatyki,
mozemy za pomoca tego rozwiazania, wyrazi¢ rozwiazanie zadania najogodlniejszego (dla danego
obszaru) za pomoca kwadratury (czyli catkowania).

Tym szczegdlnym zadaniem jest potencjat od tadunku jednostkowego (doktadnie;j Qle, =1
umieszczonego w dowolnym punkcie obszaru, ktérego brzeg ma potencjat zero (jest uziemiony).
Rozwiazanie to, nazywa si¢ funkcja Greena (zagadnienia Dirichleta):

AG(F,F') = —8(F — 7"
GGFeX,7)=0



Jawna postac¢ funkcji Greena daje si¢ wyznaczy¢ jedynie w przypadkach szczegdlnych, o wysokiej
symetrii. Wypracowano wiele metod — metoda obrazéw, metoda rozwini¢¢ na funkcje wtasne, metoda
przeksztatcen konforemnych. Na ¢wiczeniach poznamy charakterystyczne przyktady.

Konstrukcja rozwigzania ogolnego
Lemat:  G(%,5) = G(5,%)
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Podstawmy:
d(r) =G(r, x),
¥(r)=G(,y)
AD(F) = AG(F,X) = —0(r — X),
A¥(7) = AG(F,5) = — S(7 — 7) Delty pozwalaja wykona¢ catkowanie 1 dostajemy:
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Teraz do tej tozsamosci wstawimy za jedng z funkcji poszukiwane rozwigzanie, za druga funkcje Greena
(w tozsamosci, jako zmienna catkowania stuzy teraz zmiennar' ):

D=0
Y(r')Y=G(r',r)
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Wykonujemy catkowanie z delta, korzystamy ze znikania funkcji Greena na brzegu uzyskujac:
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Dla rozwigzania znikajacego na brzegu, powinnismy dosta¢ po prostu superpozycj¢ funkcji Greena,
catkowang po polozeniach tadunku, a nie punktu obserwacji!!! Na szczescie G jest symetryczna!
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Zal6zmy, ze ptaszczyzna ma potencjal zmienny wzdtuz osi x, a niezalezny od y.

o(x', y',0) = o(x')

d y 1
Poniewaz — = Calkowanie po vy jest natychmiastowe:
dy(\/yTJ ([ va) po IR
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Rozwiazanie jest w tym przypadku zalezne od x 1 od z
(P(X' )dx|
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Przypusémy, ze lewa potowa ptaszczyzny ma potencjat o > aprawa jest uziemiona.
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