
Analiza niepewno±ci pomiarowych

Andrzej Majhofer

1 Plan wykªadu

� Wprowadzenie. Polecana literatura

� Charakterystyki zbiorów danych liczbowych: ±rednia, ±rednie
odchylenie kwadratowe (dyspersja rozkªadu). Gra�czna
prezentacja i analiza danych (histogram).

� De�nicje: pomiar, bª¡d pomiaru, niepewno±¢ pomiaru.
Klasy�kacja: bª¡d gruby, bª¡d przypadkowy,
bª¡d systematyczny.

� Elementy rachunku prawdopodobie«stwa i statystyki
matematycznej.

� Skªadowa przypadkowa niepewno±ci pomiaru (bª¡d przypadkowy).
Ocena parametrów rozkªadu bª¦du przypadkowego.
Uwzgl¦dnienie dokªadno±ci przyrz¡dów. Wynik ko«cowy i niepewno±¢
bezpo±redniego pomiaru pojedynczej wielko±ci �zycznej.

� Pomiar po±redni i propagacja niepewno±ci.

� Dopasowanie zale»no±ci funkcyjnej do danych pomiarowych.

� Statystyczne metody testowania hipotez.

� Eliminacja wpªywu efektów systematycznych i wprowadzanie poprawek.

� Dobra praktyka laboratoryjna.

� Publikacja wyników: publikacja w czasopi±mie naukowym,
raport laboratoryjny...
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4 Charakterystyki zbiorów danych liczbowych

Dla zbioru danych (peªna populacja):

i→ xi, i = 1, 2, · · · , N

de�niujemy

±redni¡:

x̄ =
1

N

i=N∑
i=1

xi,

inaczej:

x̄ =
1

N
(x1 + x2 + x3 + · · · + xN);

±rednie odchylenie kwadratowe:

σ2 =
1

N

i=N∑
i=1

(xi − x̄)2;

wielko±¢ σ :=
√
σ2 nazywana jest te» dyspersj¡ rozkªadu;

median¦:

Mediana jest to liczba dziel¡ca uporz¡dkowany zbiór warto±ci xi
na dwa równoliczne podzbiory (na ogóª nie jest okre±lona
jednoznacznie). Gdy liczba N danych warto±ci xi jest parzysta,
cz¦sto przyjmuje si¦ dodatkowo, »e mediana równa jest ±redniej
arytmetycznej xN/2 i x1+N/2.
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5 Bezpo±edni pomiar pojedynczej wielko±ci �zycznej

Pomiar → porównanie z wzorcem

�ródªa odchylenia wyniku od warto±ci dokªadnej:

� metoda pomiaru;

� wyst¡pienie bª¦dów grubych i systematycznych;

� sposób post¦powania → ustalenie i kontrolowanie warunków
pomiaru;

� jako±¢ przyrz¡dów → �odtwarzania wzorca�.

De�nicja:

bª¡d pomiaru = warto±¢ zmierzona � warto±¢ dokªadna
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Gªówne typy odchyle« od warto±ci dokªadnej (bª¦dy):

� bª¡d gruby:

pomyªka zapisu, ¹le odczytany zakres miernika, zmierzenie
nie tej wielko±ci co trzeba, awaria aparatury (np. przerwy
w zasilaniu....);

unikanie i eliminowanie bª¦dów grubych: staranno±¢
post¦powania i szczegóªowe dokumentowanie przebiegu
pomiaru;

� bª¡d systematyczny:

odchylenie wyniku od warto±ci dokªadnej maj¡ce t¦ sam¡
warto±¢ przy powtarzaniu pomiaru w tych samych warunkach
(np. temperatura otoczenia ró»na od temperatury kalibracji
przyrz¡dów, bª¡d wskaza« miernika....);

ocena wielko±ci bª¦du systematycznego: mo»liwa tylko
poprzez wykonywanie pomiarów ró»nymi metodami lub
poprzez badanie zale»no±ci wyniku od zmian warunków
wykonywania pomiarów (→ wprowadzenie poprawek);

� bª¡d przypadkowy:

odchylenie wyniku pomiaru od warto±ci dokªadnej
przyjmuj¡ce ró»ne warto±ci podczas powtarzania pomiarów
w tych samych warunkach;

bª¦du przypadkowego nie mo»na caªkowicie wyeliminowa¢,
ale mo»na oceni¢ parametry rozkªadu pojawiaj¡cych si¦ warto±ci
odchyle« z nim zwi¡zanych → model matematyczny.
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Zaªo»enia matematycznego modelu bª¦du pomiaru:

Przyjmijmy oznaczenia:

� µ = warto±¢ dokªadna mierzonej wielko±ci

(zakªadamy, »e istnieje i jest jednoznacznie okre±lon¡,
mianowan¡ liczb¡ rzeczywist¡);

� x = wynik pomiaru

x = µ + ε

ε = bª¡d pomiaru

Nasze rozwa»ania rozpoczniemy od opisu bª¦dów przypadkowych
(zakªadamy, »e wyeliminowane s¡ bª¦dy grube i systematyczne):

� ε = bª¡d przypadkowy powstaje w wyniku zªo»enia dziaªania
bardzo wielu czynników niezale»nych, a ka»dy z tych czynników
daje bardzo maªy wkªad do odchylenia wyniku pomiaru od
warto±ci dokªadnej (b¦dziemy poszukiwali granicy, gdy liczba
czynników d¡»y do nieskoczono±ci, a wkªad ka»dego z nich d¡»y
do zera);

� do opisu bª¦dów przypadkowych posªu»ymy si¦ rachunkiem
prawdopodobie«stwa.
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Prawdopodobie«stwo w j¦zyku potocznym rozumiane
bywa jako:

� miara naszej niewiedzy

� stopie« przekonania

� ±rednia cz¦sto±¢ wyst¦powania zjawiska w dªugiej serii
powtórze«.

Posªugiwanie si¦ �intuicyjnym� rozumieniem poj¦cia
prawdopodobie«stwa prowadzi do paradoksów, gdy próbujemy
wyznaczy¢ prawdopodobie«stwo zdarze« zªo»onych.

Dla unikni¦cia takich trudno±ci posªu»ymy si¦ aksjomatycznym
sformuowaniem teorii (rachunku) prawdopodobiestwa.

Analogia:

Rachunek prawdopodobie«stwa jest aksjomatyczn¡ teori¡
zdarze« przypadkowych (losowych) tak, jak

geometria euklidesowa jest aksjomatyczn¡ teori¡
�gur geometrycznych.

Obie s¡ niezale»ne od mo»liwych zastosowa«, chocia» mog¡ by¢
bardzo u»yteczne.
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6 Przypomnienie podstaw rachunku prawdopodobie«stwa

Niech:

Ω b¦dzie przestrzeni¡ zdarze«

Prawdopodobie«stwo:

Prawdopodobie«stwem nazywamy odwzorowanie:

Ω ⊃ A→ p(A) ∈ [0, 1] ,

speªniaj¡ce warunki:

1. A � zdarzenie pewne → p(A) = 1;

2. A � zdarzenie niemo»liwe → p(A) = 0;

3. Ω ⊃ A,B oraz A ∩B = ∅, to:

p(A ∪B) = p(A) + p(B).

De�nuje si¦ te»:

A′ = Ω\A, zdarzenie przeciwne do A:
p(A′) = 1− p(A).

W szczególno±ci: p(Ω) = 1, p(Ω′) = 0.
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Prawdopodobie«stwo warunkowe p(A|B)

Prawdopodobie«stwo zaj±cia zdarzenia A pod warunkiem zaj±cia
zdarzenia B, p(B) 6= 0:

p(A|B) =
p(A ∩B)

p(B)

Zdarzenia A i B s¡ niezale»ne, gdy:

p(A|B) = p(A)→ p(A ∩B) = p(A)p(B).

Uwaga: Gdy zde�niowana jest przestrze« zdarze« i okre±lone
zostaªo na niej prawdopodobiestwo p(·), to stwierdzenie, »e dane dwa
zdarzenia s¡ niezale»ne nast¦puje na podstawie wyniku oblicze«.
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Przykªad 1.

Rzucamy trzy razy symetryczn¡ monet¡. Ka»dy z mo»liwych
wyników (ci¡g reszek, R, i orªów, O) jest jednakowo prawdopodobny.
Czy wyrzucenie orªa w drugim rzucie (zdarzenie A) jest zdarzeniem
niezale»nym od wyrzucenia orªa w rzucie pierwszym (zdarzenie B)?

� Zaczynamy od zbudowania przestrzeni zdarze«:

Ω = {(O,O,O), (O,O,R), (O,R,O), (R,O,O),

(O,R,R), (R,O,R), (R,R,O), (R,R,R)}.

� Ka»de ze zdarze« wymienionych w de�nicji Ω jest jednakowo
prawdopodobne. Zdarze« jest 8, a wi¦c pradopodobie«stwo
ka»dego z nich wynosi 1/8.

� Okre±lamy prawdopodobie«stwo zdarzenia w pierwszym rzucie

orzeª. Zdarzenie to jest sum¡ (teoriomnogo±ciow¡) czterech
ró»nych zdarze« wymienionych w de�nicji Ω.

Mamy wi¦c:

P ((O, ·, ·)) = 4 · 1

8
=

1

2
=: P (B).

Analogicznie dla zdarzenia orzeª w drugim rzucie:

P ((·, O, ·)) = 4 · 1

8
=

1

2
=: P (A).
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Iloczyn zdarze« A i B to zdarzenie wyrzucenia orªa w pierwszym
i drugim rzucie � odpowiadaj¡ mu dwa zdarzenia w de�nicji Ω.
Otrzymujemy wi¦c:

P (A ∩B) = 2 · 1

8
=

1

4
.

Ostatecznie (P (B) 6= 0 ):

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

1

2
= P (A).

Wniosek: zdarzenia A i B s¡ niezale»ne.

Uwaga: Mo»na te» byªo post¡pi¢ odwrotnie � przyj¡¢,
»e kolejne rzuty s¡ zdarzeniami niezale»nymi, a w ka»dym rzucie
prawdopodobie«stwa wyrzucenia orªa i reszki s¡ sobie równe
i wynosz¡ 1/2. Takie zaªo»enie pozwala wyznaczy¢
prawdopodobie«stwo uzyskania ka»dego wyniku serii o dowolnej,
sko«czonej dªugo±ci.
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Przykªad 2. Próby Bernoulliego i rozkªad dwumianowy.

Uogólnijmy zagadnienie z Przykªadu 1. Wykonujemy seri¦
niezale»nych prób. W ka»dej z nich uzyskujemy sukces
z prawdopodobie«stwem p lub ponosimy pora»k¦
z prawdopodobie«stwem q � oczywi±cie mamy p + q = 1.

Jakie jest prawdopodobie«stwo uzyskania dokªadnie k
sukcesów w ci¡gu n takich prób?

� Prawdopodobi«estwo uzyskania zadanego ci¡gu sukcesów
i pora»ek równe jest (na podstawie zaªo»enia o niezale»no±ci
prób) iloczynowi, w którym p wyst¦puje tyle razy ile jest
w tym ci¡gu sukcesów, a q tyle razy ile pora»ek.

� Ka»de ze zdarze« sprzyjaj¡cych wynikowi, o który pytamy
w zadaniu (dokªadnie k sukcesów w n próbach) pojawia si¦
wi¦c z prawdopodobie«stwem:

pkqn−k

� Liczba takich zdarze« wynosi (n ≥ k):

n!

k!(n− k)!
,

przy czym: n! := 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) · n, a dodatkowo
przyjmuje si¦ 0! = 1.

� Ostatecznie otrzymujemy (tzw. dwumianowy rozkªad
prawdopodobie«stwa):

P (k;n, p) =
n!

k!(n− k)!
pkqn−k
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7 Zmienna losowa, warto±¢ oczekiwana .....

Zmienna losowa

Funkcja liczbowa okre±lona na przestrzeni zdarze« nazywana jest
zmienn¡ losow¡. Inaczej: zmienna losowa przyporz¡dkowuje liczby
zdarzeniom losowym.

Zmienna losowa, to odwzorowanie x : Ω→ R

(ogólniej: x : Ω→ Rn)

Przykªad 3.

Ka»demu wynikowi rzutu sze±cienn¡ kostk¡ (zdarzenie losowe)
przyporz¡dkowujemy liczb¦ oczek na górnej ±ciance kostki.

Warto±¢ oczekiwana zmiennej losowej:

Warto±ci¡ oczekiwan¡, E(x), zmiennej losowej x nazywamy:

E(x) =
∑
i
xipi,

dla dyskretnej zmiennej losowej (i numeruje mo»liwe warto±ci
zmiennej) lub

E(x) =
∫
xf (x)dx,

dla zmiennej losowej ci¡gªej, przy czym sumowanie (caªkowanie)
przebiega caªy zakres zmienno±ci x, a f (x) oznacza g¦sto±¢
rozkªadu prawdopodobie«stwa otrzymania warto±ci x.
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Wariancj¡ zmiennej losowej nazywamy:

V ar(x) = E((x− E(x))2).

Kowariancj¡ zmiennych losowych x i y nazywamy:

Cov(x, y) = E((x− E(x))(y − E(y))).

Zmienne losowe x : Ω→ Rn i y : Ω→ Rm s¡ niezale»ne,

gdy dla ka»dych dwóch zbiorów otwartych

B1 ⊂ Rn, B2 ⊂ Rm, zdarzenia x ∈ B1 i y ∈ B2 s¡ niezale»ne.

Wówczas, dla ci¡gªych zmiennych losowych, g¦sto±¢
prawdopodobie«stwa g(x, y) = f1(x)f2(y), gdzie f1(x) i f2(y)

oznaczaj¡ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennych x i y.

Przykªad 4.

Wynik pomiaru jest zmienn¡ losow¡. Interesuje nas warto±¢
oczekiwana tej zmiennej oraz warto±¢ oczekiwana kwadratu
odchylenia tej zmiennej od jej warto±ci oczekiwanej.

W przypadku, gdy wyeliminowane s¡ bª¦dy grube i systematyczne,
warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej wynik pomiaru uto»samiamy
z warto±ci¡ mierzon¡ (poszukiwan¡). Zadanie do rozwi¡zania:
jak wyznaczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ na podstawie sko«czonej
(na ogóª niewielkiej) liczby prób?
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Przykªad 5.

Warto±¢ oczekiwana zmiennej losowej k dla rozkªadu dwumianowego:

E(k) = np

Warto±¢ oczekiwana kwadratu odchylenia zmiennej losowej k od jej
warto±ci oczekiwanej:

E((k − E(k))2) = npq = np(1− p)

Przykªad 6.

Wyznaczy¢ rozkªad, do którego d¡»y rozkªad dwumianowy,
gdy n→∞, a oczekiwana liczba sukcesów jest sko«czona
i staªa, λ = np. Wynikiem jest tzw. rozkªad Poissona.
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Rozkład dwumianowy (n  = 62)
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Figure 1: Histogramy prawdopodobie«stw liczby sukcesów k opisanych rozkªadem
dwumianowym w przypadku n = 62 prób i ró»nych warto±ci p, prawdopodobie«stwa
sukcesu w pojedynczej próbie
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Rozkład Poissona
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Figure 2: Histogramy rozkªadu Poissona dla ró»nych λ � oczekiwanej liczby przypadków.
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8 Wzór Stirlinga

Obliczanie n! jest bardzo kªopotliwe. W rachunkach bardzo
przydatny okazuje si¦ wzór przybli»ony, tzw. wzór Stirlinga:

n! = nne−n
√

2πn e
Θ

12n

= S(n) e
Θ

12n ,

gdzie 0 < Θ < 1.

Poni»sza tabela ilustruje charakter przybli»enia n! ' S(n)

(ilustracja wzorowana na: Jerzy Neyman, Zasady Rachunku

Prawdopodobie«stwa i statystyki matematycznej, PWN,
Warszawa, 1969):

Tabela 1. Porównanie dokªadnych warto±ci n!

z obliczonymi za pomoc¡ wzoru Stirlinga.

n n! S(n) n!/S(n) n!− S(n)

2 2 1,9 1,042 0,1
4 24 23,5 1,021 0,5
6 720 710,1 1,014 9,9
8 40 320 39 902,4 1,010 417,6
10 3 628 800 3 598 699,6 1,008 30 100,4
11 39 916 800 39 615 625,2 1,008 301 174,8
12 479 001 600 475 687 487,7 1,007 3 314 112,3
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9 Rozkªad Gaussa � Graniczna posta¢ rozkªadu

dwumianowego (n→∞)

Dla rozkªadu dwumianowego:

P (k;n, p) =
n!

k!(n− k)!)
pk(1− p)n−k,

dla du»ych n otrzymujemy:

P (k;n, p) ' 1√
2πnp(1− p)

exp

− (k − np)2

2np(1− p)

 .

Wprowad¹my oznaczenia µ := np oraz σ :=
√
np(1− p)

i rozwa»my ci¡gªy rozkªad g¦sto±ci prawdopodobie«stwa:

f (x;µ, σ) =
1√
2πσ

exp(−(x− µ)2

2σ2
)

nazywany rozkªadem normalnym lub rozkªadem Gaussa.

Dla x1 < x2 prawdopodobie«stwo tego, »e zmienna losowa opisana
rozkªadem normalnym przyjmuje warto±¢ pomi¦dzy x1 i x2 równe
jest polu pod krzyw¡ f (x;µ, σ) zawartemu pomi¦dzy x1 i x2.

Przykªad 7.

Dla rozkªadu normalnego (Gaussa):

f (x;µ, σ) =
1√
2πσ

exp

−(x− µ)2

2σ2


otrzymujemy

� P (µ− 1σ ≤ x ≤ µ + 1σ) ' 0, 682689

� P (µ− 2σ ≤ x ≤ µ + 2σ) ' 0, 954500

� P (µ− 3σ ≤ x ≤ µ + 3σ) ' 0, 997300

� P (µ− 4σ ≤ x ≤ µ + 4σ) ' 0, 999937
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Rozkład dwumianowy (n  = 62)
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Figure 3: Porównanie dokªadnych histogramów rozkªadu dwumianowego z wyprowadzonym
wzorem przybli»onym � linie ci¡gªe.
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Przykłady rozkładów Gaussa
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Figure 4: Rozkªad Gaussa: g¦sto±ci rozkªadu dla ró»nych warto±ci dyspersji σ.
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10 Twierdzenie graniczne i prawo wielkich liczb

Je»eli dany jest ci¡g niezale»nych zmiennych losowych pochodz¡cych
z dowolnego rozkªadu, który ma sko«czon¡ warto±¢ oczekiwan¡ µ
i sko«czon¡ dyspersj¦ σ, to rozkªad zmiennej losowej:

zn :=
x̄n − µ
σ/
√
n
,

gdzie

x̄n :=
1

n

n∑
i=1
xi,

dla n→∞ d¡»y do standardowego rozkªadu Gaussa:

N(z; 0, 1) =
1√
2π

exp

−z2

2



Twierdzenie graniczne pokazuje, »e rozkªad Gaussa (normalny) jest
naturalnym modelem rozkªadu zmiennej losowej b¦d¡cej wynikiem
zªo»enia wielu zmiennych losowych posiadaj¡cych sko«czon¡ warto±¢
oczekiwan¡ i sko«czon¡ warto±¢ ±redniego odchylenia kwadratowego.
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Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Niech, k b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie prawdopodobie«stwa:

P (k;n, p) =
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k.

Tworzymy now¡ zmienn¡ losow¡:

xn :=
k

n
− p

wówczas:
∧
ε>0

lim
n→∞P (|xn| > ε) = 0,

(w granicy n→∞ prawdopodobie«stwo, »e uzyskamy xn wi¦ksze
co do warto±ci bezwzgl¦dnej od wybranej, dowolnie maªej liczby
dodatniej, d¡»y do zera).

Uwaga: Zbie»no±¢ opisanana w powy»szym twierdzeniu nazywana
jest zbie»no±ci¡ stochastyczn¡. Mogliby±my wi¦c powy»ej
powiedzie¢: Ci¡g xn jest stochastycznie zbie»ny do zera,

gdy n d¡»y do niesko«czono±ci.

Istnieje wiele ró»nych postaci twierdzenia wielkich liczb.
Twierdzenia te opisuj¡ zwi¡zek ±cisªego poj¦cia prawdopodobie«stwa
z jego (intuicyjn¡) interpretacj¡ �cz¦sto±ciow¡�.
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11 Model bª¦du przypadkowego: zªo»enie wielu maªych

odchyle«

Bª¡d przypadkowy opiszemy jako odchylenie wyniku pomiaru x

od warto±ci dokªadnej µ powstaj¡ce na skutek zªo»enia bardzo wielu
niezale»nych czynników przypadkowych, z których ka»dy powoduje
odchylenie wyniku o +ε lub −ε z prawdopodobie«stwem:

p = q =
1

2
.

Dla n czynników zaburzaj¡cych mamy:

x = µ + kε− (n− k)ε

= µ + (2k − n)ε.

Warto±ci x− µ odpowiada wi¦c:

k =
x− µ

2ε
+
n

2
=

x− µ + nε

2ε

E(k) = np =
n

2

Stosuj¡c przybli»one wyra»enie na prawdopodobie«stwo w rozkªadzie
dwumianowym dla du»ych n, otrzymujemy prawdopodobie«stwo
uzyskania w wyniku pomiaru danej warto±ci x− µ równe:

P (x− µ;n,
1

2
) =

1√
2πn1

4

exp

−(x− µ)2

2n1
4(2ε)2



=
2ε√

2πnε2
exp

−(x− µ)2

2nε2

 .
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Dokonajmy przej±cia granicznego n→∞ (liczba losowych
czynników zaburzaj¡cych pomiar d¡»y do niesko«czono±ci) oraz
ε→ 0 z dodatkowym warunkiem: nε2 = σ2 = const.

Dla prawdopodobie«stwa dzielonego przez elementarn¡ zmian¦
wyniku pomiaru (zmiana k o 1 zmienia wynik o 2ε) otrzymujemy:

lim
n→∞,ε→0;nε2=σ2

 1

2ε
P (x− µ;n,

1

2
)

 =
1√

2πσ2
exp

−(x− µ)2

2σ2

 .
Wyra»enie po prawej stronie nale»y przy tym rozumie¢ jako g¦sto±¢
prawdopodobie«stwa dla ci¡ªgej zmiennej losowej x.
Interpretacja parametrów rozkªadu:

Je»eli otrzymany rozkªad sªu»y jako model rozkªadu wyników
pomiarów (po wyeliminowaniu bª¦dów grubych i systematycznych),
to parametry µ i σ interpretujemy jako:

� µ � nieznana dokªadna warto±¢ wielko±ci mierzonej,

� σ � szeroko±¢ rozkªadu okre±laj¡ca dokªadno±¢, z jak¡
potra�my kontrolowa¢ staªo±¢ warunków wykonywania pomiaru,
inaczej mówi¡c, σ charakteryzuje proces pomiaru.

Uwaga: Rozkªad Gaussa jest powszechnie stosowanym modelem
rozkªadu prawdopodobie«stwa warto±ci bª¦du przypadkowego.
Przeprowadzaj¡c pomiary zwykle zakªadamy jedynie, »e rozkªad
jakiemu podlegaj¡ wyniki ma dobrze okre±lone (i sko«czone):
warto±¢ oczekiwan¡ i ±rednie odchylenie kwadratowe. Nasze zadanie
polega wówczas na skonstruowaniu z serii wyników pomiarów wielko±ci:

� µ̂ � najlepszej oceny warto±ci oczekiwanej oraz

� u(µ̂) � niepewno±ci tej oceny,

w taki sposób, aby:

E(µ̂) = µ

E(u2(µ̂)) = E((µ̂− µ)2).
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12 Pomiar pojedynczej wielko±ci i jego niepewno±¢

Wykonujemy seri¦ niezale»nych pomiarów tej samej wielko±ci
(t¡ sam¡ metod¡ i w tych samych warunkach). Otrzymujemy seri¦
wyników:

xi, i = 1, 2, · · · , n.

Zakªadamy, »e:

� wyeliminowane zostaªy bª¦dy grube i systematyczne;

� warto±¢ oczekiwana ka»dego z wyników pomiaru xi równa jest
dokªadnej warto±ci wielko±ci mierzonej µ:

E(xi) = µ;

� ±rednie odchylenie kwadratowe od warto±ci dokªadnej
(wariancja rozkªadu), dla ka»dego xi wynosi σ2:

E((xi − µ)2) = σ2;

� warto±ci oczekiwane µ i σ2 istniej¡ i s¡ sko«czone.

Pytanie:

Jak wyznaczy¢ µ i σ na podstawie wyników serii niezale»nych
pomiarów?
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Tworzymy wielko±ci:

x̄ :=
1

n

n∑
i=1
xi,

s2 :=
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

Mo»na udowodni¢, »e:

E(x̄) = µ,

E((x̄− µ)2) =
σ2

n
=: σ2

x̄,

E(s2) = σ2,

E((xi − x̄)2) =
n− 1

n
σ2,

E((s2 − σ2)2) =
1

n
E((xi − µ)4)− n− 3

n(n− 1)
σ4.

Je±li przyjmiemy, »e ka»da z wielko±ci xi podlega rozkªadowi Gaussa
o warto±ci oczekiwanej µ i dyspersji σ, to:

E((xi − µ)4) = 3σ4 ⇒ E((s2 − σ2)2) =
2

n− 1
σ4.

Wniosek: Na podstawie wyników serii pomiarów, najlepsz¡ ocen¡
warto±ci µ i σ2 s¡ wielko±ci µ̂ := x̄ i σ̂2 := s2 zde�nowane jak wy»ej.
Wielko±¢ s :=

√
s2 okre±la nasz¡ ocen¦ dokªadno±ci pomiaru, inaczej,

niepewno±¢ pojedynczego wyniku (xi dla i = 1, 2, · · · , n).
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13 Wyznaczanie oceny kowariancji zmiennych x i y

na podstawie serii pomiarów

Wykonujemy seri¦ niezale»nych pomiarów par wielko±ci:

(xi, yi), i = 1, 2, · · · , n.

Zaªo»enia: Wyniki pomiarów dla i 6= j s¡ niezale»ne;

E(xi) = µ

E(yi) = ν

E((xi − µ)(yi − ν)) = Cov(x, y)

Tworzymy wielko±ci:

x̄ :=
1

n

n∑
i=1
xi

ȳ :=
1

n

n∑
i=1
yi

Ĉx,y :=
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ).

Wówczas:

E(Ĉx,y) = Cov(x, y)

oraz

Cov(x̄, ȳ) := E((x̄− µ)(ȳ − ν))

E((x̄− µ)(ȳ − ν)) =
1

n
Cov(x, y)

E((x̄− µ)(ȳ − ν)) =
1

n(n− 1)
E(

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ))

E(
1

n
Ĉ(x, y)) = Cov(x̄, ȳ)
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14 Wynik pomiaru i jego zapis

Zakªadamy, »e bª¦dy grube i systematyczne zostaªy wyeliminowane
lub s¡ zaniedbywalnie maªe w porównaniu z bª¦dami przypadkowymi.
Wówczas, na podstawie znajomo±ci wyników serii bezpo±rednich,
niezale»nych, równowa»nych pomiarów,

xi, i = 1, 2, · · · , n,

wyznaczamy:

� wynik pomiaru okre±lony jako wielko±¢:

x̄ :=
1

n

n∑
i=1
xi;

� niepewno±¢ pomiaru u(x̄), gdy wyeliminowano bª¦dy grube
i systematyczne, okre±lon¡ wzorem:

u2(x̄) = s2
x̄ :=

1

n(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x̄)2;

� u(x̄) zaokr¡glamy do dwóch cyfr znacz¡cych,

� x̄ � zaokr¡glamy tak, aby ostatnia cyfra znacz¡ca x̄ byªa na tym
samym miejscu dziesi¦tnym, co ostatnia cyfra znacz¡ca u(x̄).

� wynik pomiaru podajemy w postaci:

x = obliczona warto±¢ x̄, u(x) = obliczona warto±¢ u(x̄)

� obie warto±ci odpowiednio (patrz wy»ej) zaokr¡glone.
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Uwaga 1:

Stosowane s¡ te» inne sposoby podawania wyniku (przykªady poni»ej):

niech odpowiednio zaokr¡glone warto±ci wynosz¡: x̄ = 1, 0238 g oraz
u(x̄) = 0, 0036 g, wówczas wynik mo»emy poda¢ w postaci:

� x = 1, 0238 g, u(x) = 0, 0036 g
zapis wedªug podanej wy»ej reguªy;

� x = 1, 0238(0, 0036) g;

� x = 1, 0238(36) g;

� x = (1, 0238 ± 0, 0036) g; taki zapis jest zgodny z przyj¦tymi
normami. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e mo»e on prowadzi¢ do
nieporozumie«. Tu i w poprzednich przykªadach u(x̄) oznacza
tzw. niepewno±¢ standardow¡ � warto±¢ oceny odchylenia

standardowego, tj. pierwiastka z oceny ±redniego odchylenia

kwadratowego.
Ta informacja powinna zawsze by¢ podana tu» obok wyniku, bo
w zapisie x̂± U cz¦sto U oznacza tzw. niepewno±¢ rozszerzon¡:
U = ku, najcz¦±ciej z k = 2. Takie rozumienie zapisu x±U jest
zwyczajowo stosowane w naukach technicznych � jest to
pozostaªo±¢ zwyczaju podawania zakresu, w którym warto±¢
mierzonej wielko±ci mie±ci si¦ niemal na pewno (dla bª¦dów
podlegaj¡cych rozkªadowi Gaussa, z prawdopodobie«stwem 95%).
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Uwaga 2: Wielko±ci s2 i s2
x̄ s¡ funkcajmi zmiennych losowych

(wyników pomiarów) i w zwi¡zku z tym s¡ te» zmiennymi losowymi
i mo»emy pyta¢ o oceny ich wariancji. Niepewno±¢ wyznaczenia
warto±ci s i sx̄ oceniamy korzystaj¡c z przybli»enia (zakªadamy, »e
wyniki pomiarów podlegaj¡ rozkªadowi Gaussa):

E((s2 − σ2)2) =
2

n− 1
σ4 ⇒ σs

σ
=
σsx̄
σx̄
' 1√

2n− 2

Tabela 2. Zale»no±¢ wzgl¦dnej dokªadno±ci
oceny s od dªugo±ci serii n.

n σs/s ≤
4 1/2
6 1/3
10 1/4
14 1/5
20 1/6
52 1/10
202 1/20
1 252 1/50
5 002 1/100
20 002 1/200

St¡d spotykane w starych podr¦cznikach zalecenie, »eby
wykonywa¢ n > 5 pomiarów, bo dopiero dla serii n ≥ 6 pomiarów
mo»emy oceni¢ warto±¢ niepewno±ci wynikaj¡cej z wyst¦powania
bª¦dów przypadkowych (tzw. niepewno±¢ statystyczn¡)
z dokªadno±ci¡ lepsz¡ ni» 30%.

Powy»sza tabela uzasadnia tak»e zaokr¡glanie niepewno±ci do dwóch
cyfr znacz¡cych � dla serii krótszych ni» ok. 1300 pomiarów ju» druga
cyfra znana jest niedokªadnie.
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15 Uwzgl¦dnienie dokªadno±ci przyrz¡du

Dotychczasowe rozwa»ania zakªadaªy, »e wynik pomiaru mo»e
by¢ dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡. Wiemy jednak, »e odczyt wyniku
z przyrz¡du dokonywany jest z dokªadno±ci¡ do niewielu cyfr.
Ogranicza to mo»liwo±¢ zwi¦kszenia dokªadno±ci wyniku poprzez
wydªu»enie serii pomiarów. Musimy ten fakt uwzgl¦dni¢ w naszym
modelu.

Zakªadamy, »e: wyeliminowane s¡ bª¦dy grube i systematyczne
(poza bª¦dem wynikaj¡cym z ograniczonej dokªadno±ci odczytu).
Rozwa»my przyrz¡d cyfrowy, którego wskazanie zmienia si¦ co
∆ = 1, 2, · · · , 5 na ostatnim miejscu odczytu wyniku.
Rysunek 5. pokazuje porównanie rzeczywistego sygnaªu na wej±ciu
(cienka, niebieska linia prosta) z odczytem zdyskretyzowanym
(poziome, zielone odcinki). Przeª¡czenie wskaza« odbywa si¦ tak,
»eby ich ±rednie odchylenie od warto±ci dokªadnej, dla danej
dokªadno±ci odczytu, byªo jak najmniejsze � optymalna
dyskretyzacja odczytu.

Bª¡d ξ zwi¡zany z odczytem de�niujemy jako:
ξ := Y −X , gdzie X oznacza sygnaª na wej±ciu, a Y odczyt
wskazania przyrz¡du.

Rysunek 6. przedstawia ξ jako funkcj¦ sygnaªu X w jednostkach
rozdzielczo±ci przyrz¡du ∆. Ten bª¡d jest bª¦dem
systematycznym, bo powtarzaj¡c pomiary dla tej samej warto±ci
sygnaªu wej±ciowego b¦dziemy popeªniali stale bª¡d ξ o tej samej
warto±ci.
Jego warto±ci jednak nie znamy, ale jak wida¢ na Rysunku 6.,
w przedziale −0, 5∆ ≤ ξ ≤ 0, 5∆ ka»da jego warto±¢ ξ jest mo»liwa
i tak samo prawdopodobna.
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Figure 5: Porównanie sygnaªu na wej±ciu przyrz¡du cyfrowego w jednostkach ∆ � cienka
niebieska prosta, z odczytem cyfrowym � poziome, zielone odcinki.
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Figure 6: Bª¡d dyskretyzacji wyniku pomiaru przyrz¡dem cyfrowym � zielone odcinki.
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Rozkªad g¦sto±ci prawdopodobie«stwa g(ξ) zmiennej losowej
opisuj¡cej bª¡d dyskretyzacji (kwantowania), jest wi¦c rozkªadem
jednostajnym.

Rozkªad jednostajny zmiennej losowej ξ:

w przedziale ξ ∈ [−a, a]:

g(ξ) =
1

2a

oraz g(ξ) = 0 poza tym przedziaªem.

Warto±¢ oczekiwana tak okre±lonej zmiennej losowej:

E(ξ) =
a∫
−a

ξ

2a
dξ = 0,

a warto±¢ jej wariancji ξ (E(ξ) = 0):

E(ξ2) =
a∫
−a

ξ2

2a
=
a2

3
.

Z dotychczasowych rozwa»a« wynika, »e w modelu bª¦du zwi¡zanego
ze sko«czon¡ rozdzielczo±ci¡ przyrz¡du powinni±my przyj¡¢
a = ∆/2, dla bezpiecze«stwa, w obliczeniach przyjmiemy a = ∆

i z tym zaªo»eniem b¦dziemy ten model stosowali tak»e w przypadku
przyrz¡dów analogowych (np. linijki), gdzie ∆ oznacza najmniejsz¡
dziaªk¦ skali analogowej.

Uwaga: W zale»no±ci od sposobu dziaªania przyrz¡du i naszej
o tym wiedzy mo»emy zbudowa¢ inny model rozkªadu wskaza«
dokªadniej opisuj¡cy wykonywane pomiary. Tutaj ograniczamy si¦ do
najprostszego modelu uwzgl¦dniaj¡cego rozdzielczo±¢ wskza« przyrz¡du
pomiarowego.
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16 Niepewno±¢ wyniku bezpo±redniego pomiaru

pojedynczej wielko±ci �zycznej � wzór ko«cowy

Czynniki prowadz¡ce do powstania bª¦du przypadkowego podczas
pomiaru s¡ niezale»ne od przetwarzania sygnaªu przez miernik.
Przyjmujemy wi¦c, »e oba rodzaje bª¦dów opisywane s¡ przez
niezale»ne zmienne losowe. Wariancja sumy niezale»nych
zmiennych losowych równa jest sumie wariancji tych zmiennych.
W naszym przypadku: wariancji ±redniej z serii pomiarów σ2

x̄

i wariancji bª¦du wskaza« E(ξ2). Obie te wielko±ci nie s¡
nam znane⇒ do oblicze« bierzemy ich oceny: s2

x̄ i ∆2/3 wyznaczone
na podstawie serii pomiarów i rozdzielczo±ci wskaza« miernika.

Ostatecznie: wynik bezpo±redniego pomiaru pojedynczej wielko±ci
�zycznej otrzymany na podstawie serii równowa»nych pomiarów
podajemy jako:

x = x̄, u(x̄) =

√√√√√s2
x̄ +

∆2

3
.

Uwagi:

� Zasady zaokr¡glania stosujemy, jak podano poprzednio.
Informujemy, jak wyznaczono niepewno±¢ u(x̄).

� Podany wzór ogranicza sensown¡ liczb¦ pomiarów w serii:
wydªu»anie serii ma sens dok¡d s2

x̄ ≥ ∆2/3

(przypominamy, »e s2
x̄ ∝ 1/n, gdzie n jest dªugo±ci¡ serii).

� �W »yciu� cz¦sto wyra¹nie dominuje jedna ze skªadowych
niepewno±ci: (a) rozrzut kolejnych wyników serii jest znacznie
wi¦kszy od ∆ � dominuje bª¡d przypadkowy; (b) kolejne pomiary
serii daj¡ identyczne wyniki � dominuje bª¡d zwi¡zany
z dokªadno±ci¡ przyrz¡du −→ nie nale»y przedªu»a¢ serii.
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17 Test �3σ�

Przykªad 8.

Rzucono 8 razy monet¡. Otrzymano 7 orªów. Czy moneta
jest �uczciwa�?

Odpowied¹:

Rachunek prawdopodobie«stwa pozwala nam tylko na obliczenie
prawdopodobie«stwa otrzymania uzyskanego wyniku dla danej
warto±ci p � prawdopodobie«stwa wyrzucenia orªa w pojedynczym
rzucie. Dla �uczciwej� monety p = 1

2.

Przyjmuj¡c p = 1
2 otrzymujemy:

P (k ≥ 7; 8,
1

2
) =

9

256
< 0, 0352,

P (k ≥ 6; 8,
1

2
) =

37

256
< 0, 145.

Je±li zdecydujemy, »e odrzucamy hipotez¦ moneta jest

uczciwa (p = 1
2), gdy P (otrzymanego wyniku ) < 0, 04,

to uznajemy, »e otrzymane wyniki pozwalaj¡ nam uzna¢,
»e moneta nie jest uczciwa.

Powy»szy przykªad pomo»e nam sformuªowa¢ metod¦ porównywania
wyników pomiarów z przewidywaniami teoretycznymi lub z innymi
wynikami pomiarów.
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Zaªó»my, »e wykonana zostaªa seria pomiarów wielko±ci x i jako jej
wynik otrzymano (stosujemy notacj¦ jak dla przypadku dominacji
bª¦du przypadkowego):

x = x̂1 ± s1

Cz¦sto zadawane pytania:

1. Czy otrzymany wynik jest zgodny z warto±ci¡

x = µ0

przewidywan¡ przez teori¦?

2. Czy wynik ten jest zgodny z wynikiem

x = x̂2 ± s2

otrzymanym w innej serii pomiarów, inn¡ metod¡ lub innymi
przyrz¡dami? Inaczej mówi¡c: czy oba wyniki do±wiadczalne s¡
ze sob¡ zgodne?

Zaªó»my dalej, »e wspomniane wyniki do±wiadczalne uzyskali±my dla
bardzo dªugich serii pomiarów, a bª¦dy systematyczne s¡ pomijalnie
maªe � mo»emy wi¦c przyj¡¢, »e:

si ' σi.

Dla zmiennej losowej x podlegaj¡cej rozkªadowi Gaussa o ±redniej µ
i dyspersji σ mamy:

P (|x− µ| ≥ 3σ) < 0, 0028.

Oznacza to, »e rzadziej ni» raz na ok. 357 losowa« zmiennej opisanej
rozkªadem Gaussa otrzymamy wynik ró»n¡icy si¦ od warto±ci
oczekiwanej o wi¦cej ni» 3σ. Pozwala to zde�niowa¢ sposób
testowania wyników pomiarów zapewniaj¡cy, »e odrzucimy hipotez¦
prawdziw¡ (tzn. popeªnimy tzw. bª¡d pierwszego rodzaju)
rzadziej ni» raz na 357 testowanych przypadków.
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Test 3σ:

1. Je»eli porównujemy wynik pomiaru x̂1 z warto±ci¡ µ0

przewidywan¡ przez teori¦:

|x̂1 − µ0| > 3s1 ⇒ odrzucamy hipotez¦ x = µ0.

2. Dla dwóch niezale»nych pomiarów o wynikach x̂1 i x̂2:
|x̂1 − x̂2| > 3

√
s2

1 + s2
2 ⇒ odrzucamy hipotez¦, »e w obu

pomiarach mierzona byªa ta sama wielko±¢.

Uwagi:

� Je»eli (jak to w praktyce najcz¦±ciej bywa i co sugeruje u»yta
powy»ej notacja) zamiast dokªadnych warto±ci dyspersji,
σ, odpowiednich rozkªadów Gaussa posªugujemy si¦ ich ocenami,
s, to nasza decyzja staje si¦ mniej kategoryczna
� prawdopodobie«stwo popeªnienia bª¦du pierwszego rodzaju
mo»e by¢ wi¦ksze ni» to wynika z rozkªadu Gaussa (ni» przyj¦ta
warto±¢ krytyczna tego prawdopodobie«stwa).

� W jeszcze wi¦kszym stopniu zastrze»enie to odnosi si¦ do
przypadku, gdy ocena niepewno±ci dotyczy skªadowej bª¦du
nie podlegaj¡cej rozkªadowi Gaussa � np. zawiera skadow¡
zwi¡zan¡ z dokªadno±ci¡ przyrz¡du. Cz¦sto i w takich
przypadkach stosowany bywa test �3σ�. Podj¦tej decyzji
nie mo»na jednak wówczas przypisa¢ prawdopodobie«stwa bª¦du
I rodzaju. Wystarczy wiara, »e czynnik 3 jest wystarczaj¡co
du»y, aby decyzja byªa wystarczaj¡co bezpieczna w codziennej
praktyce.

� W wielu przypadkach, nawet w bardzo skomplikowanych
sytuacjach, tworzone s¡ ±cisªe modele matematyczne rozkªadów
prawdopodobie«stwa wielko±ci podlegaj¡cych testom,
a akceptowane prawdopodobie«stwo bª¦du I rodzaju wynika
z oceny kosztów popeªnienia tego bª¦du.
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18 Pomiary po±rednie i �propagacja maªych bª¦dów�.

Nie zawsze mo»liwy jest bezpo±redni pomiar interesuj¡cej nas
wielko±ci y, albo te» pomiar taki nie byªby wystarczaj¡co dokªadny.
W takiej sytuacji cz¦sto posªugujemy si¦ znanymi zwi¡zkami
funkcyjnymi pomi¦dzy wielko±ci¡ y i innymi wielko±ciami dost¦pnymi
bezpo±rednim pomiarom:

y = f (x1, x2, · · · , xk),

gdzie f (x1, x2, · · · , xk) jest znan¡ funkcj¡, a wielko±ci x1, x2, · · · , xk
potra�my mierzy¢ bezpo±rednio.

Zakªadamy, »e:

� dokªadna warto±¢ wielko±ci y wynosi η = f (µ1, · · · , µk), gdzie
µ1, · · · , µk s¡ dokªadnymi warto±ciami wielko±ci x1, · · · , xk;

� wielko±ci xi, i = 1, · · · , k s¡ mierzone niezale»nie i w wyniku
pomiarów otrzymano warto±ci x̂1, · · · , x̂k, przy czym:

E(x̂i) = µi;

� dla kolejnych x̂i, i = 1, · · · , k zachodzi tak»e

E((x̂i − µi)2) = σ2
x̂i;

� w wyniku pomiarów wyznaczono te sx̂1, · · · , sx̂k � oceny
niepewno±ci σx̂1, · · · , σx̂k w taki sposób, »e:

E(s2
x̂i) = σ2

x̂i.
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Twierdzenie:

Je±li speªnione s¡ powy»sze zaªo»enia oraz

η =
k∑
i=1
aiµi,

gdzie ai, i = 1, · · · , k s¡ znanymi staªymi, to

E(ŷ) = E(
k∑
i=1
aix̂i)

=
k∑
i=1
aiµi = η,

E((
k∑
i=1
aix̂i − η)2) =

k∑
i=1
a2
iσ

2
x̂i.

Wniosek: Wynik pomiaru po±redniego wynosi y = ŷ ± sŷ, gdzie

ŷ =
k∑
i=1
aix̂i

s2
ŷ =

k∑
i=1
a2
is

2
x̂i

Uwaga: Je±li mierzone wielko±ci nie s¡ niezale»ne i dla i 6= j

E((x̂i − µi)(x̂j − µj)) = Cij 6= 0

to:

E((
k∑
i=1
aix̂i − η)2) =

k∑
i=1
a2
iσ

2
x̂i +

∑
i 6=j
aiajĈij
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Propagacja maªych niepewno±ci

W przypadku, gdy η = f (µ1, , · · · , µk), dla odpowiednio maªych
niepewno±ci σx̂i i funkcji f (x1, · · · , xk) ró»niczkowalnej w sposób
ci¡gªy (gadkiej) otrzymujemy przybli»enie:

η := E(y) ' ŷ := f (x̂1, x̂2, · · · , x̂k)

oraz

E((ŷ − η)2) '
k∑
i=1

 ∂f
∂xi

∣∣∣∣∣∣
µ1,···,µk


2

σ2
x̂i,

gdzie

∂f

∂xi

∣∣∣∣∣∣
µ1,···,µk

:= lim
h→0

f (µ1, · · · , µi + h, · · · , µk)− f (µ1, · · · , µi, · · · , µk)
h

.

Na podstawie pomiaru znamy jednak tylko warto±ci sx̂i, to jest oceny
warto±ci σx̂i. De�niujemy wi¦c wielko±¢:

s2
ŷ :=

k∑
i=1

 ∂f
∂xi

∣∣∣∣∣∣
x̂1,···,x̂k


2

s2
x̂i,

a wynik ko«cowy podajemy w postaci:

y = ŷ ± sŷ.

Uwagi:

� Niepewno±ci σx̂i ' sx̂i s¡ odpowiednio maªe, gdy pochodne

∂f

∂xi

∣∣∣∣∣∣
x̂1,···,x̂k

s¡ z dobrym przybli»eniem staªe dla xi ∈ [x̂i − sx̂i, x̂i + sx̂i].

� Je±li pomiary argumentów f nie s¡ niezale»ne, Ĉx̂i,x̂j 6= 0, to:

s2
ŷ :=

k∑
i=1

 ∂f
∂xi

∣∣∣∣∣∣
x̂1,···,x̂k


2

s2
x̂i +

k∑
i6=j

∂f

∂xi

∣∣∣∣∣∣
x̂1,···,x̂k

∂f

∂xj

∣∣∣∣∣∣∣
x̂1,···,x̂k

Ĉx̂i,x̂j.
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19 Metoda najmniejszych kwadratów

� Wiemy (zakªadamy), »e wielko±ci �zyczne x i y wi¡»e zale»no±¢:
y = f (x; a1, a2, · · · , ak), gdzie ai s¡ nieznanymi nam
parametrami (np. charakteryzuj¡cymi wªa±ciwo±ci badanego
materiaªu).

� Dla N > k ró»nych warto±ci wielko±ci x mierzymy
odpowiadaj¡ce im warto±ci y: xi → ŷi, i = 1, · · · , N .

� Zakªadamy, »e xi znane s¡ dokªadnie, a ka»dy wynik ŷi jest
zmienn¡ losow¡ opisan¡ rozkªadem Gaussa o ±redniej
f (xi; a1, · · · , ak) i dyspersji σi.

Pytanie:

Jak na podstawie opisanych wy»ej wyników pomiarów wyznaczy¢
warto±ci parametrów aj i ich niepewno±ci?

Idea post¦powania: Przyjmujemy, »e to, co obserwujemy
reprezentuje sytuacj¦ typow¡, to jest blisk¡ sytuacji najbardziej
prawdopodobnej.

Wniosek:

B¦dziemy szukali takiego zbioru warto±ci aj, j = 1, · · · , k, dla którego
otrzymany wynik odpowiadamaksimum g¦sto±ci prawdopodobie«stwa.
Poszukiwanie maksimum iloczynu funkcji Gaussa (jako modelu
g¦sto±ci prawdopodobie«stwa otrzymanych wyników) prowadzi
do warunku:

R :=
N∑
i=1

(ŷi − f (xi; a1, · · · , ak))2

σ2
i

→ minimum.

Poszukujemy takich warto±ci aj, j = 1, · · · , k, dla których R
przyjmuje warto±¢ minimaln¡.
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Minimum wielko±ci R zde�niowanej powy»ej pozwala znajdowa¢
dobre oceny warto±ci parametrów aj, j = 1, · · · , k tak»e
w przypadkach, gdy wyniki pomiarów, ŷi, podlegaj¡ rozkªadowi
innemu ni» rozkªad Gaussa, je±li tylko dla ka»dego i speªnione s¡
warunki:

E(ŷi) = f (xi; a1, · · · , ak),
E((ŷi − f (xi; a1, · · · , ak))2) = σ2

i ,

a wielko±ci wyst¦puj¡ce po prawych stronach obu równo±ci istniej¡
i s¡ sko«czone.

Metoda znajdowania warto±ci prametrów aj, j = 1, · · · , k poprzez
minimalizacj¦ wielko±ci:

R :=
N∑
i=1

(ŷi − f (xi; a1, · · · , ak))2

σ2
i

→ minimum

nazywana jest metod¡ najmniejszych kwadratów.

Uwaga:

Wzory sªu»¡ce do wyznaczania parametrów wyprowadzamy jakby
warto±ci niepewno±ci σi byªy znane, a obliczenia wykonujemy
podstawiaj¡c zamiast σi oceny ich warto±ci � si (ogólnie: oceny
niepewno±ci u(ŷi)).
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20 Pomiary o ró»nych dokªadno±ciach � ±rednia wa»ona

Interesuje nas warto±¢ wielko±ci x. Znamy wyniki N niezale»nych

pomiarów: x = x̂i ± si, i = 1, · · · , N .

Pytanie: Jak na podstawie tych wyników najlepiej wyznaczy¢
warto±¢ x?

Zakªadamy, »e ka»da z warto±ci x̂i jest zmienn¡ losow¡ opisan¡
rozkªadem o ±redniej µ i dyspersji σi (znamy tylko przybli»one
warto±ci si ' σi oraz x̂i ' µ).
Poszukujemy x̂ � wielko±ci lepiej przybli»aj¡cej µ ni» ka»da
z wielko±ci x̂i. W tym celu konstruujemy wielko±¢:

R :=
N∑
i=1

(x̂i − x̂)2

σ2
i

i poszukujemy minimum tak zde�niowanego R wzgl¦dem x̂.

Wynik:

x̂ =

N∑
i=1

(x̂i/σ
2
i )

N∑
i=1

(1/σ2
i )
.

Jak ªatwo sprawdzi¢ dla x̂ speªnione s¡ zwi¡zki:

E(x̂) = µ,

E((x̂− µ)2) =
1

N∑
i=1

(1/σ2
i )
.
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Je»eli w powy»szych wzorach zast¡pimy wszystkie σi znanymi nam
ich przybli»eniami, si, to otrzymujemy praktyczny przepis:

Odpowied¹ 1: x = x̂w±sint, gdzie oceny warto±ci ±redniej wa»onej,
x̂w, i wewn¦trznej oceny dyspersji, sint, zde�niowane s¡ wzorami:

x̂w :=

N∑
i=1

(x̂i/s
2
i )

N∑
i=1

(1/s2
i )
,

s2
int :=

1
N∑
i=1

(1/s2
i )
.

Model alternatywny

Nasze dane mo»emy te» rozumie¢ nast¦puj¡co: wynik x̂i ± sxi
otrzymano na podstawie serii ni bezpo±rednich pomiarów
wielko±ci x. W pomiarach bezpo±rednich uzyskano wyniki xij
przy czym: i = 1, · · · , N , a dla ka»dego i, j = 1, · · · , ni.
Przy takiej interpretacji, podane warto±ci x̂i, sxi otrzymane
byªyby wi¦c w nast¦puj¡cy sposób:

x̂i =
1

ni

ni∑
j=1

xij,

s2
i =

1

ni(ni − 1)

ni∑
j=1

(xij − x̂i)2.
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Je±li wszystkie pomiary wykonano w tych samych warunkach,
z u»yciem tych samych przyrz¡dów, to:

E(s2
i ) =

σ2

ni
⇒ ni '

σ2

s2
i

,

gdzie σ jest nieznan¡, dokªadn¡ warto±ci¡ dyspersji (niepewno±ci)
pojedynczego pomiaru.

Najlepsz¡ ocen¦ wielko±ci x b¦dzie wi¦c ±rednia arytmetyczna
wszystkich pojedynczych pomiarów:

x̂ =
1

N∑
i=1
ni

N∑
i=1

ni∑
j=1

xij

=
1

N∑
i=1
ni

N∑
i=1
nix̂i

' 1
N∑
i=1

(σ2/s2
i )

N∑
i=1

σ2x̂i
s2
i

.

Po skróceniu licznika i mianownika przez σ2 otrzymujemy x̂ = x̂w,
gdzie x̂w oznacza ±redni¡ wa»on¡ zde�niowan¡ poprzednio
(minimalizacja R).

W celu wyznaczenia oceny niepewno±ci x̂w zbadajmy wielko±¢:

A :=
N∑
i=1

ni∑
j=1

(xij − x̂)2 ⇒ E(A) = (
N∑
i=1
ni − 1)σ2.
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Mamy tak»e

N∑
i=1

ni∑
j=1

(xij − x̂)2 =
∑
ij

(xij − x̂i + x̂i − x̂)2

=
N∑
i=1

 ni∑
j=1

(xij − x̂i)2 + ni(x̂i − x̂)2 − 2(x̂− x̂i)(
ni∑
j=1

xij − nix̂i)
 .

Obliczaj¡c warto±¢ oczekiwan¡ obu stron równo±ci dostajemy:

(
N∑
i=1
ni − 1)σ2 =

N∑
i=1

(ni − 1)σ2 + E(
N∑
i=1
ni(x̂i − x̂)2)

(N − 1)σ2 = E(
N∑
i=1
ni(x̂i − x̂)2).

Wniosek:

σ2 =
1

N − 1
E(

N∑
i=1
ni(x̂i − x̂)2)

σ2
x̂ =

σ2

N∑
i=1
ni
,

co po podstawieniu ni ' σ2/s2
i pozwala na uzyskanie

zewn¦trznej oceny σ2
x̂:

s2
ext :=

N∑
i=1

[(x̂i − x̂w)2/s2
i ]

(N − 1)
N∑
i=1

(1/s2
i )
.

Odpowied¹ 2: x = x̂w ± sext.

Odpowied¹ ostateczna: x = x̂w ±Max{sint, sext}.
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Modelowe rozkłady prawdopodobieństwa dla trzech róŜnych 

pomiarów tej samej wielkości
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Figure 7: �rednia wa»ona pomiarów o ró»nych dokªadno±ciach: sint > sext (ilustracja
wzorowana na: W. H. Heini Gränicher, Messung beendet � was nun?, B. G. Teubner Stuttgart,
1994).
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Modelowe rozkłady prawdopodobieństwa dla trzech róŜnych 

pomiarów tej samej wielkości
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Figure 8: �rednia wa»ona pomiarów o ró»nych dokªadno±ciach: sint < sext (ilustracja
wzorowana na: W. H. Heini Gränicher, Messung beendet � was nun?, B. G. Teubner Stuttgart,
1994).
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21 Wyznaczanie wspóªczynnika proporcjonalno±ci: y = ax

Dla serii dokªadnie znanych warto±ci xi, i = 1, · · · , N znamy wyniki
pomiarów odpowiadaj¡cych im warto±ci yi = ŷi ± si.
Wiemy (zakªadamy), »e wielko±ci x i y speªniaj¡ zale»no±¢: y = ax,
gdzie a jest pewnym nieznanym nam parametrem.

Jak wyznaczy¢ najlepsz¡ ocen¦ warto±ci a na podstawie znanych nam
wyników pomiarów: xi → ŷi ± si?

Posªu»ymy si¦ metod¡ najmniejszych kwadratów. Zakªadamy,
»e ka»dy z wyników pomiarów ŷi jest zmienn¡ losow¡ opisan¡
rozkªadem o warto±ci oczekiwanej axi i dyspersji σi. Znane nam
niepewno±ci pomiarów ŷi daj¡ nam ocen¦ warto±ci σi → si ' σi.
Konstruujemy wielko±¢:

R =
N∑
i=1

(ŷi − axi)2

σ2
i

i poszukujemy minimum R ze wzgl¦du na a. Otrzymujemy:

â =

N∑
i=1

(ŷixi/σ
2
i )

N∑
i=1

(x2
i/σ

2
i )

Jak ªatwo sprawdzi¢:

E(â) = a,

E((â− a)2) =
1

N∑
i=1

(x2
i/σ

2
i )
.

W obliczeniach podstawiamy w miejsce nieznanych nam dokªadnych

warto±ci dyspersji σi znane nam oceny przybli»one si
(ogólniej: oceny niepewno±ci ui).
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W przypadku, gdy nie s¡ znane niepewno±ci σi ani ich oceny si
korzystamy z zaªo»enia, »e wszystkie one s¡ sobie równe, σi = σ,
a warto±¢ σ wyznaczymy w przybli»eniu korzystaj¡c z twierdzenia:

Je±li f (x, a1, . . . , ak) jest liniow¡ funkcj¡ parametrów a1, · · · , ak,
to:

E(R) = E
 N∑
i=1

(ŷi − f (xi; â1, · · · , âk))2

σ2
i

 = N − k,

gdzie N � liczba punktów pomiarowych (danych), a k � liczba
wyznaczanych parametrów zale»no±ci y = f (x; a1, · · · , ak).

Mamy wi¦c ostatecznie dla y = ax:

� Dane: xi → ŷi ± si, to a = â± sâ,

â =

N∑
i=1

(ŷixi/s
2
i )

N∑
i=1

(x2
i/s

2
i )
,

s2
â =

1
N∑
i=1

(x2
i/s

2
i )

� Dane: xi → ŷi, to a = â± sâ,

â =

N∑
i=1
ŷixi

N∑
i=1
x2
i

,

s2
â =

N∑
i=1

(ŷi − âxi)2

(N − 1)
N∑
i=1
x2
i
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22 Wyznaczanie parametrów prostej: y = ax + b

Dla dokªadnie znanych warto±ci xi znamy wyniki pomiarów
warto±ci ŷi. Znamy (zakªadamy) zale»no±¢ y = ax+ b. Analogicznie
jak poprzednio metoda najmniejszych kwadratów pozwala nam
wyznaczy¢ najlepsze oceny warto±ci parametrów a i b.
Uwaga: wyznaczone warto±ci â i b̂ nie s¡ ju» niezale»ne,
to znaczy, »e kowariancja Câb̂ := E((â− a)(b̂− b)) 6= 0

Oznaczenie: wi := 1/s2
i

� Dane: xi → ŷi ± si (znane niepewno±ci ŷi), to
a = â± sâ, b = b̂± sb̂,

D =
N∑
i=1
wi

N∑
j=1

wjx
2
j −

 N∑
i=1
xiwi

2

â =
1

D

 N∑
i=1
wi

N∑
j=1

wjxjŷj −
N∑
i=1
wixi

N∑
j=1

wjŷj



b̂ =
1

D

 N∑
i=1
wix

2
i

N∑
j=1

wjŷj −
N∑
i=1
wixi

N∑
j=1

wjxjŷj


s2
â =

1

D

N∑
i=1
wi

s2
b̂ =

1

D

N∑
i=1
wix

2
i

Câb̂ = − 1

D

N∑
i=1
wixi,

gdzie Câb̂ oznacza kowariancj¦ ocen warto±ci parametrów a i b.

Rysunek 9. ilustruje wpªyw wielko±ci niepewno±ci
poszczególnych yi na warto±ci parametrów i ich niepewno±ci.
Warto±ci yi na wszystkich wykresach s¡ te same, a niepewno±ci
oznaczone pionowymi kreskami.

53



� Dane: xi → ŷi (nie s¡ znane niepewno±ci ŷi), to
a = â± sâ, b = b̂± sb̂,

D = N
N∑
i=1
x2
i −

 N∑
i=1
xi

2

â =
1

D
(N

N∑
i=1
xiŷi −

N∑
i=1
xi

N∑
j=1

ŷj)

b̂ =
1

D
(
N∑
i=1
x2
i

N∑
j=1

ŷj −
N∑
i=1
xi

N∑
j=1

xjŷj)

s2 =
1

N − 2

N∑
i=1

(ŷi − âxi − b̂)2

s2
â =

Ns2

D

s2
b̂ =

s2 N∑
i=1
x2
i

D

Câb̂ = −
s2 N∑

i=1
xi

D

� W zasadzie zawsze obie zmienne obarczone s¡ niepewno±ciami
pomiarowymi. Za zmienn¡ niezalen¡ x przyjmujemy wówczas
wielko±¢ mierzon¡ dokªadniej, tzn. z mniejsz¡ niepewno±ci¡.
Niech σy i σx oznaczaj¡, odpowiednio niepewno±ci pomiaru
zmiennych x i y. Wówczas zmienna x jest mierzona

dokªadniej, je±li σy > âσx, gdzie â oznacza ocen¦ warto±ci
wspóªczynnika kierunkowego prostej.
Takiej oceny mo»na dokona¢ w sposób przybli»ony na podstawie
wykresu, przed przyst¡pieniem do oblicze«.
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Figure 9: Ilustracja wpªywu rozkªadu niepewno±ci pomiarowych na warto±ci parametrów prostej
wyznaczonych metod¡ najmniejszych kwadratów.
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� Wyznaczone metod¡ najmniejszych kwadratów parametry
funkcji mog¡ posªu»y¢ do wyznaczania przybli»onej warto±ci y
w punktach, dla których nie wykonywano pomiarów � oznaczmy
t¦ warto±¢ jako ỹ. W przypadku omawianego tu dopasowania
parametrów prostej, dla dokªadnie znanej warto±ci x mamy:

ỹ = âx + b̂

u2(ỹ) = x2σ2
â + 2xCâ,b̂ + σ2

b̂ ,

gdzie za σ2
â, Câ,b̂, σ

2
b̂
podstawiamy, odpowiednio, wyznaczone

poprzednio ich oceny s2
â, Ĉâ,b̂, s

2
b̂
.
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23 Bª¡d systematyczny i dokªadno±¢ przyrz¡dów

Bª¡d systematyczny przy wielokrotnym powtarzaniu pomiarów
tej samej wielko±ci w warunkach praktycznie niezmiennych pozostaje
staªy lub zmienia si¦ wedªug okre±lonego prawa wraz ze zmian¡
warunków.

Praktycznie niezmienne warunki:

� pomiary przeprowadzane s¡ t¡ sam¡ metod¡,

� pomiary przeprowadza si¦ tym samym przyrz¡dem pomiarowym,

� pomiary przeprowadza ten sam obserwator,

� pomiary przeprowadzane s¡ w tym samym miejscu,

� pomiary powtarzane s¡ w krótkich odst¦pach czasu,

� podczas wykonywania pomiarów panuj¡ te same warunki
zewn¦trzne (temperatura, ci±nienie, wilgotno±¢, o±wietlenie,....).

(Przytoczona tu analiza zaczerpni¦ta zostaªa z:
W. Jakubiec i J. Malinowski Metrologia wielko±ci geometrycznych,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa, 1999).

Eliminacja bª¦du systematycznego:

� usuni¦cie ¹ródeª bª¦du;

� wprowadzenie poprawek do wyniku pomiaru:

� obliczonych,

� wyznaczonych do±wiadczalnie (pomiary ró»nymi metodami).
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Rodzaje bª¦dów systematycznych (przykªady):

� bª¡d temperaturowy;

� bª¡d odksztaªce« spr¦»ystych (np. przy pomiarze dªugo±ci);

� bª¡d metody (np.pomiar oporu metod¡ jednoczesnego pomiaru
pr¡du i spadku potencjaªu → ukªad dokªadnego pomiaru pr¡du

albo ukªad dokªadnego pomiaru spadku potencjaªu);

� bª¡d odczytu przyrz¡du (paralaksa, interpolacja, bª¡d
kwantowania);

� bª¡d histerezy (spowodowany np. tarciem, albo luzami cz¦±ci
ruchomych przyrz¡dów);

� dokªadno±¢ przyrz¡du.
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Przykªad 9. Eliminacja bª¦du temperaturowego.
(Przykªad zaczerpni¦ty z podr¦cznika W. Jakubca i J. Malinowskiego
Metrologia wielko±ci geometrycznych, WNT, Warszawa, 1999.)

Przyjmuje si¦, »e podawane wymiary przedmiotów odpowiadaj¡
temperaturze t0 = 20◦C.

Dªugo±¢ mierzono w temperaturze t 6= 20◦C → otrzymano wynik L.

Warto±¢ poprawiona → L′ = L− δt,

δt = L [αp(tp − t0)− αn(tn − t0)] ,

gdzie αp to wspóªczynnik rozszerzalno±ci temperaturowej mierzonego
przedmiotu, αn � wspóªczynnik rozszerzalno±ci temperaturowej
przyrz¡du pomiarowego (linijki, ta±my mierniczej..), tp � temperatura
przedmiotu, tn temperatura przyrz¡du.
Niepewno±¢ poprawionego wyniku obliczamy korzystaj¡c z prawa
propagacji maªych niepewno±ci:

ε2
L′ = ε2

L + ε2
δt,

ε2
δt = L2

[
α2
pε

2
tp + α2

nε
2
tn + (tp − t0)2ε2

αp + (tn − t0)2ε2
αn

]
,

gdzie ε(·) oznacza niepewno±¢ odpowiedniej wielko±ci.
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Uwzgl¦dnienie sko«czonej dokªadno±ci przyrz¡dów � cd.

Po wprowadzeniu poprawek uwzgl¦dniaj¡cych wszystkie rozpoznane
¹ródªa bª¦dów systematycznych pozostaje jeszcze bª¡d zwi¡zany
z kalibracj¡ przyrz¡dów. Kalibracja przyrz¡dów pomiarowych nigdy
nie jest idealna. Bª¦dy kalibracji (np. naniesienia skali) przejawiaj¡
si¦ jako bª¦dy systematyczne. Mogliby±my je wyeliminowa¢,
gdyby±my powtarzali serie pomiarowe, w ka»dej z nich stosuj¡c inny
egzemplarz przyrz¡du danego typu i u±redniaj¡c wyniki wszystkich
tak otrzymanych serii. Zamiast tego posªu»ymy si¦ modelem
statystycznym (tzw. metoda randomizacji i centryzacji bª¦du

systematycznego).

Zakadamy, »e:

� u»ywany przyrz¡d jest losowo wybranym przedstawicielem klasy
przyrz¡dów;

� niedokªadno±¢ ka»dego z przyrz¡dów tej klasy przejawia si¦ jako
bª¡d systematyczny ξ;

� wewn¡trz danej klasy warto±¢ ξ jest zmienn¡ losow¡ opisan¡
pewnym rozkªadem prawdopodobie«stwa, speªniaj¡cym
warunki:

E(ξ) = 0,

E(ξ2) = σ2(ξ),

przy czym ξ jest zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od innych
czynników losowych (bª¦dów losowych) prowadz¡cych
do rozrzutu wyników wewn¡trz jednej serii pomiarowej.
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Figure 10: Przykªady modelowych rozkªadów prawdopodobie«stwa bª¦du wskaza« przyrz¡du:
rozkªad Gaussa � górny wykres, rozkªad jednostajny � dolny wykres.
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Warto±¢ σ2(ξ) wyznaczamy na podstawie:

� szczegóªowych informacji podanych przez producenta,

� modelowego rozkªadu tej cz¦±ci bª¦du systematycznego.

Najcz¦±ciej stosowane modele rozkªadu prawdopodobie«stwa
dla losowej skªadowej bª¦du systematycznego (tzw. randomizacja

i centryzacja bª¦du systematycznego):

� rozkªad Gaussa (normalny) o dyspersji σ = ∆/3;

� rozkªad jednostajny o a = ∆ (oznaczenia jak na wykresie);
wówczas σ2(ξ) = ∆2/3.

Warto±¢ ∆ okre±lamy na podstawie:

� klasy przyrz¡du, albo

� jako najmniejsz¡ dziaªk¦ skali.

Uwagi:

� wielokrotne (n krotne) �przykªadanie� przyrz¡du w celu
zmierzenia jednej wielko±ci (np. nasza linijka jest krótsza
od mierzonego odcinka) prowadzi do oceny:

σ2(ξ) = nσ2
przyrz;

� pomiar wielokrotno±ci (n) interesuj¡cej nas wielko±ci
(np. pomiar czasu trwania n okresów wahadªa, pomiar
grubo±ci n kartek papieru...) prowadzi do oceny:

σ2(ξ) =
1

n2
σ2
przyrz.
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Wynik podajemy w postaci:

x = x̄± u(x̄),

u2(x̄) = s2
x̄ + σ2(ξ),

gdzie x̄ oznacza ±redni¡ serii pomiarów poprawion¡ ze wzgl¦du na
wszystkie rozpoznane ¹ródªa bª¦dów systematycznych, a sx̄ oznacza
niepewno±¢ ±redniej (uwzgl¦dniaj¡c¡ niepewno±ci wprowadzanych
poprawek poprzez prawo propagacji maªych bª¦dów).
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24 Rozkªad χ2

Niech x1, · · · , xN b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, ka»da
opisana rozkªadem Gaussa o warto±ci ±redniej µ = 0 i dyspersji σ = 1.
Wówczas wielko±¢:

x := χ2 =
N∑
i=1
x2
i

podlega rozkªadowi χ2 o g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zadanej
wzorem:

f (x;N) =
1

2Γ(N2 )

(x
2

)N
2 −1

exp(−x/2),

gdzie N nazywane jest liczb¡ stopni swobody,

Γ(1
2) =

√
π, Γ(1) = 1, Γ(z + 1) = zΓ(z),

a dla z równego liczbie naturalnej n, Γ(n + 1) = n!.

E(x) = N

E((x−N)2) = 2N
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Przykłady rozkładu χχχχ
2
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Figure 11: Wykresy g¦sto±ci rozkªadu χ2 dla maªych liczb stopni swobody n.

65



0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

0,12

0,14

0 10 20 30 40 50 60

wartość χ
2

g
ę
st

o
ść

 p
ra

w
o

p
o

d
o

b
ie
ń

st
w

a

n  = 7

n  = 15

n  = 30
rozkład Gaussa

µµµµ  = 30, σσσσ
2
 = 60

Przykłady rozkładu χχχχ
2
 dla róŜnych n 

(n  liczba stopni swobody)

Figure 12: Wykresy g¦sto±ci rozkªadu χ2 dla du»ych liczb stopni swobody n.
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25 Test zgodno±ci dopasowania � test χ2

Sprawdzenie dopasowania zale»no±ci funkcyjnej do wyników

pomiarów.

Hipoteza:

y = f (x; a1, a2, · · · , ak).

Pomiary:

xi → yi ± σi, i = 1, · · · , N > k,

gdzie xi i σi znane s¡ dokªadnie (zaªo»enie).

Tworzymy wielko±¢:

R =
N∑
i=1

(yi − f (xi; a1, · · · , ak))2

σ2
i

.

Wówczas:

1. Je±li parametry f (x; a1, · · · , ak) znane s¡ dokªadnie
(tzn. ich warto±ci liczbowe s¡ cz¦±ci¡ testowanej hipotezy) to:

E(R) = N.

Je±li dodatkowo, dla ka»dego i, yi podlega rozkªadowi Gaussa
o warto±ci oczekiwanej f (xi; a1, · · · , ak) i dyspersji σi toR podlega
rozkªadowi χ2 o N stopniach swobody.
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2. Je±li f (x; a1, · · · , ak) jest liniow¡ funkcj¡ parametrów a1, · · · , ak,
a warto±ci tych parametrów wyznaczone zostaªy na podstawie
danych do±wiadczalnych (metoda najmniejszych kwadratów
→ minimalizacja warto±ci R → â1, · · · , âk), to

E(R) = N − k,

gdy warto±¢ R obliczna jest po podstawieniu â1, · · · , âk.
Je±li dodatkowo, dla ka»dego i, yi podlega rozkªadowi Gaussa
o warto±ci oczekiwanej f (xi; a1, · · · , ak) i dyspersji σi, to warto±¢
R obliczona dla wyznaczonych za pomoc¡ minimalizacji R
warto±ci âi podlega rozkªadowi χ2 o N − k stopniach swobody.

Test:

Hipotez¦ odrzucamy, je»eli wynikaj¡ce z rozkªadu χ2

o odpowiadaj¡cej naszemu zagadnieniu liczbie stopni swobody
prawdopodobie«stwo uzyskania otrzymanej warto±ci R
lub wi¦kszej jest mniejsze od przyj¦tej przez nas warto±ci
krytycznej (np. 0,05) � test jednostronny. Przyj¦ta warto±¢
krytyczna równa jest akceptowanemu przez nas prawdopodobie«stwu
popeªnienia bª¦du I rodzaju.

W przypadku 1. odrzucenie hipotezy oznacza, »e podane
warto±ci parametrów lub podany ksztat zale»no±ci, to znaczy
posta¢ funkcji f (x, a1, · · · , ak), nie opisuj¡ otrzymanych wyników
pomiarów.

W przypadku 2. odrzucenie hipotezy oznacza, »e podany ksztat
zale»no±ci, to znaczy posta¢ funkcji f (x, a1, · · · , ak), nie opisuje
otrzymanych wyników pomiarów.
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Uwagi:

� Je±li otrzymana warto±¢ R jest zbyt maªa (wyra¹nie
mniejsza od liczby stopni sowbody), to najprawdopodobniej:

� pomiary nie byªy niezale»ne lub

� przecenili±my warto±ci niepewno±ci pomiarowych.

� W praktyce u»ywamy zamiast dokªadnych warto±ci niepewno±ci
jedynie dost¦pnych nam ocen tych warto±ci. Nie sprawdzamy te»
przewa»nie zasadno±ci zaªo»enia o gaussowskim rozkªadzie
wyników pomiarów. Opisany powy»ej test jest te» cz¦sto
stosowany w przypadkach, gdy f (x; a1, · · · , ak) nie jest liniow¡
funkcj¡ parametrów a1, · · · , ak. Wszystkie te czynniki
zmniejszaj konkluzywno±¢ przeprowadzonego testu
(tzn. w niekontrolowany sposób zmieniaj¡ prawdopodobie«stwo
bª¦du I rodzaju w stosunku do przyj¦tej warto±ci krytycznej).
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26 Sprawdzenie zgodno±ci obserwowanego rozkªadu

wyników z zadanym (przewidywanym) rozkªadem

pradwopodobie«stwa.

Hipoteza:

Prawdopodobie«stwo otrzymania warto±ci xi, i = 1, · · · ,M
(otrzymania warto±ci x z przedziaªu o numerze i) → pi

M∑
i=1
pi = 1.

Pomiary:

W przedziale i otrzymali±my ni przypadków: i→ ni,

M∑
i=1
ni = N > M.

Na podstawie testowanej hipotezy przewidywana liczba przypadków
i→ piN .

Zaªo»enie:

Warto±ci piN s¡ du»e (ten warunek musimy uwzgl¦dni¢ planuj¡c
wykonanie testu). Warunek ten oznacza, »e obserwowanym liczbom
przypadków ni mo»na przypisa¢ niepewno±ci σi '

√
piN lub,

inaczej, »e ni podlegaj¡ w przybli»eniu rozkªadowi Poissona.

Tworzymy wielko±¢:

R =
M∑
i=1

(ni − piN)2

piN
.
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Figure 13: Test zgodno±ci rozkªadu obserwowanego � histogram warto±ci ni/N� z modelow¡
g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa � pi obliczane jako pole pod krzyw¡.
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Wówczas:

R podlega rozkªadowi χ2 o M − 1 stopniach swobody.
Ka»dy dodatkowy warunek naªo»ony na warto±ci ni poza warunkiem

M∑
i=1
ni = N

zmniejsza liczb¦ stopni swobody o 1, to znaczy:
k dodatkowych warunków → liczba stopni swobody = M − k − 1.

Test: Porównanie obliczonej warto±ci R z warto±ci¡ krytyczn¡
rozkªadu χ2.

Praktyka: Cz¦sto zalecane jest, by test stosowa¢, gdy
piN ≥ 5, M ≥ 6⇒ N ≥ 30.

Uwaga: Mo»na dopasowa¢ szeroko±ci przedziaªów do warto±ci piN .

72



27 Jak piszemy prac¦ naukow¡?

Przed rozpocz¦ciem pisania tekstu nale»y jasno odpowiedzie¢ sobie
na dwa pytania:

� Co jest najwa»niejsz¡ informacj¡, jak¡ chcemy przekaza¢?

� Dla kogo piszemy nasz¡ prac¦ � kto j¡ b¦dzie czytaª?

Ukªad tekstu pracy:

� tytuª → informuje o zawarto±ci;

� autor (autorzy) i ich adresy (uczelnia, instytut badawczy...);

� streszczenie → rozszerza tytuª;

� wst¦p → dlaczego zaj¦li±my si¦ opisywanym zagadnieniem
(dotychczasowy stan bada«...);

� opis u»ywanych metod: podstawy teoretyczne, u»ywane wzory,
stosowane przybli»enia, de�nicje i oznaczenia podstawowych
wielko±ci...;

� techniczna realizacja pomiaru: schemat ukªadu pomiarowego,
u»yta aparatura (typ i producent), metody kontroli warunków
pomiaru (np. kalibrowania przyrz¡dów);

� uzyskane wyniki: (a) syntetyczna prezentacja wyników
pomiarów, (b) dyskusja ¹ródeª niepewno±ci i ocena jej warto±ci;

� wnioski i podsumowanie;

� podzi¦kowania (wspóªpracownicy, którzy nie s¡ wspóªautorami,
sponsorzy, .... );

� dodatki (nie zawsze)→ wyprowadzenie maªo znanych zale»no±ci,
szczegóªy techniczne procedur pomocniczych,...;

� cytowana literatura.
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Uwagi dodatkowe:

� U»ywany j¦zyk powinien by¢ prosty i jasny, a zdania krótkie.

� Wzory matematyczne to te» proza: a = b + c, to peªne zdanie.

� Wszystkie oznaczenia musz¡ by¢ zde�niowane przed ich
pierwszym u»yciem (lub tu» po).

� U»ywane wzory powinny by¢ wyprowadzone lub powinien
by¢ podany odno±nik do pracy (podr¦cznika), gdzie takie
wyprowadzenie mo»na znale¹¢.

� Rysunki, tabele, odno±niki musz¡ by¢ ponumerowane wedªug
kolejno±ci ich omawiania w tek±cie, przy czym, oddzielna
numeracja dotyczy rysunków, tabel i odno±ników.

� W miar¦ mo»liwo±ci nale»y cytowa¢ prace ¹ródªowe, a je±li nie,to
powszechnie dost¦pne prace przegl¡dowe lub podr¦czniki.

� O ile to mo»liwe, stosujemy standardowe oznaczenia
wystpuj¡cych wielko±ci, np.: m � masa, ~r � poªo»enie,
~v � pr¦dko±¢, R � opór elektryczny, t � czas,
T � temperatura w skali Kelvina.

� Wykres przedstawianej przez nas zale»no±ci powinien wypeªnia¢
caªe przeznaczone dla niego pole; nachylenie prostej powinno by¢
bliskie 45◦.

� Osie wykresów musz¡ by¢ wyra¹nie opisane z podaniem
jednostek, w jakich mierzone s¡ przedstawiane wielkoci.

� Tabele powinny zawiera nazwy prezentowanych wielko±ci
i jednostki, w których s¡ one mierzone.

� Gªówna informacja powinna wynika¢ z tytuªu, streszczenia,
wykresów (rysunków) i tabel.
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