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Andrzej Majhofer

1 Plan wykladu

e Wprowadzenie. Polecana literatura

e Charakterystyki zbioréw danych liczbowych: érednia, srednie
odchylenie kwadratowe (dyspersja rozktadu). Graficzna
prezentacja i analiza danych (histogram).

e Definicje: pomiar, btad pomiaru, niepewno$é¢ pomiaru.
Klasyfikacja: btad gruby, btad przypadkowy,
btad systematyczny.

e Elementy rachunku prawdopodobienistwa i statystyki
matematyczne].

e Sktadowa przypadkowa niepewnosci pomiaru (btad przypadkowy).
Ocena parametrow rozktadu btedu przypadkowego.
Uwzglednienie doktadnosci przyrzadow. Wynik konicowy i niepewnoscé
bezposredniego pomiaru pojedynczej wielkosci fizycznej.

e Pomiar posredni i propagacja niepewnosci.

e Dopasowanie zaleznodci funkcyjnej do danych pomiarowych.

e Statystyczne metody testowania hipotez.

e Eliminacja wplywu efektéw systematycznych i wprowadzanie poprawek.
e Dobra praktyka laboratoryjna.

e Publikacja wynikow: publikacja w czasopismie naukowym,
raport laboratoryjny...
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4 Charakterystyki zbioré6w danych liczbowych

Dla zbioru danych (pelna populacja):

i = i=12-- N

definiujemy
Srednig:
1 =N
T=— > x
N gl
inaczej:
1
T = N(a:1+x2+a;3+---+xN);

Srednie odchylenie kwadratowe:

1 =N

0_2

wielko$¢ o := Vo2 nazywana jest tez dyspersja rozkltadu;

mediane:

Mediana jest to liczba dzielaca uporzgdkowany zbiér wartosci x;
na dwa réwnoliczne podzbiory (na og6t nie jest okreslona
jednoznacznie). Gdy liczba N danych wartosci x; jest parzysta,

czesto przygmuje sie dodatkowo, ze mediana rowna jest Srednieg
arytmetyczne] T s & T14N/2-



5 Bezposedni pomiar pojedynczej wielkosci fizycznej

Pomiar — poréwnanie z wzorcem
Zrodla odchylenia wyniku od wartosci doktadnej:

e metoda pomiaru;
e wystapienie btedéw grubych i systematycznych;

e sposob postepowania — ustalenie i kontrolowanie warunkow
pomiaru;

e jakos¢ przyrzadow — ,odtwarzania wzorca’.

Definicja:

blad pomiaru = wartos$¢ zmierzona — wartosé¢ dokladna



Glowne typy odchyleri od wartosci dokladnej (btedy):
e blad gruby:

pomytka zapisu, zle odczytany zakres miernika, zmierzenie
nie tej wielkosci co trzeba, awaria aparatury (np. przerwy
w zasilaniu....);

unikanie 1 eliminowanie bltedow grubych: starannosc
postepowania i szczegdtowe dokumentowanie przebiegu
pomiaru;

e blad systematyczny:

odchylenie wyniku od wartosci doktadnej majace te sama
wartos¢ przy powtarzaniu pomiaru w tych samych warunkach
(np. temperatura otoczenia rézna od temperatury kalibracji
przyrzadow, btad wskazan miernika....);

ocena wielkoSci bledu systematycznego: mozliwa tylko
poprzez wykonywanie pomiaréw réoznymi metodami lub
poprzez badanie zaleznosci wyniku od zmian warunkow
wykonywania pomiaréw (— wprowadzenie poprawek);

e blad przypadkowy:

odchylenie wyniku pomiaru od wartosci doktadne;
przyjmujace rézne wartosci podczas powtarzania pomiaréw
w tych samych warunkach;

btedu przypadkowego nie mozna catkowicie wyeliminowac,
ale mozna oceni¢ parametry rozktadu pojawiajacych sie wartosci
odchylen z nim zwigzanych — model matematyczny.
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Zalozenia matematycznego modelu bledu pomiaru:

Przyjmijmy oznaczenia:

e 1 = warto$¢ doktadna mierzonej wielkosci

(zaktadamy, ze istnieje 1 jest jednoznacznie okreslona,
mianowang liczba rzeczywista);

o r = wynik pomiaru
r=pn+e

e = blgd pomiaru

Nasze rozwazania rozpoczniemy od opisu btedéow przypadkowych
(zakltadamy, ze wyeliminowane sa bledy grube i systematyczne):

e ¢ = blgd przypadkowy powstaje w wyniku zlozenia dziatania
bardzo wielu czynnikow niezaleznych, a kazdy z tych czynnikow
daje bardzo maty wklad do odchylenia wyniku pomiaru od
wartosci doktadnej (bedziemy poszukiwali granicy, gdy liczba
czynnikéw dazy do nieskoczonosci, a wktad kazdego z nich dazy
do zera);

e do opisu btedéow przypadkowych postuzymy sie rachunkiem
prawdopodobienstwa.



Prawdopodobienstwo w jezyku potocznym rozumiane
bywa jako:

e miara naszej niewiedzy
e stopien przekonania

e Srednia czesto$¢ wystepowania zjawiska w dlugiej serii
powtorzen.

Postugiwanie sie ,intuicyjnym” rozumieniem pojecia
prawdopodobienstwa prowadzi do paradoksow, gdy probujemy
wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzen ztozonych.

Dla unikniecia takich trudnosci postuzymy sie aksjomatycznym
sformuowaniem teorii (rachunku) prawdopodobiestwa.

Analogia:

Rachunek prawdopodobienistwa jest aksjomatyczng teoria
zdarzen przypadkowych (losowych) tak, jak

geometria euklidesowa jest aksjomatyczng teorig
figur geometrycznych.

Obie sg niezalezne od mozliwych zastosowan, chociaz moga by¢
bardzo uzyteczne.



6 Przypomnienie podstaw rachunku prawdopodobienstwa

Niech:
(2 bedzie przestrzenia zdarzen
Prawdopodobienstwo:
Prawdopodobienstwem nazywamy odwzorowanie:
QD A—plA)el0,1],

spelniajace warunki:

1. A — zdarzenie pewne — p(A) = 1;
2. A — zdarzenie niemozliwe — p(A) = 0;

3.0D A, Boraz AN B =0, to:
p(AU B) = p(A) + p(B).
Definuje sie tez:

A" = Q\ A, zdarzenie przeciwne do A:
p(A) =1 —p(A).

W szezegolnosei: p(2) = 1, p(€2) = 0.



Prawdopodobienstwo warunkowe p(A|B)

Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A pod warunkiem zajscia
zdarzenia B, p(B) # 0:

p(ANB)
p(B)

Zdarzenia A 1 B sa niezalezne, gdy:

p(A|B) =

P(A|B) = p(A) = p(AN B) = p(A)p(B).

Uwaga: Gdy zdefiniowana jest przestrzen zdarzen i okreglone
zostato na niej prawdopodobiestwo p(-), to stwierdzenie, ze dane dwa
zdarzenia sa niezalezne nastepuje na podstawie wyniku obliczen.



Przyklad 1.

Rzucamy trzy razy symetryczng moneta. Kazdy z mozliwych

wynikow (ciag reszek, R, i ortow, O) jest jednakowo prawdopodobny.
Czy wyrzucenie orta w drugim rzucie (zdarzenie A) jest zdarzeniem
niezaleznym od wyrzucenia orta w rzucie pierwszym (zdarzenie B)?

e Zaczynamy od zbudowania przestrzeni zdarzen:

Q= {(0,0,0),(0,0,R),(0,R,0),(R,0,0),
(O,R,R),(R,O,R),(R,R,0),(R,R,R)}.

e Kazde ze zdarzen wymienionych w definicji €2 jest jednakowo
prawdopodobne. Zdarzen jest 8, a wiec pradopodobienstwo
kazdego z nich wynosi 1/8.

e Okreslamy prawdopodobienstwo zdarzenia w pierwszym rzucie
orzet. Zdarzenie to jest suma (teoriomnogosciowa) czterech
roznych zdarzen wymienionych w definicji €.

Mamy wiec:

P((O,-,-) = 4- ; _ ; _. P(B).

Analogicznie dla zdarzenia orzel w drugim rzucie:
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lloczyn zdarzen A i B to zdarzenie wyrzucenia orta w pierwszym
i drugim rzucie — odpowiadaja mu dwa zdarzenia w definicji €.
Otrzymujemy wiec:

I 1
P(ANB)=2-—-=—.
(AN B) s 4

Ostatecznie (P(B) # 0 ):

pAB) = 240 D) (If(;)B ) _ = P(A)

Whiosek: zdarzenia A i B sa niezalezne.

Uwaga: Mozna tez bylo postapi¢ odwrotnie — przyjac,

ze kolejne rzuty sa zdarzeniami niezaleznymi, a w kazdym rzucie
prawdopodobienstwa wyrzucenia orta i reszki sa sobie réwne

i wynosza 1/2. Takie zatozenie pozwala wyznaczy¢
prawdopodobienstwo uzyskania kazdego wyniku serii o dowolnej,
skonczonej dtugosci.
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Przyklad 2. Proby Bernoulliego i rozklad dwumianowy.

Uogoélnijmy zagadnienie 7z Przyktadu 1. Wykonujemy serie
niezaleznych préb. W kazdej z nich uzyskujemy sukces
7z prawdopodobienstwem p lub ponosimy porazke

7z prawdopodobienstwem ¢ — oczywiscie mamy p + q = 1.

Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania dokladnie k
sukcesow w ciggu n takich prob?

e Prawdopodobinestwo uzyskania zadanego ciggu sukcesow
i porazek rowne jest (na podstawie zalozenia o niezaleznosci
prob) iloczynowi, w ktorym p wystepuje tyle razy ile jest
w tym ciggu sukcesow, a q tyle razy ile porazek.

e Kazde ze zdarzen sprzyjajacych wynikowi, o ktéry pytamy
w zadaniu (doktadnie k sukceséw w n probach) pojawia sie
wiec z prawdopodobieristwem:

k n—k

e Liczba takich zdarzen wynosi (n > k):
n!
Kl(n —k)!
przy czym: n!:==1-2-3---(n —1)-n, a dodatkowo
przyjmuje sie 0! = 1.

e Ostatecznie otrzymujemy (tzw. dwumianowy rozkltad
prawdopodobieristwa):

. _ n! k _n—k
P(k;n,p) = /Mp q
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7 Zmienna losowa, warto$¢ oczekiwana .....

Zmienna losowa

Funkcja liczbowa okreslona na przestrzeni zdarzen nazywana jest
zmienng losowa. Inaczej: zmienna losowa przyporzadkowuje liczby
zdarzeniom losowym.

Zmienna losowa, to odwzorowanie x : {2 - R
(ogblniej: x : 2 — R™)

Przyktad 3.
Kazdemu wynikowi rzutu szescienng kostka (zdarzenie losowe)
przyporzadkowujemy liczbe oczek na gérnej Sciance kostki.

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowe;j:
Wartoscia oczekiwana, £(x), zmiennej losowej x nazywamy:

E(x) = X zipi,

dla dyskretnej zmiennej losowej (i numeruje mozliwe wartosci
zmiennej) lub

E(x) = /CCf([E)dSIZ,

dla zmiennej losowej ciagtej, przy czym sumowanie (catkowanie)
przebiega caly zakres zmiennosci x, a f(x) oznacza gestosé
rozkltadu prawdopodobienstwa otrzymania wartosci x.
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Wariancja zmiennej losowej nazywamy:

Var(z) = E((x — E(x))?).

Kowariancja zmiennych losowych x i y nazywamy:

Cov(z,y) = E((x — E(x))(y — E(y)))-
Zmienne losowe z : () — R" iy : () — R™ sg niezalezne,
gdy dla kazdych dwoch zbioréw otwartych
By Cc R", By C R™, zdarzenia x € By iy € By s3 niezalezne.

Woweczas, dla cigglych zmiennych losowych, gestosé

prawdopodobienstwa g(z,y) = fi(z)f2(y), gdzie fi(z) i f2(y)
oznaczaja gestosci prawdopodobienistwa zmiennych x i y.

Przyklad 4.

Wynik pomiaru jest zmienna losowa. Interesuje nas wartosé
oczekiwana tej zmiennej oraz warto$é¢ oczekiwana kwadratu
odchylenia tej zmiennej od jej wartosci oczekiwane;].

W przypadku, gdy wyeliminowane sa btedy grube i systematyczne,
warto$é¢ oczekiwang zmiennej wynik pomiaru utozsamiamy

z wartoscig mierzona (poszukiwang). Zadanie do rozwigzania:
jak wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwana na podstawie skoniczone]

(na ogot niewielkiej) liczby prob?
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Przyktad 5.
Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej k dla rozktadu dwumianowego:

E(k)=np

Wartos¢ oczekiwana kwadratu odchylenia zmiennej losowej k od jej
wartosci oczekiwanej:

E((k — E(k))*) = npg = np(1 — p)

Przyktad 6.

Wyznaczy¢ rozktad, do ktérego dazy rozktad dwumianowy;,
gdy n — 00, a oczekiwana liczba sukceséw jest skoriczona
i stata, A = np. Wynikiem jest tzw. rozklad Poissona.
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0,14 Rozklad dwumianowy (n = 62)

Plkin,p)=—"1 pk (1-p)* K
0,12 - (kin.p) k!(n—k)!p (1=p)
0,10 -
np =10 np =25 np =50

=

=3

]
I

0,06 -

0,04

prawdopodobienstwo P (k;n,p )

0,02

65 70

‘I.._
5 60

0,00 -I : ‘lllll ;III“
30 35 40 45 50 5
liczba k sukcesow

Figure 1. Histogramy prawdopodobienistw liczby sukceséow k opisanych rozkladem
dwumianowym w przypadku n = 62 prob i roznych wartosci p, prawdopodobieristwa
sukcesu w pojedynczej probie
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0,14 r Rozklad Poissona

oAk 2
0,12 - P(k”%)_ﬂe
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<0,10 |
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liczba k zdarzen

Figure 2: Histogramy rozkladu Poissona dla roznych A\ — oczekiwanej liczby przypadkow.
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8 Wzébr Stirlinga

Obliczanie n! jest bardzo klopotliwe. W rachunkach bardzo
przydatny okazuje sie wzor przyblizony, tzw. wzor Stirlinga:

jcH
n! = n'e 2mn e12n

gdzie 0 < © < 1.

Ponizsza tabela ilustruje charakter przyblizenia n! ~ S(n)
(ilustracja wzorowana na: Jerzy Neyman, Zasady Rachunku
Prawdopodobienstwa 1 statystyki matematycznej, PWN,
Warszawa, 1969):

Tabela 1. Poréwnanie doktadnych wartosci n!
7 obliczonymi za pomoca wzoru Stirlinga.

n n! S(n) n!/Sn)| nl—Sn)
2 2 19 1,042 0.1

1 24 235 1021 0.5

6 720 7101 1014 9.9

8 | 40 320 309024 | 1010 | 417.6

10 3628 800 | 3 598 699,6 1,008 30 100,4

11} 39916 800 | 39 615 625,2 | 1,008 | 301 174,8

121479 001 600 | 475 687 487,7| 1,007 |3 314 112,3
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9 Rozklad Gaussa — Graniczna posta¢ rozkladu
dwumianowego (n — 00)

Dla rozktadu dwumianowego:

P(k; = k(1 — pyn=k
dla duzych n otrzymujemy:
L (k — np)* )
P k n ~ ex - '
)= y2mnp(1 = p) ’ ( 2np(1 — p)
Wprowadzmy oznaczenia p := np oraz o := /np(1 — p)

i rozwazmy ciagly rozktad gestosci prawdopodobienstwa:

oo 1 (z — )’
f(x,u,a)—maexp(—w)

nazywany rozkladem normalnym lub rozkladem Gaussa.

Dla x1 < x9 prawdopodobienistwo tego, ze zmienna losowa opisana
rozktadem normalnym przyjmuje warto$¢ pomiedzy x; 1 x9 réwne
jest polu pod krzywa f(z; u, o) zawartemu pomiedzy 1 i .

Przyktad 7.
Dla rozktadu normalnego (Gaussa):

otrzymujemy
e Plu—lo <z <u+lo)=>~0,6682689
P(p—20 <z <pu+20)=0,954500
P(p—30c <z < pu+30)~0,997300
e P(u—4o <z < pu+4o)>~0,999937
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0,14 Rozklad dwumianowy (n = 62)
! —k
P(k;n,p)—%pk(l—p)n

0,12 - % ~k!(n—k)

0,10

p =10 np =25 np =50
0,08

0,06 -
I

0,04

prawdopodobienstwo P (k;n,p )

0,02 ~

0,00 1 1 1 1 1 1 1 1 T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 170
liczba k sukcesow

Figure 3: Porownanie doktadnych histograméw rozkladu dwumianowego z wyprowadzonym
wzorem przyblizonym — linie ciagte.
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Przyklady rozkladéw Gaussa

x—p)

f(X;,U,O'):\/%O_eXp{—( 20_2

gestos¢ prawdopodobienstwa

Figure 4: Rozklad Gaussa: gestosci rozktadu dla réznych wartosci dyspersji o.
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10 Twierdzenie graniczne i prawo wielkich liczb

Jezeli dany jest cigg niezaleznych zmiennych losowych pochodzacych
7z dowolnego rozktadu, ktory ma skonczonag wartos¢ oczekiwana p

i skoniczong dyspersje o, to rozktad zmiennej losowe;j:

Ty —

- o/yn’

Zn
gdzie
_ L n
Ly = — Z X,
n ;=1

dla n — oo dazy do standardowego rozktadu Gaussa:

1 22
N(z;O,l):mexp )

Twierdzenie graniczne pokazuje, ze rozktad Gaussa (normalny) jest
naturalnym modelem rozktadu zmiennej losowej bedacej wynikiem
ztozenia wielu zmiennych losowych posiadajacych skoniczong wartoscé
oczekiwang 1 skonczong wartos¢ sredniego odchylenia kwadratowego.
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Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Niech, k bedzie zmienng losowa o rozktadzie prawdopodobienistwa:

n! .
P(k;n,p) = k!(n—k)!pk(l —p) ‘.

Tworzymy nowa zmienna losowa:

Lp = ——P
n
wWOWCZas:
A Jim, Pl > €) =0,

(w granicy n — oo prawdopodobienistwo, ze uzyskamy x,, wieksze
co do wartosci bezwzglednej od wybranej, dowolnie matej liczby
dodatniej, dazy do zera).

Uwaga: Zbiezno$¢ opisanana w powyzszym twierdzeniu nazywana
jest zbiezno$cia stochastyczna. MoglibysSmy wiec powyzej
powiedzie¢: Chgg x, jest stochastycznie zbiezny do zera,

gdy n dgzy do nieskoriczonosci.

Istnieje wiele roznych postaci twierdzenia wielkich liczb.

Twierdzenia te opisuja zwiazek Scistego pojecia prawdopodobienstwa
z jego (intuicyjna) interpretacja ,czestosciowa’.
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11 Model btedu przypadkowego: zlozenie wielu malych
odchylen

Blad przypadkowy opiszemy jako odchylenie wyniku pomiaru x
od wartodci doktadnej p powstajace na skutek ztozenia bardzo wielu
niezaleznych czynnikéow przypadkowych, z ktérych kazdy powoduje
odchylenie wyniku o +¢ lub —¢ z prawdopodobieristwem:

1

Dla n czynnikow zaburzajacych mamy:

r = p+ke—(n—kk
= p+ (2k —n)e.

Wartosci x — p odpowiada wiec:

k_x—u no_ x—pi+tne
2 2 2¢
n
E(k):anQ

Stosujac przyblizone wyrazenie na prawdopodobienstwo w rozktadzie
dwumianowym dla duzych n, otrzymujemy prawdopodobienstwo
uzyskania w wyniku pomiaru danej wartosci x — p réwne:

Ple - M;n’1> B 1eXp (_M>

_ (_W) |

2ne?
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Dokonajmy przejscia granicznego n — oo (liczba losowych
czynnikéw zaburzajacych pomiar dazy do nieskoriczonosci) oraz

e — 0 z dodatkowym warunkiem: ne? = o2 = const.

Dla prawdopodobienistwa dzielonego przez elementarna zmiane
wyniku pomiaru (zmiana k£ o 1 zmienia wynik o 2¢) otrzymujemy:

lim {1P(x—u;n,1)}: ! exp(—(x_m?).

n—00,e—0;ne2=02 2e 2 W 20'2
Wyrazenie po prawej stronie nalezy przy tym rozumieé jako gestosé
prawdopodobienstwa dla ciaglgej zmiennej losowej .

Interpretacja parametréow rozkladu:

Jezeli otrzymany rozktad stuzy jako model rozktadu wynikow
pomiaréw (po wyeliminowaniu btedéw grubych i systematycznych),
to parametry i o interpretujemy jako:

e /1 — nieznana dokladna wartos¢ wielkosci mierzonej,

e 0 — szerokosc rozktadu okreglajaca dokladnosé, z jaka
potrafimy kontrolowac statos¢ warunkow wykonywania pomiaru,
inaczej moéwiac, o charakteryzuje proces pomiaru.

Uwaga: Rozklad Gaussa jest powszechnie stosowanym modelem
rozktadu prawdopodobienstwa wartosci btedu przypadkowego.
Przeprowadzajac pomiary zwykle zaktadamy jedynie, ze rozktad
jakiemu podlegaja wyniki ma dobrze okreslone (i skoriczone):
wartos¢ oczekiwang i sSrednie odchylenie kwadratowe. Nasze zadanie
polega wowczas na skonstruowaniu z serii wynikow pomiaréw wielkosci:

e /1 — najlepszej oceny wartosci oczekiwanej oraz
e u(j1) — niepewnosci tej oceny,
w taki sposéb, aby:
E(p) = p
E(w () = E((f—p)?).
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12 Pomiar pojedynczej wielkosci i jego niepewno$é

Wykonujemy serie niezaleznych pomiaréw tej samej wielkosci
(ta sama metoda i w tych samych warunkach). Otrzymujemy serie
wynikow:

ri,t=1,2,---,n.
Zakladamy, ze:

e wyeliminowane zostaly btedy grube i systematyczne;

e warto$¢ oczekiwana kazdego z wynikéw pomiaru x; réwna jest
doktadnej wartosci wielkosci mierzonej u:

E(xi) = p;

e Srednie odchylenie kwadratowe od wartosci doktadne;
(wariancja rozktadu), dla kazdego x; wynosi o?:

E((x; —p)?) = 0%
e wartoéci oczekiwane u i o2 istnieja i sa skonczone.
Pytanie:

Jak wyznaczy¢ 1 0 na podstawie wynikow serii niezaleznych
pomiarow?
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Tworzymy wielkoS$ci:

1 n
X :72562'7
n =1
1 n
2 . 2
S —n_lgl(:ztz T)
Mozna udowodnié, ze:
E(x) = p,
2
E(w—pp) = T =02
E(s*) = o7,
oy . n—1,
oll—a) = et 3
2 2\2y _ & Ny oy
(s 0% = L E(lw—p)) = 0

Jesli przyjmiemy, ze kazda z wielkosci x; podlega rozktadowi Gaussa
o wartosci oczekiwanej p 1 dyspersji o, to:

((wi — p)') =30" = E(( ~ M) = 2 o

Whniosek: Na podstawie wynikow serii pomiaréw, najlepsza oceng
wartoéci p i 02 sa wielkodei i == 7 i 02 := s? zdefinowane jak wyzej.
Wielkosé s := v/s2 okregla nasza ocene doktadnosci pomiaru, inaczej,
niepewno$¢ pojedynczego wyniku (z; dla i =1,2,--- n).
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13 Wyznaczanie oceny kowariancji zmiennych z i y
na podstawie serii pomiaréw

Wykonujemy serie niezaleznych pomiaréw par wielkosci:

(in,yi),i: 1,2,“‘,?2.

Zalozenia: Wyniki pomiaréw dla ¢ # 7 sg niezalezne;

E((wi = p)yi —v)) = Cov(z,y)

Tworzymy wielkoS$ci:

_ 1
T = nglxz
~ 1
y = nglyz
Cow = — la— )i~ 9)
Wowczas: A
E(Cyy) = Cov(z,y)
Con@,1) = (@ = (5 —v)
Sz~ pg—v) =  Covlay)
(@ - —v) = oy &S = 2w~ )
£(CClay) = Colrp)
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14

Wynik pomiaru i jego zapis

Zaktadamy, ze bledy grube i systematyczne zostaty wyeliminowane

lub sa zaniedbywalnie male w poréwnaniu z btedami przypadkowymi.

Wowczas, na podstawie znajomosci wynikow serii bezposrednich,

niezaleznych, r6wnowaznych pomiaréw,

$i7i:1727”'7n7

wyZnaczaiy:

wynik pomiaru okredlony jako wielkos¢:
1 n
U= ) T
ni=1

niepewnos¢ pomiaru u(z), gdy wyeliminowano btedy grube
i systematyczne, okreslona wzorem:

2(z) = 52 = 1 i — )%
W) = = g Rl a)

u() zaokraglamy do dwoch cyfr znaczacych,

x — zaokraglamy tak, aby ostatnia cyfra znaczaca z byta na tym
samym miejscu dziesietnym, co ostatnia cyfra znaczaca u(x).

wynik pomiaru podajemy w postaci:
r = obliczona warto$é z, u(x) = obliczona warto$é u(z)
— obie wartosci odpowiednio (patrz wyzej) zaokraglone.
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Uwaga 1:
Stosowane sa tez inne sposoby podawania wyniku (przyktady ponizej):

niech odpowiednio zaokraglone wartosci wynosza: = = 1, 0238 g oraz
u(z) = 0,0036 g, wowczas wynik mozemy podaé¢ w postaci:

e v =1,0238 g, u(x) =0,0036 g
zapis wedhug podanej wyzej reguty;

e z =1,0238(0,0036) g;
e r =1,0238(36) g;

e r = (1,0238 £+ 0,0036) g; taki zapis jest zgodny z przyjetymi
normami. Nalezy jednak pamietaé, ze moze on prowadzi¢ do
nieporozumien. Tu i w poprzednich przyktadach u(z) oznacza
tzw. niepewnosé standardowq — warto$é oceny odchylenia
standardowego, tj. pierwiastka z oceny Sredniego odchylenia
kwadratowego.

Ta informacja powinna zawsze by¢ podana tuz obok wyniku, bo
w zapisie & + U czesto U oznacza tzw. niepewno$c rozszerzong:
U = ku, najczesciej z k = 2. Takie rozumienie zapisu x 4+ U jest
zwyczajowo stosowane w naukach technicznych — jest to
pozostatosé¢ zwyczaju podawania zakresu, w ktorym wartosc
mierzonej wielkosci miesci sie niemal na pewno (dla bltedow
podlegajacych rozktadowi Gaussa, z prawdopodobienstwem 95%).
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21 s2 sy funkcajmi zmiennych losowych

Uwaga 2: Wielkosci s
(wynikéw pomiaréw) i w zwiazku z tym sa tez zmiennymi losowymi
1 mozemy pyta¢ o oceny ich wariancji. Niepewno$¢ wyznaczenia
wartosci s i sz oceniamy korzystajac z przyblizenia (zaktadamy, ze

wyniki pomiaréw podlegajg rozktadowi Gaussa):

2 Os  Osp 1

— ~
n—la o Oz \V2n — 2

Tabela 2. Zalezno$¢ wzglednej doktadnosci

E((s* = 0%)) =

oceny s od dtugosci serii n.

n |og/s <
412
6 | 1/3
10 | 1/4
14 | 1/5
20 | 1/6
52 | 1/10
202 | 1/20
1252 | 1/50
5002 | 1/100
20 002 | 1/200

Stad spotykane w starych podrecznikach zalecenie, zeby
wykonywa¢ n > 5 pomiaréw, bo dopiero dla serii n > 6 pomiaréw
mozemy oceni¢ warto$¢ niepewnosci wynikajacej z wystepowania
btedéw przypadkowych (tzw. niepewnosé statystyczna)

z dokladnoscia lepsza niz 30%.

Powyzsza tabela uzasadnia takze zaokraglanie niepewnosci do dwoch

cyfr znaczacych — dla serii krétszych niz ok. 1300 pomiaréw juz druga
cyfra znana jest niedokladnie.
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15 Uwzglednienie dokladnosci przyrzadu

Dotychczasowe rozwazania zakladaty, ze wynik pomiaru moze

by¢ dowolng liczba rzeczywista. Wiemy jednak, ze odczyt wyniku

z przyrzadu dokonywany jest z doktadnoscia do niewielu cyfr.
Ogranicza to mozliwo$¢ zwiekszenia dokladnosci wyniku poprzez
wydluzenie serii pomiaréw. Musimy ten fakt uwzgledni¢ w naszym
modelu.

Zakladamy, ze: wyeliminowane sa btedy grube i systematyczne
(poza btedem wynikajacym z ograniczonej doktadnosci odezytu).
Rozwazmy przyrzad cyfrowy, ktorego wskazanie zmienia sie co

A =1,2,---,5 na ostatnim miejscu odczytu wyniku.

Rysunek 5. pokazuje poréwnanie rzeczywistego sygnalu na wejsciu
(cienka, niebieska linia prosta) z odczytem zdyskretyzowanym
(poziome, zielone odcinki). Przetaczenie wskazani odbywa sie tak,
zeby ich Srednie odchylenie od wartosci doktadnej, dla dane;j
dokladnosci odczytu, bylo jak najmniejsze — optymalna
dyskretyzacja odczytu.

Blad ¢ zwigzany z odczytem definiujemy jako:
¢ =Y — X, gdzie X oznacza sygnal na wejsciu, a Y odczyt
wskazania przyrzadu.

Rysunek 6. przedstawia & jako funkcje sygnatu X w jednostkach
rozdzielczosci przyrzadu A. Ten blad jest bledem
systematycznym, bo powtarzajac pomiary dla tej samej wartosci
sygnalu wejsciowego bedziemy popelniali stale btad & o tej same;
wartosci.

Jego wartosci jednak nie znamy, ale jak wida¢ na Rysunku 6.,

w przedziale —0,5A < & < 0,5A kazda jego wartosé £ jest mozliwa
1 tak samo prawdopodobna.
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Model pomiaru przyrzadem cyfrowym

Odczyt wyniku pomiaru Y / A

1 2 3

Sygnat na wejsciu X / rozdzielczosc A

Figure 5: Poréwnanie sygnatu na wejsciu przyrzadu cyfrowego w jednostkach A — cienka
niebieska prosta, z odczytem cyfrowym — poziome, zielone odcinki.
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Blad pomiaru przyrzadem cyfrowym

0.5r

Btad odczytu wyniku &/A

Sygnat na wejsciu X / rozdzielczos¢ A

Figure 6: Blad dyskretyzacji wyniku pomiaru przyrzadem cyfrowym — zielone odcinki.
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Rozktad gestosci prawdopodobienstwa g(&) zmiennej losowe;j
opisujacej btad dyskretyzacji (kwantowania), jest wiec rozktadem
jednostajnym.

Rozklad jednostajny zmiennej losowej &:

w przedziale £ € [—a, al:

oraz g(&§) = 0 poza tym przedziatem.

Wartos¢ oczekiwana tak okreslonej zmiennej losowe;j:

fe)=f =

g =0,

a wartos¢ jej wariancji £ (£(€) = 0):

7, dotychczasowych rozwazan wynika, ze w modelu btedu zwiazanego
ze skonczong rozdzielczoscia przyrzadu powinniSmy przyjac
a=A/2, dla bezpieczeristwa, w obliczeniach przyjmiemy a = A

i 7z tym zatozeniem bedziemy ten model stosowali takze w przypadku
przyrzadoéw analogowych (np. linijki), gdzie A oznacza najmniejsza
dziatke skali analogowe;j.

Uwaga: W zaleznosci od sposobu dziatania przyrzadu i nasze]

o tym wiedzy mozemy zbudowaé¢ inny model rozktadu wskazan
doktadniej opisujacy wykonywane pomiary. Tutaj ograniczamy sie do
najprostszego modelu uwzgledniajacego rozdzielczos¢ wskzan przyrzadu
pomiarowego.
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16 Niepewnos¢é wyniku bezposredniego pomiaru
pojedynczej wielkosci fizycznej — wzor koncowy

Czynniki prowadzace do powstania btedu przypadkowego podczas
pomiaru sa niezalezne od przetwarzania sygnatu przez miernik.
Przyjmujemy wiec, ze oba rodzaje btedéw opisywane sa przez
niezalezne zmienne losowe. Wariancja sumy niezaleznych

zmiennych losowych réwna jest sumie wariancji tych zmiennych.
2

W naszym przypadku: wariancji Sredniej z serii pomiaréw oz
i wariancji bledu wskazan £(£2). Obie te wielkosci nie sg
nam znane = do obliczen bierzemy ich oceny: s2 i A?/3 wyznaczone

na podstawie serii pomiaréw i rozdzielczo$ci wskazan miernika.

Ostatecznie: wynik bezposredniego pomiaru pojedynczej wielkosci
fizycznej otrzymany na podstawie serii rownowaznych pomiaréow
podajemy jako:

Uwagi:

e Zasady zaokraglania stosujemy, jak podano poprzednio.
Informujemy, jak wyznaczono niepewnosé u(x).

e Podany wzor ogranicza sensowng liczbe pomiaréw w serii:
wydluzanie serii ma sens dokad s2 > A?/3
(przypominamy, ze s2 o< 1/n, gdzie n jest dlugoscig serii).

e W zyciu” czesto wyraznie dominuje jedna ze sktadowych
niepewnosci: (a) rozrzut kolejnych wynikéw serii jest znacznie
wiekszy od A — dominuje btad przypadkowy; (b) kolejne pomiary
serii daja identyczne wyniki — dominuje btad zwiagzany
7z doktadnoscig przyrzadu — nie nalezy przedtuzac serii.
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17 Test ,,30”

Przyktad 8.

Rzucono 8 razy moneta. Otrzymano 7 ortéw. Czy moneta
jest ,uczciwa’?

Odpowiedz:

Rachunek prawdopodobienstwa pozwala nam tylko na obliczenie
prawdopodobienstwa otrzymania uzyskanego wyniku dla danej
wartosci p — prawdopodobienstwa wyrzucenia orta w pojedynczym

rzucie. Dla ,uczciwej” monety p = 1.

Przyjmujac p = 5 otrzymujemy

1 9
Plk>728-) = — <0,0352,
(—772> 2576<

1 3
Pk>68~-) = — 14
(_6,8,2) Sep < 0,145,

Jesli zdecydujemy, ze odrzucamy hipoteze moneta jest
uczciwa (p = ) gdy P(otrzymanego wyniku ) < 0,04,

to uznajemy, ze otrzymane wyniki pozwalaja nam uznac,
ze moneta nie jest uczclwa.

Powyzszy przyktad pomoze nam sformutowaé¢ metode poréwnywania

wynikow pomiaréw z przewidywaniami teoretycznymi lub z innymi
wynikami pomiaréw.
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Zatozmy, ze wykonana zostala seria pomiaréw wielkosci x i jako jej
wynik otrzymano (stosujemy notacje jak dla przypadku dominacji
btedu przypadkowego):

T = Zi?l + S1
Czesto zadawane pytania:

1. Czy otrzymany wynik jest zgodny z wartoscia
r = o
przewidywana przez teorie?

2. Czy wynik ten jest zgodny z wynikiem
Ir — 2@2 + S9

otrzymanym w innej serii pomiaréw, inng metoda lub innymi
przyrzadami? Inaczej mowiac: czy oba wyniki doswiadczalne sg
ze sobg zgodne?

Zatozmy dalej, ze wspomniane wyniki doswiadczalne uzyskalismy dla
bardzo dtugich serii pomiaréw, a bledy systematyczne sa pomijalnie
male — mozemy wiec przyjac, ze:

S; = 0.

Dla zmiennej losowej x podlegajacej rozktadowi Gaussa o $redniej
i dyspersji 0 mamy:

P(lx — p| > 30) < 0,0028.

Oznacza to, ze rzadziej niz raz na ok. 357 losowan zmiennej opisane;
rozktadem Gaussa otrzymamy wynik réznaicy sie od wartosci
oczekiwanej o wiecej niz 3o. Pozwala to zdefiniowaé sposob
testowania wynikow pomiaréw zapewniajacy, ze odrzucimy hipoteze
prawdziwa (tzn. popelimy tzw. btad pierwszego rodzaju)
rzadziej niz raz na 357 testowanych przypadkow.
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Test 30

1. Jezeli porownujemy wynik pomiaru x, z wartoscia fu
przewidywana przez teorie:

|21 — pg| > 351 = odrzucamy hipoteze x = py.

2. Dla dwoch niezaleznych pomiaréw o wynikach 1 1 Zo:
~ . ~ 2 2 . .
|Z1 — 22| > 3y/sT + s5 = odrzucamy hipoteze, ze w obu
pomiarach mierzona byla ta sama wielkos¢.

Uwagi:

e Jezeli (jak to w praktyce najczesciej bywa i co sugeruje uzyta
powyzej notacja) zamiast doktadnych wartosci dyspersji,
o, odpowiednich rozktadéw Gaussa postugujemy sie ich ocenami,
s, to nasza decyzja staje sie mniej kategoryczna,
— prawdopodobienstwo popelnienia btedu pierwszego rodzaju
moze by¢ wieksze niz to wynika z rozktadu Gaussa (niz przyjeta
warto$¢ krytyczna tego prawdopodobieristwa).

e W jeszcze wiekszym stopniu zastrzezenie to odnosi sie do
przypadku, gdy ocena niepewnosci dotyczy sktadowej btedu
nie podlegajacej rozktadowi Gaussa — np. zawiera skadowa
zwiazang z dokltadnoscig przyrzadu. Czesto i w takich
przypadkach stosowany bywa test ,,30”. Podjetej decyzji
nie mozna jednak wowczas przypisa¢ prawdopodobienstwa btedu
[ rodzaju. Wystarczy wiara, ze czynnik 3 jest wystarczajgco
duzy, aby decyzja byla wystarczajgco bezpieczna w codziennej
praktyce.

e W wielu przypadkach, nawet w bardzo skomplikowanych
sytuacjach, tworzone sa $ciste modele matematyczne rozktadow
prawdopodobienstwa wielkosci podlegajacych testom,

a akceptowane prawdopodobienstwo btedu I rodzaju wynika
7 oceny kosztow popetnienia tego btedu.
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18 Pomiary posrednie i ,propagacja malych bltedéw”.

Nie zawsze mozliwy jest bezposredni pomiar interesujacej nas
wielkosci y, albo tez pomiar taki nie bytby wystarczajaco doktadny.
W takiej sytuacji czesto postugujemy sie znanymi zwigzkami
funkcyjnymi pomiedzy wielkoscia ¢ 1 innymi wielkosciami dostepnymi
bezposrednim pomiarom:

y:f(xlvx%'”?xk)a

gdzie f(xy1, 9, -+, x)) jest znang funkcja, a wielkodci x1, xo, -+, Ty
potrafimy mierzy¢ bezposrednio.

Zaktadamy, ze:

e doktadna wartos¢ wielkosci y wynosi n = f(u1, -, px), gdzie

1, - -+, 1 83 doktadnymi wartosciami wielkosci xq, - - -, xy;
e wielkosci x;,7 = 1,---, k s3 mierzone niezaleznie i w wyniku
pomiaréw otrzymano wartosci Zy, - - -, T, Przy czym:
E(2) = p;

e dla kolejnych z;,72 =1, -- -, k zachodzi takze

E((@i — mi)”) = o3

e W wyniku pomiaréw wyznaczono te S;i, - -+, Sz — 0ceny
niepewnosci o;1, - - -, 041 W taki sposob, ze:
2\ _ 2
E(s3) = 04
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Twierdzenie:

Jesli spelnione sa powyzsze zatozenia oraz
k
n= '21 Qifbi,
1=

gdzie a;, 1 =1, -+, k sa znanymi staltymi, to

E(y) = &(X aizy)

|
It

8

=

|

=

T
)
=N
Q

[\

koo 2
E(3 aidi—n)?) =

Wnhniosek: Wynik pomiaru posredniego wynosi y = y + s, gdzie

Nad
I
Y
&
=>

V)
[\
I
T
@9
[V
[\

=
<L

Uwaga: Jesli mierzone wielkoéci nie s niezalezne i dla ¢ # j

E(@; — pi)(@j — pj)) = Ciy #0
to:
N2y e 2 9
g((,zlale n)°) = ,Zlaiaj:i+ g a;a;C
1= 1= 1 ]
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Propagacja malych niepewnosci

W przypadku, gdy n = f(p1,, -, px), dla odpowiednio matych
niepewnosci o, 1 funkcji f(xy, - -, zy) rozniczkowalnej w sposob
ciagly (gadklej) otrzymujemy przyblizenie:

oraz
k([ Of 2
£ = £ | o
i=1\0x; s
gdzie
of g L Ry ) = s s )
81’2' [ fl © h—0 h .

Na podstawie pomiaru znamy jednak tylko wartosci s;;, to jest oceny
wartosci 04;. Definiujemy wiec wielkosé:

k(O 2
> (aa{ ) e
a wynik koncowy podajemy w postaci:
y =1y =L sy
Uwagi:
e NiepewnoSci 0;; ™~ Sz sa odpowiednio mate, gdy pochodne
of
OTilg, iy

sg z dobrym przyblizeniem state dla x; € [T; — Sz, T; + Sa)-

e Jedli pomiary argumentéow f nie sa niezalezne, C . 7 =0, to:
2
i (0f of|  of| 4
Za m+28, B Ti7)°
=1 L Ty, Tp i#j OLi Ty, Tp L 1,2
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19 Metoda najmniejszych kwadratéw

e Wiemy (zaktadamy), ze wielkosci fizyczne x i y wiaze zaleznosé:
y = f(z;a1,as, -+, a;), gdzie a; s nieznanymi nam
parametrami (np. charakteryzujacymi wtasciwosci badanego
materiatu).

e Dla N > k r6znych wartosci wielko$ci x mierzymy
odpowiadajace im wartosci y: ©; — v;,1=1,---, N.

e Zakladamy, ze x; znane sa doktadnie, a kazdy wynik ; jest
zmienng losowa opisang rozktadem Gaussa o Sredniej
f(xiar, -+, ax) i dyspersji o;.

Pytanie:
Jak na podstawie opisanych wyzej wynikéw pomiaréw wyznaczyc
wartosci parametréw a; 1 ich niepewnosci?

Idea postepowania: Przyjmujemy, ze to, co obserwujemy
reprezentuje sytuacje typowa, to jest bliska sytuacji najbardziej
prawdopodobnej.

Whniosek:

Bedziemy szukali takiego zbioru wartosci a;, 7 = 1, - -, k, dla ktorego
otrzymany wynik odpowiada maksimum gestosci prawdopodobienstwa.
Poszukiwanie maksimum iloczynu funkcji Gaussa (jako modelu

gestosci prawdopodobieristwa otrzymanych wynikéow) prowadzi

do warunku:

@z - f(ajla Ay, - - 7ak))2

of

N
R=>
i=1

Poszukujemy takich wartosci a;,j = 1,---, k, dla ktérych R
przyjmuje warto$¢ minimalng.
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Minimum wielkosci ‘R zdefiniowanej powyzej pozwala znajdowac
dobre oceny wartosci parametrow a;,7 = 1,---, k takze

w przypadkach, gdy wyniki pomiaréw, 1;, podlegaja rozktadowi
innemu niz rozktad Gaussa, jesli tylko dla kazdego ¢ spelnione sa
warunki:

g(@l) - f(xm Qr, -, ak))
E((Yi — flzizar, -, ak))Q) = 01'2,

a wielkosci wystepujace po prawych stronach obu réwnosci istnieja
i 83 skoriczone.

Metoda znajdowania wartosci prametrow a;, 7 = 1,-- -, k poprzez
minimalizacje wielkosci:

N (7. — g ... 2
R = 21 (9 f(x“j;’ k) — manimum
i= ;

nazywana jest metoda najmniejszych kwadratow.

Uwaga:

Wrzory stuzace do wyznaczania parametréow wyprowadzamy jakby
wartosci niepewnosci o; byty znane, a obliczenia wykonujemy
podstawiajac zamiast o; oceny ich wartosci — s; (ogdlnie: oceny
niepewnosci u(y;)).
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20 Pomiary o ré6znych dokladnosciach — srednia wazona

Interesuje nas warto$é wielkosci . Znamy wyniki N niezaleznych
pomiarow: r =x; £s;,1=1,---, N.

Pytanie: Jak na podstawie tych wynikoéw najlepiej wyznaczy¢
wartos¢ x?

Zaktadamy, ze kazda z wartosci x; jest zmienng losowa opisana
rozkladem o $redniej p i dyspersji o; (znamy tylko przyblizone
wartosci s; >~ o0; oraz T; >~ ).
Poszukujemy x — wielkosci lepiej przyblizajacej v niz kazda
7z wielkosci ;. W tym celu konstruujemy wielkos¢:
R = ]zv: (jjz _2j7)2
i=1 g;

i poszukujemy minimum tak zdefiniowanego R wzgledem .

Wynik:

£ (a5/0?)
S (1/02)

—_

4=
Jak tatwo sprawdzi¢ dla & spelnione sa zwiazki:

E@) = p,
1

(1/07)

=1

M=
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Jezeli w powyzszych wzorach zastapimy wszystkie o; znanymi nam
ich przyblizeniami, s;, to otrzymujemy praktyczny przepis:

Odpowiedz 1: x = x, & S, gdzie oceny wartosci sredniej wazoney,
Ty, 1 wewnetrznej oceny dyspersji, S;,;, zdefiniowane sa wzorami:

o S (24/5)
SRy
LI

nt g<1/8>

Model alternatywny

Nasze dane mozemy tez rozumie¢ nastepujaco: wynik x; £ s,
otrzymano na podstawie serii n; bezposrednich pomiaréow
wielkosci @. W pomiarach bezposrednich uzyskano wyniki z;;
przy czym: ¢ = 1,---, N, a dla kazdego 7, j =1, -+, n,.

Przy takiej interpretacji, podane wartosci ;, s,; otrzymane
bylyby wiec w nastepujacy sposob:

ry, = — Z Lij,
nZ ] 1
1 i
2 ~\2
Sz’ = —— Z (xij — CL’Z) .

ni(n;i — 1) j=1
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Jesli wszystkie pomiary wykonano w tych samych warunkach,
z uzyciem tych samych przyrzadow, to:

2 2

o o
E(si)=—=n; ~ —,
( z) n; G SZZ

gdzie o jest nieznang, doktadng warto$cia dyspersji (niepewnosci)
pojedynczego pomiaru.

Najlepsza ocene wielkosci x bedzie wiec érednia arytmetyczna
wszystkich pojedynczych pomiarow:

2
M=

Po skroceniu licznika i mianownika przez o? otrzymujemy & =
gdzie x,, oznacza $redniag wazong zdefiniowana poprzednio
(minimalizacja R).

W celu wyznaczenia oceny niepewnosci 2, zbadajmy wielkos¢:

A:zZ

N
1=1

n; N
> (LL"Z']' — 5@')2 = g(A) = (Z n;, — 1)0’2.
1=1

)
J=1
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Mamy takze

N n;

1=17=1 1]
N | n 9 ) 9 ) A n; )
= Z:l Zl@fij — CEZ) + nl(xz — LIZ) — 2($ — CUZ>( Zl LIZ@'j — nzx@) .
=1 17= J=

Obliczajac wartos¢ oczekiwana obu stron réwnosci dostajemy:

]

=1 1

N N N
( n;, — 1)0’2 = Z(nz — 1)0'2 + g( nz(a?z — CIAT)Q)
=1 =1

(N —1)0 = &(5 mldi — 2)?).

1=1
Whiosek:
1 N
9 A N2
ot = E n(x, — &
N1 (El i(Zi — 2)°)
9
5 o
0; = N ,
2 Ny
=1

co po podstawieniu n; ~ o0%/s? pozwala na uzyskanie
zewnelrznej oceny o3

S [(#i = #)%/s7)

(N=1) £ (1/52)

Sext =

Odpowiedz 2: x = 2, £ Seus.

Odpowied?Z ostateczna: x = =, £ Max{sin, Sext}-
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Modelowe rozklady prawdopodobienstwa dla trzech réznych
pomiardow tej samej wielkosci

e
O
1

x, =-0,0476, s,, = 0,436, s, =0,212

L
%
T

L
~
T

5
o))
T

x2=0,0, S2=0,5

L
~ [
T T

e
W
T

x1=—0,5, S1=1,0

gestos¢ prawdopodobienstwa

e
o
T

x3=10, s3=2,0

L
—
T

(e}

Figure 7: Srednia wazona pomiaréw o roznych dokladnosciach: s,y > Ser (ilustracja
wzorowana na: W. H. Heini Granicher, Messung beendet — was nun?, B. G. Teubner Stuttgart,

1994).
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Figure 8:

1994).

0,90

0,80

gestosé prawdopodobienstwa
IS = R T o e
[\ (O8] SN [} (o)) ~J
S & & & & o

=)
—_
(=)

0,00

Modelowe rozklady prawdopodobienstwa dla trzech réznych

pomiardéw tej samej wielkoSci

x, =—0,286, s, = 0,436, s, =0.967

x2=0,0, S2=0,5

x;=-255;=10

X3=4,0, 53=2,0

-10

Srednia wazona pomiaréw o roznych dokladnosciach: s,y < Ser (ilustracja
wzorowana na: W. H. Heini Granicher, Messung beendet — was nun?, B. G. Teubner Stuttgart,
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21 Wyznaczanie wspolczynnika proporcjonalno$ci: y = ax

Dla serii doktadnie znanych wartosci x;,¢ = 1,---, N znamy wyniki
pomiaréw odpowiadajacych im wartosci y; = v; £ ;.

Wiemy (zaktadamy), ze wielkosci x i y spetniaja zaleznosé: y = ax,
gdzie a jest pewnym nieznanym nam parametrem.

Jak wyznaczy¢ najlepsza ocene wartosci a na podstawie znanych nam
wynikow pomiarow: x; — ; £ ;7

Postuzymy sie metodqg najmniejszych kwadratow. Zaktadamy,

ze kazdy z wynikéw pomiaréw ; jest zmienng losowa opisana
rozktadem o wartosci oczekiwanej ax; i dyspersji 0;. Znane nam
niepewnosci pomiaréw ¥; daja nam ocene wartosci o; — s; >~ 0.
Konstruujemy wielkos¢:

N (4. _ 2
Ui — ax;
R 3L = ax)
=1 g;
i poszukujemy minimum R ze wzgledu na a. Otrzymujemy:
N o
> (yixi/o7)
~ 1=l
@="N
> (x/07)
1=1
Jak tatwo sprawdzi¢:
E(a) = a,
2 1

E((a—a)) = -
(7/07)

W obliczeniach podstawiamy w miejsce nieznanych nam doktadnych

M=

1=1

wartosci dyspersji o; znane nam oceny przyblizone s;
(ogblniej: oceny niepewnosci u;).
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W przypadku, gdy nie sa znane niepewnosci o; ani ich oceny s;
korzystamy z zalozenia, ze wszystkie one sg sobie rowne, o; = o,
a wartos¢ o wyznaczymy w przyblizeniu korzystajac z twierdzenia:

Jesli f(x,aq,...,ar) jest liniowa funkcja parametrow aq, - - -, ax,
to:
N (4, — e an))?
5(R) _£ (Z (yl f(.fCZ,an, ,CLk)) ) — N — ]{7,
i=1 o;

gdzie N — liczba punktéow pomiarowych (danych), a k — liczba
wyznaczanych parametrow zaleznosci y = f(x;aq, -+, ag).

Mamy wiec ostatecznie dla y = ax:

e Dane: x; — 1, £ s;, toa =a £ s;,

N
2 (yzx%/s )
& _ =1
N 2
£ (a2)s)
1
2
Sa = N oo
> (x7/s7)
1=1
e Dane: x; — 1;, to a = a % s,
N
.Z YiZ
d — =1
N o
2 X
=1
N . .
) 2 (yz - axZ)Q
1=1
S¢ = N
(N—1) &z}
1=

02



22 Wyznaczanie parametrow prostej: y = ax + b

Dla dokladnie znanych wartosci z; znamy wyniki pomiaréw

wartosci ;. Znamy (zaktadamy) zaleznosé y = ax + b. Analogicznie

jak poprzednio metoda najmniejszych kwadratow pozwala nam

wyznaczy¢ najlepsze oceny wartosci parametrow a i b.

Uwaga: wyznaczone wartosci a i b nie sa juz niezalezne,
to znaczy, ze kowariancja Cy; = E((a — a)(b — b)) # 0

Oznaczenie: w; := 1/s?

e Dane: z; — y; =+ s; (znane niepewnosci g;), to
a=a=xs;, b=0=xs;,

j )

>

1=
£
T4+
&
E*%

1 N N A
5 Zz:l Wi jgl xjyj
1 N 5 N
Ly
D i3
D z'; W;T;

1 N
S Z WXy,

1=1

- (fem)

1=

Z W; T, Z wj:cjy]>

wzxz Z wjyj>

gdzie C; oznacza kowariancje ocen wartosci parametrow a i b.

Rysunek 9. ilustruje wplyw wielkosci niepewnogci

poszczegblnych y; na wartosci parametréow i ich niepewnogci.

Wartosci y; na wszystkich wykresach sa te same, a niepewnosci

oznaczone pionowymi kreskami.
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e Dane: z; — ¢; (nie sg znane niepewnosci g;), to
a=a=xs; b=0=xs;,

N N 2
D = NZ:U?—(ZQCZ-)
' i=1

1=1
A 1 N N N
a = D(NZ:r:z-yi— >oxi YY)
i=1 =1 j=1
. 1 N ,N N N
b = D(Z% > Up— X Ti X TY)
=1 j=1 =1 j=1
1 .
2 A 2
s° = —ax; — b
N o QZ;(yZ 1 )
2 _ NS
¢ D
N
, s z T
— 1=
Sl; = D
5 N
§° L T
— 1=
Cdi) - D

e W zasadzie zawsze obie zmienne obarczone sa niepewnosciami
pomiarowymi. Za zmienng niezalena x przyjmujemy wOwcCzas
wielko$¢ mierzona doktadniej, tzn. z mniejsza niepewnoscia.
Niech o, 1 0, oznaczaja, odpowiednio niepewnosci pomiaru
zmiennych x i y. Wowczas zmienna x jest mierzona
dokladniej, jesli o, > ao,, gdzie a oznacza ocen¢ wartosci
wspotczynnika kierunkowego proste;j.

Takiej oceny mozna dokona¢ w sposob przyblizony na podstawie
wykresu, przed przystapieniem do obliczen.
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Figure 9: Tlustracja wptywu rozktadu niepewnosci pomiarowych na wartosci parametréw prostej
wyznaczonych metoda najmniejszych kwadratow.
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e Wyznaczone metoda najmniejszych kwadratow parametry
funkcji moga postuzy¢ do wyznaczania przyblizonej wartosci y
w punktach, dla ktoérych nie wykonywano pomiaréw — oznaczmy
te wartos¢ jako y. W przypadku omawianego tu dopasowania
parametrow prostej, dla dokladnie znanej wartosci x mamy:

y = axr+b
2/~ 2 9 2
u (y) = 7oy +22C,; + 03,
gdzie za o2, C&j), O'g podstawiamy, odpowiednio, wyznaczone

A

. . 2 2
poprzednio ich oceny sz, Ca,iﬂ s7.
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23 Blad systematyczny i dokladnosé przyrzadow

Blad systematyczny przy wielokrotnym powtarzaniu pomiaréw
tej samej wielkosci w warunkach praktycznie niezmiennych pozostaje
staty lub zmienia sie wedlug okreslonego prawa wraz ze zmiang

warunkow.

Praktycznie niezmienne warunki:

e pomiary przeprowadzane sg ta sama metoda,

e pomiary przeprowadza sie tym samym przyrzadem pomiarowym,
e pomiary przeprowadza ten sam obserwator,

e pomiary przeprowadzane s w tym samym miejscu,

e pomiary powtarzane sg w krotkich odstepach czasu,

e podczas wykonywania pomiaréw panuja te same warunki
zewnetrzne (temperatura, ci$nienie, wilgotnosé, oswietlenie,....).

(Przytoczona tu analiza zaczerpnieta zostala z:
W. Jakubiec i J. Malinowski Metrologia wielkosci geometrycznych,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa, 1999).

Eliminacja bledu systematycznego:
e usuniecie zrodel btedu;
e wprowadzenie poprawek do wyniku pomiaru:

— obliczonych,

— wyznaczonych do§wiadczalnie (pomiary réznymi metodami).
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Rodzaje bledéw systematycznych (przyktady):

e blad temperaturowy;
e blad odksztalcen sprezystych (np. przy pomiarze dtugosci);

e blad metody (np.pomiar oporu metoda jednoczesnego pomiaru
pradu i spadku potencjatu — wktad doktadnego pomiaru produ
albo uktad doktadnego pomiaru spadku potencjatu);

e blad odczytu przyrzadu (paralaksa, interpolacja, btad
kwantowania);

e btad histerezy (spowodowany np. tarciem, albo luzami czesci
ruchomych przyrzadow);

e dokladno$é przyrzadu.
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Przykltad 9. Eliminacja btedu temperaturowego.
(Przyktad zaczerpniety z podrecznika W. Jakubca i J. Malinowskiego
Metrologia wielkosci geometrycznych, WNT, Warszawa, 1999.)

Przyjmuje sie, ze podawane wymiary przedmiotéw odpowiadaja
temperaturze to = 20°C.

Dlugos$¢ mierzono w temperaturze t # 20°C — otrzymano wynik L.

Warto$¢ poprawiona — L' = L — 0y,

or = Lay(ty, —to) — an(ty, — to)],

gdzie oy, to wspolczynnik rozszerzalnosci temperaturowej mierzonego
przedmiotu, a,, — wspotczynnik rozszerzalnosci temperaturowe;
przyrzadu pomiarowego (linijki, tasmy mierniczej..), ¢, — temperatura
przedmiotu, ¢, temperatura przyrzadu.

Niepewnos¢ poprawionego wyniku obliczamy korzystajac z prawa
propagacyi matych niepewnosci:

) 2 2
e = €7+ 55t,

gdzie €(.) oznacza niepewnosc odpowiedniej wielko$ci.
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Uwzglednienie skonczonej dokladno$ci przyrzadow — cd.

Po wprowadzeniu poprawek uwzgledniajacych wszystkie rozpoznane
zrodta btedow systematycznych pozostaje jeszcze btad zwigzany

z kalibracja przyrzadow. Kalibracja przyrzadéw pomiarowych nigdy
nie jest idealna. Bledy kalibracji (np. naniesienia skali) przejawiaja,
sie jako bledy systematyczne. Moglibyémy je wyeliminowac,
gdybysmy powtarzali serie pomiarowe, w kazdej z nich stosujac inny
egzemplarz przyrzadu danego typu i usredniajac wyniki wszystkich
tak otrzymanych serii. Zamiast tego postuzymy sie modelem
statystycznym (tzw. metoda randomizacji i centryzacyi bledu
systematyczneqo).

Zakadamy, ze:

e uzywany przyrzad jest losowo wybranym przedstawicielem klasy
przyrzadow;

e niedoktadnos¢ kazdego z przyrzadow tej klasy przejawia sie jako
btad systematyczny &;

e wewnatrz danej klasy wartos¢ £ jest zmienng losowa opisang
pewnym rozktadem prawdopodobienstwa, spetniajacym
warunki:

(&) = a*(¢),

przy czym & jest zmienng losowa niezalezng od innych
czynnikéw losowych (btedéw losowych) prowadzacych
do rozrzutu wynikéw wewnatrz jednej serii pomiarowe;j.
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Figure 10: Przyktady modelowych rozktadéw prawdopodobienistwa btedu wskazan przyrzadu:
rozktad Gaussa — géorny wykres, rozktad jednostajny — dolny wykres.
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Warto$¢ o?(€) wyznaczamy na podstawie:

e szczegbtowych informacji podanych przez producenta,

e modelowego rozkladu tej czesci btedu systematycznego.

Najczedciej stosowane modele rozktadu prawdopodobienstwa
dla losowej sktadowej btedu systematycznego (tzw. randomizacja
i centryzacja bledu systematycznego):

e rozktad Gaussa (normalny) o dyspersji 0 = A/3;

e rozktad jednostajny o a = A (oznaczenia jak na wykresie);
wowezas o2(€) = A?/3.

Warto$é A okreslamy na podstawie:

e klasy przyrzadu, albo

e jako najmniejszq dziatke skals.

Uwagi:

e wielokrotne (n krotne)  przyktadanie” przyrzadu w celu
zmierzenia jednej wielkosci (np. nasza linijka jest krotsza
od mierzonego odcinka) prowadzi do oceny:

2 2 .
o (6) - no_przyr,w

e pomiar wielokrotnosci (n) interesujacej nas wielkosci
(np. pomiar czasu trwania n okreséw wahadta, pomiar
grubosci n kartek papieru...) prowadzi do oceny:

L,

02 (g) — Eaprzyrz .
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Wynik podajemy w postaci:

r = T+ u(x),
u'(z) = 53 +0°(6),
gdzie T oznacza Srednia serii pomiaréw poprawiong ze wzgledu na
wszystkie rozpoznane zrodta bledow systematycznych, a s; oznacza
niepewnos¢ sredniej (uwzgledniajaca niepewnosci wprowadzanych
poprawek poprzez prawo propagacji matych btedow).
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24 Rozklad y?

Niech z1,---,xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, kazda
opisana rozktadem Gaussa o wartosci sredniej u = 01 dyspersji o = 1.
Wowcezas wielkos¢:

N
N2 2
T =X = '51%
1=

podlega rozkladowi y? o gestoici prawdopodobiefistwa zadane;
Wzorem:

o) = 55 (3) espla2)

gdzie N nazywane jest liczba stopni swobody;,
D(1) = /7, T(1) = 1, T(z + 1) = 2T(2),

a dla z réwnego liczbie naturalnej n, I'(n + 1) = nl.
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0.8 r Przyklady rozkladu %’ dla réinych n
(n liczba stopni swobody)
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(e}

)
wartos$¢

Figure 11: Wykresy gestosci rozktadu x? dla matych liczb stopni swobody n.
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Figure 12: Wykresy gestosci rozktadu x? dla duzych liczb stopni swobody n.
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25 Test zgodnoéci dopasowania — test y”

Sprawdzenie dopasowania zaleznos$ci funkcyjnej do wynikéw
pomiaréow.

Hipoteza:
y:f(l';al,ﬁg,"',ak).
Pomiary:
Ii%yiiO'i,Z.:l,"',N>k,

gdzie z; 1 0; znane sa doktadnie (zalozenie).

Tworzymy wielkos$¢:

N (y; — flziar, -+ ap))?
R i Sl 0)
i=1 0,
Woéwcezas:
1. Jesli parametry f(x;aq,---,ay) znane sg doktadnie

(tzn. ich wartosci liczbowe sa czescia testowanej hipotezy) to:
E(R)=N.
Jesli dodatkowo, dla kazdego i, y; podlega rozktadowi Gaussa

o wartosci oczekiwanej f(x;; ay,- - -, ax) i dyspersji o; to R podlega
rozktadowi x? o IV stopniach swobody.
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2. Jesli f(x;aq,- -+, ax) jest liniowa funkcja parametrow ay, - - -, ay,
a wartosci tych parametréw wyznaczone zostaly na podstawie
danych doswiadczalnych (metoda najmniejszych kwadratow

— minimalizacja wartosci R — ag,-- -, ax), to
ER)=N —k,
gdy warto$¢ R obliczna jest po podstawieniu aq, - - -, ay.

Jesli dodatkowo, dla kazdego i, y; podlega rozktadowi Gaussa

o wartosci oczekiwanej f(x;;aq,- -+, ax) 1 dyspersji o;, to wartosé
‘R obliczona dla wyznaczonych za pomoca minimalizacji R
wartodci a; podlega rozktadowi y2 o N — k stopniach swobody:.

Test:

Hipoteze odrzucamy, jezeli wynikajace z rozktadu y?

o odpowiadajacej naszemu zagadnieniu liczbie stopni swobody
prawdopodobienstwo uzyskania otrzymanej wartosci R

lub wiekszej jest mniejsze od przyjetej przez nas wartosci
krytycznej (np. 0,05) — test jednostronny. Przyjeta wartosc
krytyczna rowna jest akceptowanemu przez nas prawdopodobienstwu
popetnienia btedu I rodzaju.

W przypadku 1. odrzucenie hipotezy oznacza, ze podane
wartosci parametrow lub podany ksztat zaleznosci, to znaczy
posta¢ funkcji f(z,aq,---,ay), nie opisuja otrzymanych wynikow
pomiarow.

W przypadku 2. odrzucenie hipotezy oznacza, ze podany ksztat

zaleznosci, to znaczy postaé¢ funkcji f(z,aq,- - -, ag), nie opisuje
otrzymanych wynikéw pomiarow.
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Uwagi:

e Jedli otrzymana wartosé R jest zbyt mala (wyraznie
mniejsza od liczby stopni sowbody), to najprawdopodobniej:

— pomiary nie byty niezalezne lub

— przeceniliSmy wartosci niepewno$ci pomiarowych.

e W praktyce uzywamy zamiast doktadnych wartosci niepewnosci
jedynie dostepnych nam ocen tych wartosci. Nie sprawdzamy tez
przewaznie zasadnosci zalozenia o gaussowskim rozktadzie
wynikow pomiaréw. Opisany powyzej test jest tez czesto
stosowany w przypadkach, gdy f(x;aq,---,a;) nie jest liniowa
funkcja parametrow aq, - - -, ar. Wszystkie te czynniki
zmniejszaj konkluzywnos¢ przeprowadzonego testu
(tzn. w niekontrolowany sposob zmieniaja prawdopodobieristwo
btedu I rodzaju w stosunku do przyjetej wartosci krytycznej).
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26 Sprawdzenie zgodnos$ci obserwowanego rozkladu
wynikow z zadanym (przewidywanym) rozkladem
pradwopodobienstwa.

Hipoteza:
Prawdopodobienstwo otrzymania wartosci x;,e =1,---, M
(otrzymania wartosci x z przedzialu o numerze ) — p;

M

Pomiary:
W przedziale 7 otrzymalismy n; przypadkow: ¢ — n;,

M
>ni=N> M.
1=1

Na podstawie testowanej hipotezy przewidywana liczba przypadkow

Zalozenie:

Wartosci p; N sa duze (ten warunek musimy uwzgledni¢ planujac
wykonanie testu). Warunek ten oznacza, ze obserwowanym liczbom
przypadkow m; mozna przypisa¢ niepewnosci o; ~ /p; N lub,
inaczej, ze n; podlegaja w przyblizeniu rozktadowi Poissona.

Tworzymy wielkos$¢:

(ni — pz'N)Q
pilN .

M
R=7>
i=1
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Figure 13: Test zgodnosci rozktadu obserwowanego — histogram wartosci n;/N— z modelowa
gestosciag prawdopodobieristwa — p; obliczane jako pole pod krzywa.
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Wowczas:
R podlega rozktadowi y* o M — 1 stopniach swobody:.
Kazdy dodatkowy warunek natozony na wartosci n; poza warunkiem

M
Z n;, = N
1=1

zmniejsza liczbe stopni swobody o 1, to znaczy:
k dodatkowych warunkéw — liczba stopni swobody = M — k — 1.

Test: Poréwnanie obliczonej wartosci R z wartoscia krytyczna
rozktadu x?.

Praktyka: Czesto zalecane jest, by test stosowa¢, gdy
piN >5 M >6= N > 30.

Uwaga: Mozna dopasowacé szerokosci przedziatéow do wartosci p; V.
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27

Jak piszemy prace naukowa?

Przed rozpoczeciem pisania tekstu nalezy jasno odpowiedzie¢ sobie

na dwa pytania:

Co jest najwazniejszg informacja, jaka chcemy przekazac?

Dla kogo piszemy nasza prace — kto ja bedzie czytat?

Uklad tekstu pracy:

tytut — informuje o zawartodci;
autor (autorzy) i ich adresy (uczelnia, instytut badawczy...);
streszczenie — rozszerza tytut;

wstep — dlaczego zajeliSmy sie opisywanym zagadnieniem
(dotychczasowy stan badan...);

opis uzywanych metod: podstawy teoretyczne, uzywane wzory,
stosowane przyblizenia, definicje 1 oznaczenia podstawowych
wielkosci...;

techniczna realizacja pomiaru: schemat ukladu pomiarowego,
uzyta aparatura (typ i producent), metody kontroli warunkow
pomiaru (np. kalibrowania przyrzadow);

uzyskane wyniki: (a) syntetyczna prezentacja wynikow
pomiardéw, (b) dyskusja zrodet niepewnosci i ocena jej wartosci;

wnioski 1 podsumowanie;

podziekowania (wspolpracownicy, ktorzy nie sa wspotautorami,
SpPONSOrzy, ... );

dodatki (nie zawsze) — wyprowadzenie mato znanych zaleznosci,
szczegoty techniczne procedur pomocniczych,...;

cytowana literatura.
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Uwagi dodatkowe:
e Uzywany jezyk powinien by¢ prosty i jasny, a zdania krotkie.
e Wzory matematyczne to tez proza: a = b + ¢, to petne zdanie.

e Wszystkie oznaczenia muszg by¢ zdefiniowane przed ich
pierwszym uzyciem (lub tuz po).

e Uzywane wzory powinny by¢ wyprowadzone lub powinien
by¢ podany odnognik do pracy (podrecznika), gdzie takie
wyprowadzenie mozna znalezc¢.

e Rysunki, tabele, odnosniki musza by¢ ponumerowane wedlug
kolejnosci ich omawiania w tekscie, przy czym, oddzielna
numeracja dotyczy rysunkow, tabel i odnosnikow.

e W miare mozliwosci nalezy cytowaé prace zrodlowe, a jesli nie,to
powszechnie dostepne prace przegladowe lub podreczniki.

e O ile to mozliwe, stosujemy standardowe oznaczenia
wystpujacych wielkosci, np.: m — masa, ¥ — polozenie,
v — predkosé, R — opor elektryczny, t — czas,

T — temperatura w skali Kelvina.

e Wykres przedstawianej przez nas zalezno$ci powinien wypetniac

cale przeznaczone dla niego pole; nachylenie prostej powinno by¢
bliskie 45°.

e Osie wykresow musza by¢ wyraznie opisane z podaniem
jednostek, w jakich mierzone sg przedstawiane wielkoci.

e Tabele powinny zawiera nazwy prezentowanych wielkosci
i jednostki, w ktorych sa one mierzone.

e Glowna informacja powinna wynikaé¢ z tytutu, streszczenia,
wykresow (rysunkow) i tabel.
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