
Wykªad 4 � odpowiedzi do zada«

Zadanie 1. Wykonano n = 245 pomiarów pojedynczego okresu drga« wahadªa
matematycznego. Je±li przez Ti, i = 1, . . . , n oznaczymy wynik pomiaru i-tego okresu, to:

n∑
i=1

Ti = 694, 40 s,
n∑
i=1

(Ti − T̄ )2 = 1, 1824 s2.

Zakªadaj¡c, »e pomiary te wykonano stoperem pozwalaj¡cym na odczyt czasu z dokªadno±ci¡
∆ = 0, 01 s wyznacz okres wahadªa i jego niepewno±¢.

Rozwi¡zanie: W tre±ci zadania podano sum¦ warto±ci zmierzonych okresów:

n∑
i=1

Ti = 694, 40 s,

liczb¦ pomiarów n = 245, sum¦ kwadratów odchyle« mierzonych okresów od ich ±redniej
warto±ci:

n∑
i=1

(Ti − T̄ )2 = 1, 1824 s2

oraz dokªadno±¢ odczytu stopera ∆ = 0, 01 s. Na podstawie tych danych nale»y wyznaczy¢
ocen¦ warto±ci czasu trwania jednego okresu wahadªa oraz poda¢ niepewno±¢ tej oceny.

Wykonano seri¦ n = 245 niezale»nych pomiarów. Najlepsz¡ ocen¡ czasu trwania jednego okresu
jest wi¦c ±rednia arytmetyczna wszystkich wyników serii:

T = 1
n

n∑
i=1

Ti = 2, 834286 s

Niepewno±¢ tego wyniku wyznaczymy na podstawie znajomo±ci oceny wariancji rozkªadu wyników
serii:

s2
T̄ = 1

n(n−1)

n∑
i=1

(Ti − T̄ )2 = 1, 9779 · 10−5 s2

oraz znajomo±ci dokªadno±ci odczytu ∆ = 0, 01 s −→ ∆2/3 = 3, 333.. · 10−5 s2. Niepewno±¢
standardowa wynosi:

u2(T̄ ) = s2
T̄ + 1

3
∆2 = 5, 31125 · 10−5 s2 = (7, 28783 · 10−3 s)2.

Zaokr¡glamy niepewno±¢ do dwóch cyfr znacz¡cych: u(T̄ ) = 7, 3·10−3 s, a nast¦pnie zaokr¡glamy
wynik, tak »eby jego ostatnia cyfra znacz¡ca byªa na tym samym miejscu, co ostatnia cyfra
znacz¡ca niepewno±ci: T̄ = 2, 8343 s.

Wynik ko«cowy: T = (2, 8343± 0, 0073) s, podano niepewno±¢ standardow¡.
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Uwaga: W tym pomiarze wkªad do niepewno±ci zwi¡zany z dokªadno±ci¡ odczytu jest
wi¦kszy od wkªadu zwi¡zanego z rozrzutem zarejestrowanych wyników. Dokªadniejsz¡ ocen¦
okresu mo»na by próbowa¢ uzyska¢ np. mierz¡c 25 razy czas trwania 10 peªnych okresów �
taka metoda zmniejszyªaby 10 razy wkªad dokªadno±ci odczytu do niepewno±ci ko«cowej, ale
jednocze±nie zapewne wzrósªby wkªad od rozrzutu wyników.

Zadanie 2. Podczas zaj¦¢ pracowni �zycznej pi¦ciu kolejnych studentów mierzyªo, ka»dy
jednokrotnie, warto±¢ wspóªczynnika zaªamania n tej samej szklanej pªytki pªasko-równolegªo±ciennej.
Pomiary wykonywali metod¡ pomiaru przesuni¦cia promienia ±wietlnego, jakiemu ulega on po
przej±ciu przez pªytk¦. Ka»dy ze studentów wykonaª pomiar dokªadnie w ten sam sposób,
rzucaj¡c promie« ±wietlny o tej samej dªugo±ci fali na pªytk¦ pod tym samym k¡tem. Otrzymali
oni nast¦puj¡ce warto±ci wspóªczynnika zaªamania: 1,4629; 1,4392; 1,4761; 15011 oraz 1,4992.
Niestety, ostatni student po wykonaniu pomiaru stªukª pªytk¦. Asystent wiedziaª, »e pªytka
wykonana byªa z jednego z typów szkªa:

� kwarcowego o wspóªczynniku zaªmania 1,4584;

� kron o wspóªczynniku zaªamania 1,5162;

� �int o wspóªczynniku zaªamania 1,6032 lub

� szkªa oªowiowego o wspóªczynniku zaªamania 1,7550.

Pªytk¦ z jakiego typu szkªa musi zamówi¢ asystent, aby uzupeªni¢ brak?

Rozwi¡zanie: Podane warto±ci wspóªczynników zaªamania studenci wyznaczyli na podstawie
pomiarów i oblicze«. Nie znamy wyników bezpo±rednich pomiarów. Studenci nie podali
te» swoich ocen niepewno±ci uzyskanych wyników. Poniewa» jednak wiemy, »e ich pomiary
i obliczenia dotyczyªy tej samej pªytki, a ró»nice podanych warto±ci dotycz¡ wi¦cej ni» dwóch
ostatnich miejsc dziesi¦tnych, to mo»emy potraktowa¢ dane, jako wyniki pomiarów, w których
dominuje bª¡d przypadkowy i do wyznaczenia niepewno±ci posªu»y¢ si¦ jedynie wariancj¡ próby:
s2
n̄.

Wynik pomiaru jest ±redni¡ z wyników uzyskanych przez studentów:

n̄ =
1

5
(1, 4629 + 1, 4392 + 1, 4761 + 1, 5011 + 1, 4992) = 1, 475700,

a niepewno±¢:

s2
n̄ =

1

5 · 4

5∑
i=1

(ni − n̄)2 = 1, 346830 · 10−4 = (1, 16053 · 10−2)2.

Po odpowiednim zakr¡gleniu liczb otrzymujemy wynik ko«cowy:

n = 1, 476± 0, 012

Pozostaje decyzja, z jakiego rodzaju szkªa wykonana byªa pªytka. Stosujemy najprostszy test
�3σ� i sprawdzamy, który z podanych �tablicowych� wspóªczynników zaªamania mie±ci si¦
w przedziale [n̄− 3sn̄; n̄+ 3sn̄] = [1, 440; 1, 512]. W tym przedziale mie±ci si¦ jedynie
wspólczynnik zaªamania szkªa kwarcowego n = 1, 4584. Stªuczona pªytka wykonana byªa ze
szkªa kwarcowego.
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Zadanie 3. Podczas zaj¦¢ pracowni �zycznej trzej studenci: A, B oraz C mierzyli g¦sto±¢
trzech próbek metalu (ka»dy ze studentów badaª jedn¡ próbk¦) dostarczonych przez asystenta.
O asystencie wiadomo, »e dysponuje tylko dwoma typami próbek, jakie daje studentom do
analizy i s¡ to próbki »elaza i chromu. W tablicach mo»na znale¹¢, »e g¦sto±¢ »elaza wynosi
7,874 g/cm3, a chromu 7,140 g/cm3. Dwaj studenci A i B wykonali prostsze pomiary
i z momentem zako«czenia zaj¦¢ otrzymali nast¦puj¡ce rezultaty: ρA = (7, 09 ± 0, 15) g/cm3,
ρB = (8, 01± 0, 15) g/cm3. Trzeci student wybraª bardziej pracochªonn¡ metod¦ i w momencie
zako«czenia zaj¦¢ dysponowaª nast¦puj¡cym czterokrotnym pomiarem g¦sto±ci swojej próbki:
7,03, 6,67, 7,23 oraz 7,61 (wszystkie wyniki w g/cm3).

(a) Przeprowad¹ analiz¦, jak¡ b¦dzie musiaª wykona¢ student C i podaj ocen¦ g¦sto±ci ρC
oraz jej niepewno±¢, jakie wynikaj¡ z jego danych.

(b) Zidenty�kuje rodzaj metalu, który badaª ka»dy ze studentów.

Rozwi¡zanie: Podobnie jak w Zadaniu 2 dane trzeciego studenta uznajemy za wyniki
pomiarów, w których dominuje bª¡d przypadkowy. Obliczenia wykonujemy jak poprzednio.
Otrzymujemy: ρC = 7, 1350 g/cm3 oraz sρ̄ = 0, 1962 g/cm3. Po odpowiednich zaokr¡gleniach
jako wynik ko«cowy podajemy (warto±¢ ± niepewno±¢ standardowa):

ρC = (7, 14± 0, 20) g/cm3.

Pozostaje �identy�kacja� metali za pomoc¡ testu �3σ�. Otrzymujemy, »e ρA jest zgodne
z g¦sto±ci¡ chromu, ρB z g¦sto±ci¡ »elaza i ρC z g¦sto±ci¡ chromu.
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