
Analiza niepewno±ci pomiarowych

Wst¦p do analizy danych

Wykªad 5

Pomiary po±rednie i �propagacja maªych niepewno±ci�

1 Uwagi wst¦pne

Poprzedni wykªad po±wi¦cony byª bezpo±rednim pomiarom pojedynczej wielko±ci �zycznej.
Przedstawione zostaªy sposoby wyznaczania warto±ci oczekiwanej i wariancji rozkªadu bª¦dów
przypadkowych na podstawie wyników serii niezale»nych, równowa»nych pomiarów.
W rozwa»aniach tych, o rozkªadzie jakiemu podlega bª¡d przypadkowy, zakªadali±my jedynie,
»e jego warto±¢ oczekiwana i wariancja s¡ sko«czone. Ocen¦ warto±ci oczekiwanej (±redni¡
arytmetyczn¡) przyj¦li±my za wynik pomiaru. Ocena niepewno±ci tak otrzymanego wyniku
wymagaªa uwzgl¦dnienia dokªadno±ci wskaza« u»ytego przyrz¡du � przyj¦li±my (model bª¦du
kwantyzacji), »e bª¡d odczytu podlega rozkªadowi jednostajnemu. Niepewno±¢ wyniku
okre±lili±my jako pierwiastek z wariancji sumy zmiennych: bª¡d przypadkowy + bª¡d odczytu.
T¦ cz¦±¢ rozwa»a« zako«czyli±my sformuªowaniem testu �3σ�. Skonstruowanie testu wymagaªo
przyj¦cia konkretnego modelu rozkªadu bª¦du przypadkowego. Przyj¦li±my, »e jest to rozkªad
Gaussa. Test pozwala nam porównywa¢ wynik pomiaru z przewidywaniami modeli
teoretycznych oraz porównywa¢ mi¦dzy sob¡ wyniki ró»nych pomiarów tej samej wielko±ci
�zycznej.

W kolejnej cz¦±ci wykªadu b¦dziemy zajmowali si¦ ocen¡ warto±ci oczekiwanych i wariancji
rozkªadów zmiennych losowych, które s¡ funkcjami innych zmiennych losowych. B¦dziemy
przy tym korzystali z ogólnych zaªo»e« o sko«czonych warto±ciach: warto±ci oczekiwanych,
wariancji oraz macierzy kowariancji rozkªadów argumentów tych funkcji.

2 Pomiary po±rednie

�18. Znaczna cz¦±¢ pomiarów w nauce i technice, to pomiary po±rednie. Korzystamy w nich
ze znanej postaci funkcji ª¡cz¡cej wielko±¢ y, której warto±¢ chcemy pozna¢, z wielko±ciami
xi, i = 1, k, które potra�my bezpo±rednio zmierzy¢:

y = f(x1, x2, . . . , xk)

Posta¢ tej funkcji mo»emy zna¢ na podstawie rozwa»a« teoretycznych lub zwi¡zków odkrytych
wcze±niej na drodze bada« do±wiadczalnych. Zakªadamy, »e posta¢ tej funkcji znamy
dokªadnie, a potrzebna jest nam jej warto±¢ dla konkretnych warto±ci jej arguentów, które
potra�my zmierzy¢ bezpo±rednio.
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Argumenty funkcji (zbiór wielko±ci xi) s¡ zmiennymi losowymi. Wyprowadzaj¡c potrzebne nam
wzory przyjmujemy jedynie ogólne zaªo»enia dotycz¡ce rozkªadów tych zmiennych: zakªadamy,
»e istniej¡ i s¡ sko«czone ich warto±ci oczekiwane i wariancje oraz kowariancje tych zmiennych
(je±li zmienne nie s¡ niezale»ne) i traktujemy te warto±ci jak znane liczby. Po wyprowadze-
niu wzorów ko«cowych podstawiamy do nich nasze najlepsze oceny tych wielko±ci (w tej cz¦±ci
wykªadu symbole s2 z odpowiednimi indeksami (x̄i), jak dla ocen na podstawie próby z rozkªadu,
tj. serii pomiarów, i ogólniejsze symbole u2(x̄i), jak dla peªnej oceny niepewno±ci, stosowane
s¡ zamiennie).

Twierdzenie przytoczone na stronie 41 Slajdów/transparencji do wykªadu dotyczy przypadku,
gdy interesuj¡ca nas wielko±¢ jest liniow¡ funkcj¡ innych wielko±ci, które potra�my mierzy¢
bezpo±rednio. Dowód polega na skorzystaniu z liniowo±ci warto±ci oczekiwanej po rozwini¦ciu
kwadratu, którego warto±¢ oczekiwan¡ obliczamy, a nast¦pnie bezpo±rednim skorzystaniu
z zaªo»e« dotycz¡cych rozkªadów zmiennych losowych � argumentów funkcji. Przewa»nie
zakªada si¦, »e argumenty funkcji s¡ wielko±ciami mierzonymi niezale»nie i tym samym s¡
niezale»nymi zmiennymi losowymi.
Ogólniejszy przypadek przedstawiony jest w Uwadze. Ró»na od zera macierz kowariancji mo»e
pojawi¢ si¦, gdy zmienne xi u»yte do obliczenia ŷ zostaªy wyznaczone na drodze po±redniej
(jak w przypadku parametrów prostej � przykªadem takich wielko±ci s¡ np. parametry prostej
wyznaczone metod¡ najmniejszych kwadratów � patrz dalsza cz¦±¢ wykªadu).

Dla zale»no±ci liniowej uzyskane we Wniosku wzory s¡ ±cisªe. Bardzo cz¦sto jednak zwi¡zek
wielko±ci y z wielko±ciami xi jest nieliniowy � tzn f(x1, x2, . . . , xk) nie jest funkcj¡ liniow¡.
Wówczas obliczamy warto±¢ tej funcji podstawiaj¡c najlepsze znane nam oceny warto±ci
oczekiwanych jej argumentów x̂i. Jest to dobre przybli»enie f(µi, . . . , µk), je±li x̂i dobrze
przybli»aj¡ µi � warto±ci oczekiwane zmiennych xi. Dla oceny dokªadno±ci tego przybli»enia
obliczamy:

E (ŷ − η) = E (f(x̂i, . . . , x̂k)− f(µ1, . . . , µk))

= E

 k∑
i=1

∂f

∂xi
(x̂i − µi) +

1

2

∑
ij

∂2f

∂xi∂xj
(x̂i − µi)(x̂j − µj) + . . .


W powy»szym wzorze pochodne cz¡stkowe f brane s¡ w punkcie (µ1, . . . , µk) � to s¡ liczby (nie
zmienne losowe). Warto±¢ oczekiwana pierwszej z sum (pojedynczej) w drugiej linijce wynosi
zero (bo E(x̂i) = µi). Pozostan¡ wi¦c wyrazy kwadratowe i wy»sze w odchyleniach (x̂i − µi).
Podstawienie x̂i zamiast µi do funkcji f b¦dzie dobrym przybli»eniem, gdy drugie pochodne f
b¦d¡ maªe � tzn. f b¦dzie niewiele odbiegaªa od funkcji liniowej, gdy (xi − µi) zmienia si¦
w przedziale ±u(x̂i) (wtedy w tym przedziale, pierwsze pochodne f s¡ w przybli»eniu staªe).
Wyznaczenie niepewno±ci ŷ wymaga obliczenia E((ŷ − f(µ1, . . . , µk))

2). Znowu stosujemy
rozwini¦cie f , jak poprzednio. Jak wida¢, wiod¡cym wyrazem tak obliczanej wariancji ŷ jest
kwadrat pierwszej z sum w drugiej linijce przytoczonego przed chwil¡ wzoru. Pochodne f
obliczane w punkcie (µ1, . . . , µk) s¡ liczbami, a wi¦c (w tym przybli»eniu) obliczenia sprowadzaj¡
si¦ do zastosowania Twierdzenia ze str. 41 Slajdów/transparencji do wykªadu.
Znale¹li±my przybli»on¡ warto±¢ wariancji ŷ. Nie znamy jednak warto±ci pochodnych
f w punkcie (µ1, . . . , µk). W tym miejscu stosujemy nast¦pne przybli»enie i zamiast µi do
obliczania pochodnych bierzemy x̂i.
Podobnie jak dla funkcji liniowej otrzymane wyra»enie mo»na uogólni¢ na przypadek, gdy
argumenty f nie s¡ niezale»ne (w sensie niezale»no±ci zmiennych losowych) � odpowiedni wzór
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jest w ostatniej linijce strony 42 Slajdów/ transparencji do wykªadu.

Wyprowadzony w tym paragra�e wzór opisuje �propagacj¦ niepewno±ci� argumentów do niepewno±ci
warto±ci funkcji. Wedªug dawnej terminologii wzór ten nazywano �propagacj¡ maªych bª¦dów�
� ta nazwa ma bardzo dªug¡ tradycj¦.

Przykªad:

Chcemy wyznaczy¢ przyspieszenie ziemskie g na podstawie pomiarów czasu trwania okresu T
wahadªa o dªugo±ci l. Znamy wzór na okres maªych drga« wahadªa: T = 2π

√
l
g
, a wi¦c, gdy

znane s¡ l i T mo»na obliczy¢ g:

g = 4π2 l

T 2

Budujemy wahadªo. Wykonujemy seri¦ pomiarów jego dªugo±ci l i na ich podstawie wyznaczamy
l̂ ± u(l̂), a nast¦pnie wprawiamy wahadªo w ruch i wielokrotnie mierzymy jego okres T , co
pozwala nam wyznaczy¢ T̂ ± u(T̂ ). Zgodnie z rozwa»aniami tego paragrafu obliczamy g jako:

ĝ = 4π2 l̂

T̂ 2
.

nast¦pnie obliczamy niepewno±¢ u(ĝ):

u2(ĝ) =

(
∂ĝ

∂l̂
u(l̂)

)2

+

(
∂ĝ

∂T̂
u(T̂ )

)2

=

(
4π2u(l̂)

T̂

)2

+

(
−2· 4π2l̂

T̂ 3
u(T̂ )

)2

.

Po uporz¡dkowaniu wyrazów dostrzegamy, »e ten wzór mo»na upro±ci¢ do postaci:

u2(ĝ) = ĝ2
(
u2(l̂)

l̂2
+ 4

u2(T̂ )

T̂ 2

)
.

Otrzymany wzór pozwala nam nie tylko wyznaczy¢ niepewno±¢ u(ĝ), ale tak»e oceni¢, który
pomiar � wielko±ci: l̂, czy T̂ � daje wi¦kszy wkªad do niepewno±ci wyniku ko«cowego i t¦
obserwacj¦ uwgl¦dni¢ podczas planowania pomiarów.

Uwagi: Tak prost¡ posta¢ wzoru na niepewno±¢ wyniku jak otrzymali±my powy»ej � kwadrat
wielko±ci obliczonej mno»ony przez sum¦ kwadratów wzgl¦dnych niepewno±ci argumentów �
mo»na otrzyma¢ tylko w przypadku funkcji postaci: f(x1, x2, x3, . . .) = Axα1x

β
2x

γ
3 . . . .

Zadania do Wykªadu 5

Zadanie 1. Podczas przepªywu pr¡du o nat¦»eniu I przez grzaªk¦ o oporze R w czasie t,
wydzielane jest ciepªo Q = I2Rt. Wyznacz ocen¦ ilo±ci wydzielonego ciepªa Q i niepewno±¢ tej
oceny, je±li R = (30, 0± 0, 2) W, I = (10, 0± 0, 1) A oraz t = (50± 5) s.

Zadanie 2. Korzystaj¡c ze wzoru Snella:

n =
sinα

sin β
,
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student miaª wyznaczy¢ wspóªczynnik zaªamania n pewnego gatunku szkªa. Wyniki jego
pomiarów to, k¡t padania α = 31°±1°oraz k¡t zaªamania β = 20°±1°. Wyznacz ocen¦ warto±¢
wspóªczynnika zaªamania n i niepewno±¢ tej oceny.

Zadanie 3. Dysponuj¡c równi¡ pochyª¡ o zmiennym k¡cie nachylenia z naklejonym na ni¡
papierem, monet¡ 5 zª oraz k¡tomierzem o podziaªce co 0,5°, studentka wyznaczaªa
wspóªczynnik µ tarcia statycznego monety o papier. Zwi¦kszaj¡c powoli k¡t nachylenia równi,
na której spoczywaªa moneta, studentka rejestrowaªa warto±¢ k¡ta granicznego, przy którym
moneta zaczynaªa si¦ ze±lizgiwa¢ z równi. Powtarzaj¡c pi¦ciokrotnie pomiar otrzymaªa
nast¦puj¡c¡ seri¦ warto±ci k¡ta granicznego: 14,5°, 14,5°, 14,0°, 14,0 oraz 15,0°. Wspóªczynnik
tarcia statycznego µ = tg α, gdzie α jest k¡tem granicznym. Wyznacz najlepsz¡ ocen¦ warto±ci
wspóªczynnika µ oraz niepewno±¢ tej oceny.

Zadanie 4. Do wykonania do±wiadczenia chemicznego potrzebna jest obj¦to±¢ V = 500 cm3

wody destylowanej. Student dysponuje szklan¡, walcow¡ menzurk¡ o wewn¦trznej ±rednicy
D = (8, 0± 0.1) cm i wysoko±ci H = 15 cm oraz elektroniczn¡ wag¡ kuchenn¡ podaj¡c¡ mas¦
z dokªadno±ci¡ ∆ = 5 g. W tablicach student odczytaª g¦sto±¢ ρ = 0, 99821 g/cm3 wody
destylowanej w temperaturze 20� (taka temperatura panowaªa w laboratorium). Wysoko±¢
sªupa wody w menzurce student mmierzy linijk¡ o podziaªce δ = 0, 1 cm. Któr¡ z dwóch metod
powinien wybra¢, aby jak najdokªadniej odmierzy¢ potrzebn¡ ilo±¢ wody destylowanej:

� Czy powinien odmierzy¢ odpowiedni¡ wysoko±¢ sªupa wody w menzurce?

� Czy powinien postawi¢ pust¡ menzurk¦ na wadze, a nast¦pnie ostro»nie wlewa¢ do niej
wod¦, a» odczyta odpowiedni¡ ró»nic¦ mas?

Odpowied¹ nale»y poprze¢ odpowienimi obliczeniami.
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