Analiza niepewnosci pomiarowych

Wstep do analizy danych
Wyktad 5

Pomiary posrednie i ,propagacja malych niepewnosci”

1 Uwagi wstepne

Poprzedni wyktad po$wiecony byl bezposrednim pomiarom pojedynczej wielkosci fizycznej.
Przedstawione zostaly sposoby wyznaczania wartos$ci oczekiwanej i wariancji rozktadu btedow
przypadkowych na podstawie wynikéw serii niezaleznych, réwnowaznych pomiarow.

W rozwazaniach tych, o rozkladzie jakiemu podlega blad przypadkowy, zakladaliSmy jedynie,
ze jego wartos¢ oczekiwana i wariancja sa skoriczone. Ocene wartosci oczekiwanej (Srednia
arytmetyczng) przyjeliSmy za wynik pomiaru. Ocena niepewnodci tak otrzymanego wyniku
wymagata uwzglednienia dokladnosci wskazan uzytego przyrzadu — przyjeliSmy (model btedu
kwantyzacji), ze btad odczytu podlega rozktadowi jednostajnemu. Niepewnosé¢ wyniku
okregliliémy jako pierwiastek z wariancji sumy zmiennych: bltgd przypadkowy + blgd odczytu.
Te cze$¢ rozwazan zakonczyliSmy sformutowaniem testu ,,30”. Skonstruowanie testu wymagalo
przyjecia konkretnego modelu rozktadu btedu przypadkowego. PrzyjeliSmy, ze jest to rozktad
Gaussa. Test pozwala nam poréwnywa¢ wynik pomiaru z przewidywaniami modeli
teoretycznych oraz poréwnywa¢ miedzy soba wyniki r6znych pomiaréw tej samej wielkosci
fizycznej.

W kolejnej czesci wykladu bedziemy zajmowali sie oceng wartosci oczekiwanych i wariancji
rozktadow zmiennych losowych, ktoére sa funkcjami innych zmiennych losowych. Bedziemy
przy tym korzystali z ogélnych zalozen o skoniczonych warto$ciach: wartosci oczekiwanych,
wariancji oraz macierzy kowariancji rozktadéow argumentéw tych funkeji.

2 Pomiary posrednie

§18. Znaczna cze$¢ pomiaréw w nauce i technice, to pomiary posrednie. Korzystamy w nich
ze znanej postaci funkcji taczacej wielkosé y, ktoérej warto$é chcemy poznaé, z wielkosciami
xi, ¢t = 1, k, ktore potrafimy bezposrednio zmierzy¢:

Yy = f(:L'l,.CEQ,...,iCk)

Postaé tej funkcji mozemy znaé¢ na podstawie rozwazan teoretycznych lub zwiazkéw odkrytych
wczesniej na drodze badan doswiadczalnych. Zaktadamy, ze postaé¢ tej funkcji znamy
doktadnie, a potrzebna jest nam jej warto$é¢ dla konkretnych wartosci jej arguentéow, ktore
potrafimy zmierzy¢ bezposrednio.



Argumenty funkcji (zbior wielkosci ;) sa zmiennymi losowymi. Wyprowadzajac potrzebne nam
wzory przyjmujemy jedynie ogélne zatozenia dotyczace rozktadéw tych zmiennych: zaktadamy,
ze istnieja 1 sa skonczone ich wartosci oczekiwane 1 wariancje oraz kowariancje tych zmiennych
(jesli zmienne nie sa niezalezne) i traktujemy te wartosci jak znane liczby. Po wyprowadze-
niu wzoréw koricowych podstawiamy do nich nasze najlepsze oceny tych wielkosci (w tej czesci
wyktadu symbole s? z odpowiednimi indeksami (7;), jak dla ocen na podstawie proby z rozkladu,
tj. serii pomiaréw, i ogolniejsze symbole u*(z;), jak dla pelnej oceny niepewnosci, stosowane
sa zamiennie).

Twierdzenie przytoczone na stronie 41 Slajdow/transparencji do wyktadu dotyczy przypadku,
gdy interesujaca nas wielkos¢ jest liniowa funkcja innych wielkosci, ktore potrafimy mierzy¢
bezposrednio. Dowo6d polega na skorzystaniu z liniowosci wartosci oczekiwanej po rozwinieciu
kwadratu, ktorego wartos¢ oczekiwana obliczamy, a nastepnie bezposrednim skorzystaniu

z zalozen dotyczacych rozktadéw zmiennych losowych — argumentoéw funkcji. Przewaznie
zaktada sie, ze argumenty funkcji sa wielko$ciami mierzonymi niezaleznie i tym samym s3
niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Ogolniejszy przypadek przedstawiony jest w Uwadze. R6zna od zera macierz kowariancji moze
pojawié¢ sie, gdy zmienne z; uzyte do obliczenia y zostaly wyznaczone na drodze posredniej
(jak w przypadku parametrow prostej — przykladem takich wielkosci sa np. parametry prostej
wyznaczone metoda najmniejszych kwadratow — patrz dalsza czesé wyktadu).

Dla zalezno$ci liniowej uzyskane we Wniosku wzory sa Sciste. Bardzo czesto jednak zwigzek
wielkosci y z wielkoSciami x; jest nieliniowy — tzn f(z1,x9,...,x) nie jest funkcja liniowa.
Wowczas obliczamy wartosé tej funcji podstawiajac najlepsze znane nam oceny wartosci
oczekiwanych jej argumentow z;. Jest to dobre przyblizenie f(u;,...,ux), jesli z; dobrze
przyblizaja p; — wartosci oczekiwane zmiennych ;. Dla oceny doktadnosci tego przyblizenia
obliczamy:
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W powyzszym wzorze pochodne czastkowe f brane sa w punkcie (p1, ..., ux) — to s liczby (nie
zmienne losowe). Warto$¢ oczekiwana pierwszej z sum (pojedynczej) w drugiej linijce wynosi
zero (bo E(&;) = p;). Pozostana wiec wyrazy kwadratowe i wyzsze w odchyleniach (2; — p;).
Podstawienie Z; zamiast u; do funkcji f bedzie dobrym przyblizeniem, gdy drugie pochodne f
beda mate — tzn. f bedzie niewiele odbiegata od funkcji liniowej, gdy (x; — p;) zmienia sie

w przedziale +u(z;) (wtedy w tym przedziale, pierwsze pochodne f sa w przyblizeniu stale).
Wyznaczenie niepewnosci § wymaga obliczenia E((§ — f(u,...,px))?). Znowu stosujemy
rozwiniecie f, jak poprzednio. Jak wida¢, wiodacym wyrazem tak obliczanej wariancji ¢ jest
kwadrat pierwszej z sum w drugiej linijce przytoczonego przed chwila wzoru. Pochodne f
obliczane w punkcie (p1, . . ., p) sa liczbami, a wiec (w tym przyblizeniu) obliczenia sprowadzaja
sie do zastosowania Twierdzenia ze str. 41 Slajddw/transparencji do wyktadu.

Znalezlismy przyblizong warto$¢ wariancji ¢. Nie znamy jednak wartosci pochodnych

f w punkcie (pg,...,pux). W tym miejscu stosujemy nastepne przyblizenie i zamiast p; do
obliczania pochodnych bierzemy z;.

Podobnie jak dla funkcji liniowej otrzymane wyrazenie mozna uog6lni¢ na przypadek, gdy
argumenty f nie sa niezalezne (w sensie niezaleznosci zmiennych losowych) — odpowiedni wzor



jest w ostatniej linijce strony 42 Slajdow/ transparencji do wyktadu.

Wyprowadzony w tym paragrafie wzor opisuje ,,propagacje niepewnosci” argumentoéw do niepewnosci
wartosci funkcji. Wedtug dawnej terminologii wzér ten nazywano ,propagacja matych btedéw”
— ta nazwa ma bardzo dluga tradycje.

Przyktlad:

Chcemy wyznaczy¢ przyspieszenie ziemskie g na podstawie pomiaréw czasu trwania okresu T’
wahadta o dtugosci [. Znamy wzér na okres matych drgan wahadta: T = QW\/g, a wiec, gdy
znane sg [ i T mozna obliczy¢ g:
l

g = 47T2ﬁ
Budujemy wahadlo. Wykonujemy seri¢ pomiaréw jego dlugosci i naich podstawie wyznaczamy
[ + u(l), a nastepnie wprawiamy wahadlo w ruch i wielokrotnie mierzymy jego okres T', co

~

pozwala nam wyznaczy¢ T + w(T'). Zgodnie z rozwazaniami tego paragrafu obliczamy ¢ jako:
|

G = 4r?
nastepnie obliczamy niepewnosé¢ u(g):
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Po uporzadkowaniu wyrazéw dostrzegamy, ze ten wzoér mozna uprosci¢ do postaci:

u’(g9) = ¢° (u?gl) + 4“1?) .

2

Otrzymany wzor pozwala nam nie tylko wyznaczy¢ niepewnosé u(g), ale takze oceni¢, ktory
pomiar — wielkoéci: [, czy T — daje wiekszy wktad do niepewnosci wyniku koricowego i te
obserwacje uwgledni¢ podczas planowania pomiarow.

Uwagi: Tak prostg posta¢ wzoru na niepewnos¢ wyniku jak otrzymalismy powyzej — kwadrat

wielkosci obliczonej mnozony przez sume kwadratéw wzglednych niepewnosci argumentow —
mozna otrzymac tylko w przypadku funkcji postaci: f(z1, 2, z3,...) = Axf{‘xg:vg e

Zadania do Wyktladu 5

Zadanie 1. Podczas przeplywu pradu o natezeniu I przez grzalke o oporze R w czasie t,
wydzielane jest cieplo Q = I?Rt. Wyznacz ocene ilo$ci wydzielonego ciepta @ i niepewnosé tej
oceny, jesli R = (30,0£0,2) Q, I = (10,04+0,1) A oraz t = (50 £ 5) s.

Zadanie 2. Korzystajac ze wzoru Snella:



student mial wyznaczy¢ wspotezynnik zatamania n pewnego gatunku szkta. Wyniki jego
pomiaréow to, kat padania a = 31°+1°oraz kat zalamania 5 = 20°+£1°. Wyznacz ocene wartosé
wspolczynnika zalamania n i niepewnos¢ tej oceny.

Zadanie 3. Dysponujac réwnia pochyta o zmiennym kacie nachylenia z naklejonym na nig
papierem, monetg 5 zt oraz katomierzem o podzialce co 0,5°, studentka wyznaczata
wspotezynnik p tarcia statycznego monety o papier. Zwickszajac powoli kat nachylenia réwni,
na ktorej spoczywala moneta, studentka rejestrowala warto$é¢ kata granicznego, przy ktérym
moneta zaczynala sie zeSlizgiwaé¢ z rowni. Powtarzajac pieciokrotnie pomiar otrzymata
nastepujaca serie wartosci kata granicznego: 14,5°, 14,5°, 14,0°, 14,0 oraz 15,0°. Wspoélczynnik
tarcia statycznego p = tg «, gdzie « jest katem granicznym. Wyznacz najlepsza ocene wartosci
wspotczynnika p oraz niepewnosé tej oceny.

Zadanie 4. Do wykonania do§wiadczenia chemicznego potrzebna jest objetos¢ V = 500 c¢m?
wody destylowanej. Student dysponuje szklana, walcowa menzurka o wewnetrznej $rednicy
D = (8,04+0.1) cm i wysokosci H = 15 c¢m oraz elektroniczna waga kuchenna podajaca mase
z dokladnoscia A = 5 g. W tablicach student odczytal gestosé p = 0,99821 g/cm® wody
destylowanej w temperaturze 20°C  (taka temperatura panowala w laboratorium). Wysokos¢
stupa wody w menzurce student mmierzy linijka o podzialce 6 = 0,1 cm. Ktorg z dwoch metod
powinien wybraé, aby jak najdoktadniej odmierzyé¢ potrzebna ilos¢ wody destylowanej:

e Czy powinien odmierzy¢ odpowiednig wysokosé stupa wody w menzurce?

e (Czy powinien postawi¢ pusta menzurke na wadze, a nastepnie ostroznie wlewaé¢ do niej
wode, az odczyta odpowiednig réznice mas?

Odpowiedz nalezy poprze¢ odpowienimi obliczeniami.



