
Analiza niepewno±ci pomiarowych

Wst¦p do analizy danych

Wykªad 6

Metoda najmniejszych kwadratów i jej zastosowania:

±rednia wa»ona, proporcjonalno±¢, prosta.

1 Uwagi wst¦pne

Dotychczas zajmowali±my si¦ wyznaczaniem warto±ci pojedynczych wielko±ci �zycznych.
Analizowali±my przypadki, gdy mo»liwy byª bezpo±redni pomiar interesuj¡cej nas wielko±ci
lub gdy mogli±my jej warto±¢ obliczy¢ korzystaj¡c ze znanej nam funkcji, której
argumentami s¡ wielko±ci dost¦pne bezpo±rednim pomiarom. Posta¢ funkcji mogªa wynika¢
z rozwa»a« teoretycznych lub wcze±niejszych bada« do±wiadczalnych. Zajmijmy si¦ teraz
analiz¡ procesu do±wiadczalnego �odkrywania� zwi¡zku mi¦dzy dwoma wielko±ciami �zycznymi.
Jako przykªad we¹my badanie zmian dªugo±ci l stalowego pr¦ta pod wpªywem zmian
temperatury T . Do±wiadczenie mogªoby wygl¡da¢ tak: umieszczamy pr¦t w k¡pieli olejowej,
której temperatur¦ potra�my dokªadnie kontrolowa¢ i powoli zmienia¢ i po ka»dej zmianie
temperatury mierzymy dªugo±¢ pr¦ta. Otrzymujemy zbiór par liczb: (Ti, li), i = 0, . . . N , przy
czym dane dla i = 0 odnosz¡ si¦ do pocz¡tkowych warto±ci temperatury i dªugo±ci. Poniewa»
kontrolujemy warto±¢ temperatury, to pomiary mo»emy wykona¢ wielokrotnie mierz¡c dªugo±¢
dla tych samych temperatur Ti podczas kilkakrotnego ogrzewania i chªodzenia pr¦ta. Dla ka»dej
z temperatur Ti obliczamy ±redni¡ warto±¢ dªugo±ci l̄i oraz wyznaczamy niepewno±¢ ui := u(l̄i)
tej ±redniej. Wydaje si¦ naturalne, »e nasze wyniki b¦dziemy analizowali przyjmuj¡c, »e dªugo±¢
l jest funkcj¡ temperatury T . Posta¢ tej funkcji mo»emy próbowa¢ odgadn¡¢ wykonuj¡c wykres
l̄i := l(Ti). Spodziewamy si¦, »e punkty wykresu uªo»¡ si¦ wzdªu» prostej:

l = l0(1 + β(T − T0)),

bo tak¡ zale»no±¢ obserwowano wielokrotnie w przypadku badania pr¦tów z ró»nych metali
i ich stopów, gdy ró»nica T − T0 jest niezbyt du»a, a obie temperatury s¡ ni»sze od
temperatury topnienia materiaªu pr¦ta. Pozostaje nam wyznaczenie warto±ci parametrów l0
i β. Bior¡c temperatur¦ za zmienn¡ niezale»n¡ zaªo»yli±my, »e t¦ wªa±nie wielko±¢ nie tylko
potra�my kontrolowa¢, ale tak»e zmierzy¢ dokªadnie. Poszukujemy odpowiedzi na pytanie, jak
na podstawie uzyskanych wyników pomiarów:

Ti 7−→ l̄i ± u(l̄i), i = 0, . . . , N

wyznaczy¢ najlepsze warto±ci prametrów l0 i β funkcji l = l0(1 + β(T − T0)) opisuj¡cej zwi¡zek
dwóch wielko±ci �zycznych T i l. Nasza odpowied¹ poza ocen¡ warto±ci parametrów powinna
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pozwoli¢ oceni¢ tak»e ich niepewno±ci.

W �19 Slajdów do wykªadu przedstawione jest rozwi¡zanie ogólniejszego zagadnienia, w którym
funkcja opisuj¡ca zwi¡zek dwóch wielko±ci zale»y od kilku parametrów. Ogólna metoda jest
nast¦pnie zastosowana do kilku najprostszych, cz¦sto spotykanych w praktyce postaci funkcji:
w �20 funkcji staªej, w �21 proporcjonalno±ci oraz �prostej� w �22, czyli zale»no±ci takiej, jak
w przytoczonym powy»ej przykªadzie.

Warto w tym miejscu podkre±li¢ wag¦ wykonania wykresu otrzymanych wyników. Je±li, tak jak
w naszym przykªadzie, znajomo±¢ wyników pomiarów podobnych do naszych daje nam wyra¹n¡
wskazówk¦ co do postaci badanej zale»no±ci l(T ), to wykres naszych danych potwierdzi
poprawno±¢ wyboru postaci funkcji. Po wyznaczeniu warto±ci parametrów zawsze warto na
wykres danych do±wiadczalnych nanie±¢ tak»e wykres wybranej funkcji z podstawionymi
wyznaczonymi warto±ciami parametrów. To najprostszy test poprawno±ci naszego dopasowania
funkcji do danych do±wiadczalnych. Jest on szczególnie skuteczny jako metoda �wyªapywania�
bª¦dów grubych w naszym post¦powaniu, np. bª¦dów rachunkowych (ka»demu mog¡ si¦ przy-
darzy¢ takie pomyªki). W dalszej cz¦±ci wykªadu zajmiemy si¦ ilo±ciowymi testami zgodno±ci
dopasowanej funkcji z danymi do±wiadczalnymi.

Dodatkowo, je±li wykonujemy pomiary dla du»ego zakresu warto±ci zmiennej niezale»nej x, to
wykres wyników pomiarów mo»e pozwoli¢ okre±li¢ zakres stosowalno±ci wzoru, który
�dopasowujemy� do danych. Dla przykªadu: je±li badamy zmiany dªugo±ci l pr¦ta pod
wpªywem rozci¡gaj¡cej go siªy F (spodziewamy si¦ zachowania zgodnego z prawem Hooke'a),
to odst¦pstwo od liniowo±ci zwi¡zku l(F ) oznacza wej±cie w obszar nieodwracalnych
odksztaªce« plastycznych.

Uwaga: W Slajdach do wykªadu zamiast ui posªuguj¦ si¦ oznaczeniem si, które zwykle oznacza
statystyczny wkªad do niepewno±ci � tj. wyznaczony na podstawie rozrzutu wyników serii
pomiarów � inaczej mówi¡c si oznacza niepewno±¢ pomiaru wyznaczon¡ metod¡ A wedªug
terminologii przyj¦tej przez BIPM (patrz przewodnik ze strony Gªównego Urz¦du Miar
cytowany w Wykªadzie 4). Tutaj stosuj¦ ogólniejsz¡ notacj¦ ui odnosz¡c¡ si¦ do peªnej oceny
niepewno±ci metod¡ B.

2 Metoda najmniejszych kwadratów

W �19 Slajdów do wykªadu formuªujemy metod¦ znajdowania odpowiedzi na postawione powy»ej
pytanie. Niech x oznacza zmienn¡ niezale»n¡ (argument funkcji), a y zmienn¡ zale»n¡.
Zakªadamy, »e wybrali±my posta¢ funkcji opisuj¡cej wyniki naszych pomiarów:
y = f(x; a1, a2, . . . , ak). Funkcja ta, poza zmienn¡ x, zawiera tak»e k parametrów aj
� np. f mo»e by¢ wielomianem stopnia k− 1 zmiennej x, a parametry a0, . . . , ak−1 wspóªczyn-
nikami tego wielomianu. Zakªadamy dalej, »e dla i = 1, . . . N > k ró»nych, dokªadnie znanych
warto±ci xi wykonali±my pomiary odpowiadaj¡cych im wielko±ci y i w wyniku tych pomiarów
wyznaczyli±my ŷi ± u(ŷi) � dla uproszczenia zapisu dalej przyjmiemy oznaczenie ui := u(ŷi):

xi 7−→ ŷi ± ui; i = 1, . . . , N.

Jak zwykle zakªadamy, »e wyeliminowane zostaªy bª¦dy grube i systematyczne, a wi¦c:
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E(ŷi) = f(xi; a1, . . . , ak),

E(u2i ) = σ2
i ,

gdzie σ2
i oznacza wariancj¦ rozkªadu pomiarów wielko±ci y przy ustalonej warto±ci x = xi,

a f(xi; a1, . . . , ak) dokªadn¡ warto±¢ y dla ustalonego xi. Zakªadamy tak»e, »e ŷi s¡ niezale»nymi
zmiennymi losowymi i ka»de ŷi podlega rozkªadowi Gaussa o ±redniej f(xi; a1, . . . , ak) i dyspersji
σi. Warto±ci parametrów ai nie znamy, ale naturalne jest przyj¦cie, »e wyniki przprowadzonych
przez nas pomiarów bliskie s¡ warto±ciom najbardziej prawdopodobnym (typowym). Pozwoli
nam to na sformuªowanie metody poszukiwania najlepszych warto±ci parametrów ai. Zgod-
nie z naszymi zaªo»eniami N niezale»nych zmiennych losowych ŷi (ŷi � wynik pomiaru przy
ustalonym xi) podlega N -wymiarowemu rozkªadowi Gaussa:

g(ŷ1, . . . , ŷN ; a1, . . . , ak) =
1

(2π)N/2σ1 · · ·σN
exp

(
−

N∑
i=1

(ŷi − f(xi; a1, . . . , ak))
2

2σ2
i

)
,

zale»nemu od k parametrów ai, wielko±ci σ2
i s¡ liczbami równymi wariancjom wielko±ci ŷi.

Stwierdzenie: nasze wyniki pomiarów, ŷi odpowiadaj¡ sytuacji typowej � s¡ bliskie maksimum
g¦sto±ci prawdopodobie«stwa g opisanej powy»szym wzorem � oznacza, »e rzeczywiste warto±ci
parametrów ai s¡ takie, »e g przyjmuje warto±¢ maksymaln¡, gdy podstawimy warto±ci
ŷ1, . . . , ŷN .

Wniosek: najlepsze oceny warto±ci parametrów a1, . . . , ak odpowiadaj¡ maksimum g przy
ustalonych ŷ1, . . . , ŷN . Ka»da z ocen warto±ci a1, . . . , ak b¦dzie funkcj¡ warto±ci wszystkich

ŷ1, . . . , ŷN . Niepewno±ci ocen ai wyznaczymy posªuguj¡c si¦ prawem propagacji niepewno±ci na
podstawie niepewno±ci ui, które we wzorach ko«cowych podstawimy w miejsce σi.

Poszukiwanie maksimum g jest równowa»ne poszukiwaniu maksimum:

ln(g) = −
N∑
i=1

(ŷi − f(xi; a1, . . . , ak))
2

2σ2
i

− N

2
ln(2π)−

N∑
i=1

ln(σi).

Warto±ci ŷi oraz σi nie zale»¡ od a1, . . . , ak i ostatecznie poszukiwanie maksimum g¦sto±ci
g sprowadza si¦ do poszukiwania minimum funkcji:

R(a1, . . . , ak) :=
N∑
i=1

(ŷi − f(xi; a1, . . . , ak))
2

σ2
i

−→ minimum.

wzgl¦dem a1, . . . , ak. Po wyprowadzeniu wzorów, w obliczeniach, w miejsce σ1, . . . , σN pod-
stawiamy ui, tj. nasze oceny tych warto±ci.

3 �rednia wa»ona

Wpoprzednich wykªadach szczegóªowo omawiany byª bezpo±redni pomiar pojedynczej wielko±ci
�zycznej. Analizowali±my tam wyniki pomiarów powtarzanych wielokrotnie zawsze t¡ sam¡
metod¡, w tych samych warunkach. Wyznaczali±my na ich podstawie ocen¦ warto±ci mierzonej
wielko±ci x̂ i jej niepewno±¢ u(x̂). Wyobra¹my sobie, »e podobne pomiary tej samej wielko±ci
wykonywali te» nasi koledzy i kole»anki. Oczywi±cie, wyniki otrzymane przez poszczególne
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osoby ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ zarówno, je±li chodzi o warto±¢ mierzonej wielko±ci, jak i o jej
niepewno±¢. Pomiary mogªy te» by¢ wykonywane ró»nymi metodami.
Jak na podstawie tych wynkiów wyznaczy¢ najlepsz¡ ocen¦ mierzonej wielko±ci?

Dysponujemy N wynikami pomiarów tej samej wielko±ci x:

x = x̂i ± ui ; i = 1, . . . N.

W Slajdach do wykªadu zamiast ui posªuguj¦ si¦ oznaczeniem si, które zwykle oznacza
statystyczny wkªad do niepewno±ci � tj. wyznaczony na podstawie rozrzutu wyników serii
pomiarów.

Posªu»ymy si¦ metod¡ najmniejszych kwadratów:

� Zmienn¡ niezale»n¡ jest numer pomiaru i.

� �Dopasowywan¡� funkcj¡ i jest funkcja staªa: f(i) := µ; niech x̂ oznacza poszukiwan¡,
ko«cow¡ ocen¦ warto±ci µ na podstawie wszystkich wyników x̂i ± ui, i = 1, . . . , N .

� Zakªadamy, »e dla wszystkich i, E(x̂i) = µ � dokªadnej warto±ci x
oraz E(u2i ) = σ2

i � dokªadnej warto±ci wariancji zmiennej losowej x̂i.

� Poszukujemy minimum

R(x̂) =
N∑
i=1

(x̂i − x̂)2

σ2
i

wzgl¦dem x̂, przy czym liczby σ2
i oznaczaj¡ wariancje zmiennych losowych x̂i.

� W obliczeniach, we wzorach ko«cowych, w miejsce nieznanych warto±ci σi podstawimy
znane nam ich oceny ui.

Po zró»niczkowaniu R(x̂) wzgl¦dem x̂ i przyrównaniu pochodnej do zera otrzymujemy
równanie na x̂w, warto±¢ x̂ minimalizuj¡c¡ R(x̂):

−2
N∑
i=1

(x̂i − x̂w)

σ2
i

= 0.

Rozwi¡zaniem tego równania jest:

x̂w =

N∑
i=1

x̂i/σ
2
i

N∑
i=1

1/σ2
i

.

Otrzymana zmienna losowa x̂w jest liniow¡ funkcj¡ wszystkich zmiennych losowych
(wyników pomiarów) x̂i, a ka»da ze zmiennych x̂i mno»ona jest przez wspóªczynnik:

x̂w =
N∑
i=1

dix̂i; di =
1/σ2

i

N∑
j=1

1/σ2
j

Przy czym, jak ªatwo sprawdzi¢:

4



N∑
i=1

di = 1.

Podstawienie wspóªczynników di do prawa propagacji niepewno±ci (str. 39 Slajdów do wykªadu),
po kilku przeksztaªceniach, prowadzi do podanej oceny wariancji zmiennej losowej x̂w:

u2int(x̂w) := E((x̂w − µ)2) =
1

N∑
i=1

1
σ2
i

.

Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e wyra»enie na u2int zawiera wyª¡cznie warto±ci σ
2
i , a nie zawiera

samych x̂i. Tym samym, u2int nie jest zmienn¡ losow¡ i wªa±ciwsze byªoby oznaczenie σ2
int, ze

wzgl¦du jednak na fakt, »e otrzymane wyra»enie b¦dzie dalej wykorzystywane do wyznaczania
niepewno±ci x̂w u»ywam oznaczenia u2int.

Odpowied¹ 1 (str. 46 Slajdów do wykªadu): x = x̂w ± uint(x̂w)
podsumowuje uzyskane wy»ej wyniki. Indeks �w� w x̂w zwraca uwag¦ na fakt, »e otrzymane
wyra»enie jest ±redni¡ wa»on¡ wyników x̂i z wagami 1/σ2

i .

�atwo sprawdzi¢, »e gdy wszystkie wagi s¡ równe (tzn. σi = σ), to:

x̂w =
1

N

N∑
i=1

x̂i,

u2int =
σ2

N
,

zgodnie z wcze±niejszym wnioskiem, »e wariancja ±redniej arytmetycznej próbki N elementów
losowanych z tego samego rozkªadu równa jest 1/N wariancji rozkªadu (str. 26 Slajdów do

wykªadu).

Dla lepszego zrozumienia otrzymanych wy»ej wyników sprawd¹my ich zastosowanie do
przypadku, gdy x̂i oraz ui, i = 1, . . . , N otrzymali±my w nast¦puj¡cy sposób:

� wielokrotnie powtarzano pomiary tej samej wielko±ci �zycznej stosuj¡c t¦ sam¡
metod¦ i te same przyrz¡dy pomiarowe � uzyskano bardzo dªug¡ seri¦ niezale»nych
wyników (np. zmierzono 216 razy czas trwania pojedynczego okresu wahadªa);

� otrzymane wyniki podzielono na N krótszych podserii
(np. seri¦ 216 pomiarów okresu podzielono na N = 7 podserii o liczebno±ciach:
n1 = 108, n2 = 54, n3 = 18, n4 = 9, n5 = 9, n6 = 9, n7 = 9);

� dla ka»dej z podserii wyznaczono jej ±redni¡: x̂i, i = 1, . . . N ;

� rozrzut wyników w ka»dej z podserii wskazuje, »e wkªad bª¦du przypadkowego do
niepewno±ci ka»dej z warto±ci x̂i wyra¹nie dominuje nad wkªadem ograniczonej
dokªadno±ci przyrz¡dów, a wi¦c ui ≈ si ≈ σi, i = 1, . . . , N ;

� pomiary byªy wykonywane t¡ sam¡ metod¡ i za pomoc¡ tych samych przyrz¡dów, a wi¦c
wariancja σ2

i zmiennej x̂i � ±redniej ni pomiarów, wynosi σ2
i = σ2/ni.

5



Czy znaj¡c jedynie x̂i, σi, i = 1, . . . , N potra�my uzyska¢ poprawn¡ ocen¦ warto±ci
x̂ � ±redniej wszystkich wyników dªugiej serii oraz poprawn¡ ocen¦ niepewno±ci x̂?

Model alternatywny (str. 48 Slajdów do wykªadu) daje odpowied¹ na to pytanie i przed-
stawia rozumowanie prowadz¡ce do wyznaczenia warto±ci x̂ i jej wariancji u2x̂.

Odpowied¹ 2. (str. 48 Slajdów do wykªadu): x = x̂w ± uext

u2ext :=

N∑
i=1

[(x̂i − x̂w)2/σ2
i ]

(N − 1)
N∑
i=1

(1/σ2
i

=

N∑
i=1

[(x̂i − x̂w)2/σ2
i ]

(N − 1)
u2int.

Otrzymana ocena x̂ (przypominam, »e x̂ jest ocen¡ warto±ci µ na podstawie znanych wyników
x̂i) jest ±redni¡ wa»on¡ wszystkich x̂i, dokªadnie tak¡, jak uzyskana poprzez zastosowanie
metody najmniejszych kwadratów: x̂ = x̂w. Ocena wariancji x̂, równa u2ext, jest jednak
w tym przypadku inna. W przeciwie«stwie do u2int wzór na u

2
ext zawiera nie tylko warto±ci σi,

ale tak»e sum¦ kwadratów odchyle« x̂i od x̂w.

�atwo sprawdzi¢, »e gdy wszystkie σi s¡ jednakowe (tzn. σi = σ), to:

x̂w =
1

N

N∑
i=1

x̂i,

u2ext =
1

N(N − 1)

N∑
i=1

(x̂i − x̂w)2

zgodnie z wcze±niej wyprowadzonym wzorem na ocen¦ wariancji rozkªadu na podstawie próbki
o liczebno±ci N (str. 44 Slajdów do wykªadu).

Wró¢my do przypadku, gdy σi s¡ ró»ne. Wiemy, »e dla x̂ = x̂w wyra»enie R(x̂) przyjmuje
warto±¢ minimaln¡. Wyra»enie to jest funkcj¡ zmiennych losowych x̂i, a wi¦c te» jest zmienn¡
losow¡. Znajd¹my jego warto±¢ oczekiwan¡:

E(R(x̂w)) = E
(

N∑
i=1

(x̂i − x̂w)2

σ2
i

)

=
N∑
i=1

1

σ2
i

E((x̂i − µ+ µ− x̂w)2)

=
N∑
i=1

1

σ2
i

E((x̂i − µ)2 + (x̂w − µ)2 − 2(x̂i − µ)(x̂w − µ))

= N − 1.

Ostatni¡ równo±¢ otrzymali±my po skorzystaniu z zaªo»e«, »e zmienne x̂i i x̂j dla i 6= j s¡

niezale»ne, x̂w =
N∑
i=1

dix̂i (z di zde�niowanym wy»ej), E(x̂i) = µ oraz E(x̂i − µ)2 = σ2
i .

Wniosek: Warto±¢ oczekiwana u2ext jest równa u
2
int.
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Po wyznaczeniu x̂w obliczmy warto±ci uint i uext podstawiaj¡c warto±ci ui w miejsce σi do
wzorów de�niuj¡cych uint i uext. Spodziewamy si¦, »e otrzymane warto±ci b¦d¡ niewiele si¦
ró»niªy.

Jako ocen¦ niepewno±ci x̂w bierzemy wi¦ksz¡ z warto±ci uint i uext.

Uwaga: �ci±le bior¡c, je±li uext jest znacznie wi¦ksze od uint, oznacza to, »e u±redniane
warto±ci x̂i nie s¡ ze sob¡ zgodne � niektóre z nich za bardzo ró»ni¡ si¦ od zakªadanej wspólnej
warto±ci oczekiwanej µ. Mo»e to by¢ wynik wyst¡pienia bª¦dów systematycznych w pomiarach
niektórych z nich. Podanie ostatecznej oceny wymagaªoby wi¦c dokªadnego przeanalizowania
sposobu pomiaru ka»dej z warto±ci x̂i w celu znalezienia ¹ródªa niezgodno±ci. Cz¦sto jednak
taka analiza nie jest mo»liwa, gdy np. u±redniane warto±ci otrzymali±my z ró»nych laboratoriów.
Wtedy obliczenie ±redniej wa»onej i przyj¦cie wi¦kszej z obliczonych niepewno±ci za niepewno±¢
tej ±redniej jest rozwi¡zaniem najrozs¡dniejszym i cz¦sto praktykowanym w braku lepszego.
Je±li jednak krytyczna analiza ¹ródªowych danych jest mo»liwa (np. mamy dost¦p do peªnej
dokumentacji przebiegu pomiarów ka»dej z wielko±ci x̂i) to nale»y tak¡ analiz¦ przeprowadzi¢
w celu znalezienia przyczyny rozbie»no±ci danych. Jednym z pi¦knych przykªadów zasad-
no±ci tego typu analizy jest historia odkrycia argonu przez Johna Williama Strutta (Lorda
Rayleigh) i Williama Ramsay'a. Wykonywane przez tych uczonych pomiary masy cz¡steczkowej
azotu prowadziªy do skupiania wyników pomiarów wokóª dwóch nieznacznie ró»nych warto±ci.
Dokªadna analiza wykazaªa, »e azot pochodz¡cy z reakcji chemicznych rozkªadu jego zwi¡zków
prowadziª do oceny masy o 0,5% mniejszej ni» w przypadku azotu z powietrza. W dalszych
badaniach Rayleigh i Ramsay wykazali, »e ¹ródªem tej ró»nicy jest obecno±¢ w powietrzu gazu
�nieczynnego� chemicznie i tak odkryli gaz szlachetny � argon. W roku 1904 otrzymali za to
odkrycie Nagrody Nobla: Rayleigh z �zyki, a Ramsay z chemii. Jak wida¢, staranno±¢
i dociekliwo±¢ podczas analizowania danych jest warta zachodu.

Rysunek 7 Slajdów do wykªadu przedstawia przykªadowe modele rozkªadów pradowpodobie«stwa
odpowiadaj¡ce pomiarom, dla których uint > uext, a Rysunek 8 analogiczne rozkªady w przy-
padku uint < uext (pomysª takiego porównania zaczerpn¡ªem z ksi¡»ki: W. H. Gränicher,
Messung beendet � was nun?, B. G. Teubner, Stuttgart, 1994).

4 Wyznaczanie wspóªczynnika proporcjonalno±ci

�21 Slajdów do wykªadu po±wi¦cony jest znajdowaniu wspóªczynnika proporconalno±ci a mi¦dzy
zmienn¡ niezale»n¡ x i zmienn¡ zale»n¡ y: y = ax. Zakªadamy, »e potra�my ustala¢ dokªadne

warto±ci zmiennej x, dla których mierzymy odpowiadaj¡ce im warto±ci y. Pomiary wykonujemy
dla N ró»nych warto±ci x:

xi 7−→ ŷi ± ui, i = 1, . . . , N.

Zakªadamy tak»e, »e pomiary yi i yj s¡ niezale»nie dla i 6= j, a mi¦dzy wielko±ciami x i y zachodzi
zwi¡zek y = ax. Post¦powanie prowadz¡ce do znalezienia najlepszej oceny warto±ci parametru
a przebiega caªkowicie analogicznie do rozumowania prowadz¡cego do ±redniej wa»onej:

� Traktujemy ka»dy z wyników pomiarów ŷi jak zmienn¡ losow¡ o wariancji σ2
i .

� Poszukujemy minimum funkcji:
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R(a) =
N∑
i=1

(ŷi − axi)2

σ2
i

wzgl¦dem a.

Przyrównanie do zera pochodej R(a) wzgl¦dem a prowadzi do warunku:

â
N∑
i=1

x2i
σ2
i

=
N∑
i=1

ŷixi
σ2
i

,

gdzie â jest poszukiwan¡ ocen¡ warto±ci parametru a. Otrzymujemy:

â =

N∑
i=1

ŷixi/σ
2
i

N∑
i=1

x2i /σ
2
i

.

Ocena â jest liniow¡ funkcj¡ zmiennych losowych ŷi (wyników pomiarów). Mo»emy zastosowa¢
wzór na propagacj¦ niepewno±ci i otrzyma¢ wzór na wariancj¦ zmiennej losowej â:

u2(â) =
1

N∑
i=1

x2i /σ
2
i

.

Podobnie, jak w przypadku u2int obliczone wy»ej u
2(â) nie jest zmienn¡ losow¡ � u»ywam

oznaczenia u2(â), bo otrzymany wzór b¦dzie sªu»yª do wyznaczania niepewno±ci â.

Jak zwykle, wykonuj¡c obliczenia w miejsce σ2
i podstawiamy oceny warto±ci u2i := u2(ŷi).

W dalszych rozwa»aniach bardzo przydatne b¦dzie twierdzenie dotycz¡ce warto±ci oczekiwanej
R(â1, . . . , âk) w przypadku, gdy metod¡ najmniejszych kwadratów znale¹li±my oceny warto±ci
parametrów â1, . . . , âk funkcji y = f(x; a1, . . . , ak) opisuj¡cej zale»no±¢ zmiennej losowej y od
argumentu x funkcji f :

Twierdzenie: Je»eli f(x; a1, . . . , ak) jest liniow¡ funkcj¡ parametrów a1, . . . , ak, warto±ci
parametrów â1, . . . , âk zostaªy znalezione za pomoc¡ dopasowania metod¡ najmniejszych
kwadratów zale»no±ci yi = f(xi, a1, . . . , ak) do zbioru warto±ci zmiennych losowych ŷi
o wariancjach σ2

i to:

E(R(â1, . . . , âk)) := E
(

N∑
i=1

(ŷi − f(xi; â1, . . . , âk))
2

σ2
i

)
= N − k,

gdzie N jest liczb¡ zmiennych losowych ŷi, a k liczb¡ dopasowanych parametrów.

Je±li znamy jedynie wyniki pomiarów ŷi, a nie znamy ich niepewno±ci, ale mamy podstawy
zakªada¢, »e wszystkie te niepewno±ci maj¡ t¦ sam¡ warto±¢ (lub, »e ich warto±ci s¡ bardzo do
siebie zbli»one), to powy»sze twierdzenie pozwala oszacowa¢ t¦ niepewno±¢.

W przypadku wyznaczania wspóªczynnika proporcjonalno±ci, równo±¢ wszystkich σi prowadzi
do uproszczenia wzoru na â do postaci:
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â =

N∑
i=1

ŷixi

N∑
i=1

x2i

.

Skorzystanie z przytoczonego powy»ej twierdzenia pozwala oszacowa¢ wspóln¡ dla wszyskich
ŷi warto±¢ σ. Odpowiedni¡ ocen¡ warto±ci σ2 jest u2 zde�niowane jako:

u2 =

N∑
i=1

(ŷi − âxi)2

N − 1

Maj¡c â i ocen¦ σ2 mo»emy oszacowa¢ niepewno±¢ â (podstawiamy u2 w miejsce σ2):

u2(â) =
u2

N∑
i=1

x2i

=

N∑
i=1

(ŷi − âxi)2

(N − 1)
N∑
i=1

x2i

.

Uwaga (dla dociekliwych): W naszych rozwa»aniach ŷi s¡ zmiennymi losowymi, a xi
dokªadnie znanymi warto±ciami, mo»na by wi¦c zaproponowa¢ inn¡ metod¦ wyznaczania
wspóªczynnika proporcjonalno±ci a. Je±li zale»no±¢ y = ax jest speªniona, to dla ka»dej pary
xi, ŷi mo»na obliczy¢ âi = ŷi/xi, a wyniki u±redni¢. To dobry pomysª, trzeba jednak pami¦ta¢,
»e niepewno±¢ tak obliczonego âi wynosi u(âi) = u(ŷi)/xi = ui/xi ≈ σi/xi i, nawet przy
jednakowych u(ŷi), oblicza¢ ±redni¡ wa»on¡.

Jak ªatwo sprawdzi¢ wynik b¦dzie identyczny z wyprowadzonym powy»ej:

â =

N∑
i=1

ŷixi/σ
2
i

N∑
i=1

x2i /σ
2
i

.

Obliczmy teraz u2int ±redniej wa»onej âi. Otrzymujemy:

u2int(â) =
1

N∑
i=1

x2i /σ
2
i

.

Jest to dokªadnie ten sam wzór jaki przed chwil¡ wyprowadzili±my dla niepewno±ci â.

Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, »eby obliczy¢ tak»e odpowiednik u2ext:

u2ext(â) =

N∑
i=1

(âi − â)2x2i /σ
2
i

(N − 1)
N∑
j=1

x2j/σ
2
j

=

N∑
i=1

(ŷi − âxi)2/σ2
i

(N − 1)
N∑
j=1

x2j/σ
2
j

=

N∑
i=1

(ŷi − âxi)2/σ2
i

N − 1
u2int(â).

Nasz wynik: u2ext(â) = Au2int(â) ze wspóªczynnikiem A, o którym, na mocy przytoczonego
powy»ej twierdzenia, wiemy, »e E(A) = 1. Po podstawieniu niepewno±ci ui wyników pomiarów
ŷi w miejsce σi we wzorach na â oraz u2ext(â) i u2int(â), otrzymamy warto±¢ wspóªczynnika A
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dla naszych danych. Je±li ta warto±¢ b¦dzie znacznie wi¦ksza od 1 (dokªadnym okre±leniem,
co w tym przypadku oznacza �znacznie wi¦ksza� zajmiemy si¦ podczas nast¦pnego wykªadu),
to b¦dzie znaczyªo, »e nasze pomiary s¡ niezgodne z zaªo»eniem: y = ax i powinni±my to
zaªo»enie porzuci¢. Tak post¡piªby matematyk, po uprzednim doprecyzowaniu kryterium ilo±-
ciowego. �ycie �zyka nie jest jednak a» tak proste, jak to sobie wyobra»aj¡ matematycy.
Zdarzaj¡ si¦ sytuacje, w których powa»ne przesªanki teoretyczne i wyniki do±wiadcze« podob-
nych do naszych nie pozwalaj¡ nam odrzuci¢ hipotezy y = ax, a znajomo±¢ warto±ci parametru
a jest nam niezb¦dna. Rozs¡dnym wyj±ciem jest wtedy zaakceptowanie obliczonej warto±ci â
i przyj¦cie za niepewno±¢ tego wyniku obliczonej warto±ci uext(â). Tak¡ decyzj¦ mo»na inter-
pretowa¢ jako uznanie, »e niedocenili±my niepewno±ci naszych pomiarów. Przyj¦cie uext(â) za
niepewno±¢ â jest równowa»ne przemno»eniu wszystkich niepewno±ci ui przez ten sam czynnik
ui 7−→ ui

√
A.

Taka �lozo�a jest w �zyce cz¦sto stosowana od czasu publikacji: Raymond T. Birge, Physi-
cal Review 40, 207 (1932). Praca ta dotyczyªa metod oceny warto±ci podstawowych staªych
�zycznych na podstawie dost¦pnych pomiarów wykonywanych bardzo ró»nymi metodami wyko-
rzystuj¡cymi ró»ne zjawiska, w których opisie te staªe si¦ pojawiaj¡.

5 Wyznaczanie parametrów prostej: y = ax + b

Jako ostatni przykªad zastosowania metody najmniejszych kwadratów przeanalizujemy pokrótce
znajdowanie parametrów zale»no±ci y = ax+ b (parametrów prostej) gdy znane s¡ wyniki
pomiarów ŷi±ui dla dokªadnie znanych warto±ci xi � pokrótce, bo caªo±¢ analizy jest analogiczna
do analizy przeprowadzonej w przypadku ±redniej wa»onej i wspóªczynnika proporcjonalno±ci.
Dysponujemy wynikami pomiarów:

xi 7−→ ŷi ± ui, i = 1, . . . , N

Zakªadamy, »e pomiary ŷi i ŷj s¡ niezale»ne, gdy i 6= j, a mi¦dzy wielko±ciami y i x zachodzi
zwi¡zek y = ax+ b. Wykorzystujemy metod¦ najmniejszych kwadratów do znalezienia najlep-
szej oceny warto±ci parametrów a i b, ich niepewno±ci ua i ub oraz wspóªczynnika kowariancji
Cab:

� Traktujemy ka»dy z wyników pomiarów ŷi jak zmienn¡ losow¡ o wariancji σ2
i .

� Poszukujemy minimum funkcji:

R(a, b) =
N∑
i=1

(ŷi − axi − b)2

σ2
i

wzgl¦dem a i b.

Warunki konieczne minimum R to znikanie obu pochodnych cz¡stkowych:

∂R
∂a

= 0,
∂R
∂b

= 0.

Warunki te prowadz¡ do ukªadu równa« speªnianych przez poszukiwane oceny â i b̂:
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â
N∑
i=1

x2i
σ2
i

+ b̂
N∑
i=1

xi
σ2
i

=
N∑
i=1

ŷixi
σ2
i

â
N∑
i=1

xi
σ2
i

+ b̂
N∑
i=1

1

σ2
i

=
N∑
i=1

ŷi
σ2
i

.

Rozwi¡zaniem tego ukªadu s¡:

D =
N∑
i=1

1

σ2
i

N∑
j=1

x2j
σ2
j

−
(

N∑
i=1

xi
σ2
i

)2

â =
1

D

 N∑
i=1

1

σ2
i

N∑
j=1

ŷjxj
σ2
j

−
N∑
i=1

xi
σ2
i

N∑
j=1

ŷj
σ2
j


b̂ =

1

D

 N∑
i=1

x2i
σ2
i

N∑
j=1

ŷj
σ2
J

−
N∑
i=1

xi
σ2
i

N∑
j=1

ŷjxj
σ2
j

 .
Otrzymane zmienne losowe â i b̂ s¡ liniowymi funkcjami zmiennych losowych ŷi, co prowadzi
do nast¦puj¡cych ocen ich wariancji i kowariancji:

u2â =
1

D

N∑
i=1

1

σ2
i

u2
b̂

=
1

D

N∑
i=1

x2i
σ2
i

Câb̂ := E
(
(â− a)(b̂− b)

)
= − 1

D

N∑
i=1

xi
σ2
i

.

W ostatnim wzorze a i b oznaczaj¡ dokªadne warto±ci obu parametrów.
Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e wyznaczone wspóªczynniki â i b̂ nie s¡ niezale»nymi zmiennymi
losowymi, bo na ogóª Câb̂ 6= 0.

W �22 Slajdów do wykªadu podane s¡ wzory �do oblicze«�, gdzie w miejsce σi podstawiono si �
w ogólnym przypadku niepewno±ci ŷi wyznaczanych metod¡ B zamiast si podstawiamy ui.
Podane s¡ tam tak»e wzory do wyznaczania oceny tych samych wielko±ci, gdy nie znamy
niepewno±ci ŷi, ale mo»emy przyj¡¢, »e s¡ one dla wszystkich ŷi takie same i oceni¢ ich warto±¢
korzystaj¡c z przytoczonego wy»ej twierdzenia � metod¡ najmniejszych kwadratów znalezione
zostaªy dwa parametry â i b̂, a wi¦c mianownik oceny s2 (u2) równy jest N − 2.

Rysunek 9 Slajdów do wykªadu ilustruje wpªyw warto±ci ui na obliczone parametry â i b̂ dla
tego samego zbioru warto±ci ŷi. Na ostatnim z tych przykªadów � prawy dolny obrazek �
wyznaczona warto±¢ a = −0, 09 ± 0, 37 jest zgodna z zerem. Je»eli jednak, na tej podstawie,
chcemy przyj¡¢, »e y nie zale»y od x −→ a = 0, to za warto±¢ ŷ nie mo»emy przyj¡¢ obliczonej
jednocze±nie warto±ci b = 4, 7 ± 1, 3. Po przyj¦ciu a = 0 za warto±¢ ŷ przyjmujemy ±redni¡
wa»on¡ wyników ŷi � tzn. musimy wykona¢ nowe obliczenia.

�22 Slajdów do wykªadu ko«cz¡ uwagi dotycz¡ce sposobu podejmowania decyzji, któr¡ zmienn¡,
x czy y, nale»y uzna¢ za znan¡ dokªadnie. Zwykle warto±ci obu s¡ wynikami pomiarów, a wi¦c
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tym samym s¡ znane z niepewno±ciami. Kryterium jest proste i ªatwe do zastosowania, je±li
wykona si¦ wykres danych. Wtedy przybli»onej oceny parametru a mo»na dokona¢ za pomoc¡
linijki � tj. wykre±laj¡c przybli»ony przebieg optymanej prostej.

Wyznaczone parametry mog¡ sªu»y¢ do wyznaczenia �poprawionych� warto±ci yi w punktach
pomiarowych lub obliczaniu warto±ci y w punktach x, dla których nie wykonywano pomi-
arów. O ile wyznaczanie warto±ci dla punktów x le»¡cych wewn¡trz badanego obszaru jest
bardzo �bezpieczne�, to nale»y bardzo ostro»nie traktowa¢ wyniki ekstrapolacji, czyli oblicze«
dla x spoza obszaru, w którym wykonywano pomiary. Odpowiednie warto±ci y otrzymujemy
po prostu podstawiaj¡c wyznaczone warto±ci â i b̂ do wzoru y = ax + b. Ostatni punkt �22
Slajdów do wykªadu podaje tak»e sposób wyznaczania niepewno±ci tak otrzymanego wyniku �
przytoczony tam wzór wynika z �prawa propagacji niepewno±ci� (omówionego w �18 Slajdów

do wykªadu).

Uwagi:

� Analogicznie do powy»szych rozwa»a« mo»na metod¡ najmniejszych kwadratów znaj-
dowa¢ tak»e wspóªczynniki zale»no±ci wielomianowej y(x) = akx

k + . . . + a1x
1 + a0, gdy

znane s¡ wyniki pomiarów xi 7−→ ŷi±ui; i = 1, . . . , N > k+1. Oceny warto±ci parametrów
âj; j = 0, . . . , k otrzymuje si¦ jako rozwi¡zania ukªadu k+1 równa« liniowych uzyskanych
z przyrównania do zera pochodnych cz¡stkowych wzgl¦dem a0, . . . , ak funkcji:

R(a0, . . . , an) =
N∑
i=1

(ŷi − akxki . . .− a1xi − a0)2

σ2
i

Wyznaczone w ten sposób â0, . . . , âk s¡ liniowymi funkcjami zmiennych losowych (wyników
pomiarów) ŷi; i = 1, . . . , N > k + 1.

� Wiele nieliniowych zwi¡zków mi¦dzy wielko±ciami �zycznymi, po transformacji zmiennych
mo»na sprowadzi¢ do postaci �y = ax+ b�, na przykªad:

N(t) = N0 exp(−λt) −→ ln(N) = −λt+ ln(N0)

y = AxB −→ ln(y) = B ln(x) + ln(A)

pV = C −→ p = C
1

V

T = 2π

√
l

g
−→ T 2 =

4π2

g
l.

Transformacja �prostuj¡ca� zale»no±¢ pozwala zastosowa¢ wyprowadzone powy»ej wzory
do oceny parametrów na podstawie wyników pomiarów. Nale»y przy tym pami¦ta¢
o wyznaczeniu niepewno±ci nowych, przetransformowanych zmiennych niezale»nych (wyników
pomiarów). Dla przykªadu:

u(ln(N)) =
u(N)

N

u(
1

V
) =

u(V )

V 2

u(T 2) = 2Tu(T ).
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Zadania do Wykªadu 6

Zadanie 1. Neutron jest niestabiln¡ cz¡stk¡ elementarn¡, która po pewnym czasie ulega roz-
padowi na proton, elektron i antyneutrino elektronowe. Wykonano 3 niezale»ne do±wiadczenia,
w których mierzono czas »ycia neutronu i otrzymano nast¦puj¡ce wyniki: (883 ± 30) s,
(888 ± 3) s, (894 ± 5) s. Podaj najlepsz¡ ocen¦ czasu »ycia neutronu i niepewno±¢ tej oceny.

Zadanie 2. Podczas zaj¦¢ pracowni �zycznej trzej studenci A, B i C wyznaczali g¦sto±¢ trzech
próbek metalu (ka»dy z nich badaª jedn¡ próbk¦) dostarczonych przez asystenta. O asystencie
wiadomo, »e dysponuje tylko dwoma typami próbek i s¡ to próbki »elaza i chromu. W tabelach
mo»na znale¹¢, »e g¦sto±¢ »elaza wynosi 7,874 g/cm3, a chromu 7,140 g/cm3. Studenci otrzy-
mali nast¦puj¡ce rezultaty: ρA = (7,095 ± 0,150) g/cm3, ρB = (8,006 ± 0,150) g/cm3

i ρC = (7,070 ± 0,081) g/cm3. Poniewa» przynajmniej dwóch studentów badaªo ten sam metal,
znajd¹ najlepsz¡ ocen¦ g¦sto±ci tego metalu i jej niepewno±¢, wynikaj¡ce z pomiarów wyko-
nanych przez studentów.

Zadanie 3. Równanie stanu gazu doskonaªego ma posta¢: pV = nRT , gdzie p oznacza
ci±nienie, V obj¦to±¢, n liczb¦ moli gazu, T temperatur¦ gazu w skali Kelvina, aR to uniwersalna
staªa gazowa. Student badaª zmiany obj¦to±ci V dla n = 0, 05 mola gazu od jego temperatury
T przy staªym ci±nieniu p = 1015 hPa. Po ustaleniu temperatury T , pomiar obj¦to±ci V
powtarzaª wielokrotnie i obliczaª warto±¢ ±redni¡ V̄ . Wyniki pomiarów zebraª w tabeli:

Temperatura T/K 293 298 303 308 313
�rednia obj¦to±¢ V̄ /litr 1,196 1,207 1,243 1,274 1,293

Niepewno±ci kolejnych warto±ci V̄ byªy bardzo zbli»one i wynosiªy uv = 0, 010 litra. Przyjmij,
»e liczba moli n i ci±nienie p gazu znane s¡ wystarczaj¡co dokªadnie. Wyznacz ocen¦ warto±ci
staªej gazowej i niepewno±¢ tej oceny.

Zadanie 4. Studentka miaªa za zadanie wyznaczy¢ nieznany opór R pewnego opornika. Do
dyspozycji miaªa ukªad elektryczny, w którym mogªa zmienia¢ napi¦cie na oporniku oraz amper-
omierz, którym dla ustalonego napi¦cia U mierzyªa nat¦»enie I pr¡du pªyn¡cego przez opornik.
Warto±¢ napi¦cia ustalana byªa z bardzo du»¡ dokªadno±ci¡ (przyjmij, »e niepewno±¢ warto±ci
U jest pomijalnie maªa). Niepewno±¢ pomiaru nat¦»enia pr¡du byªa niepomijalna i wynosiªa
u, zgodnie warto±ciami podanymi w tabeli. Zale»no±¢ mi¦dzy nat¦»eniem I i napi¦ciem opisuje
wzór: U = RI. Otrzymane wyniki studentka zapisaªa w tabeli:

Numer pomiaru 1 2 3 4 5
I [mA] 0,48 1,24 2,14 2,35 2,91
U [mV] 1,12 2,31 4,15 4,95 5,81
u [mA] 0,05 0,10 0,10 0,15 0,20

Wyznacz ocen¦ warto±ci oporu R oraz niepewno±¢ tej oceny.

Zadanie 5. Student badaª przemian¦ izochoryczn¡ pewnego gazu. Podgrzewaª pewn¡ ilo±¢
tego gazu w zamkni¦tym naczyniu i mierzyª ci±nienie p i temperatur¦ t w skali Celsjusza.
Uzyskaª wyniki podane w tabeli. Zakªadaj¡c, »e w warunkach do±wiadczenia gaz zachowuje si¦
jak gaz doskonaªy, tzn. speªnia równanie:
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pV

T
= const,

gdzie p jest jego ci±nieniem, V obj¦to±ci¡, a T temperatur¡ w skali bezwzgl¦dnej, wyznacz
ocen¦ temperatury zera bezwzgl¦dnego w skali Celsjusza i niepewno±¢ tej oceny. Zastosuj
metod¦ najmniejszych kwadratów. Przyjmij, »e temperatura byªa mierzona z niepewno±ci¡
u = 2°C, a ci±nienie byªo mierzone dostatecznie dokªadnie.

Ci±nienie p (atmosfery) 1,0 1,4 1,6 2,0
Temperatura t (�) 36 158 223 350

Zadanie 6. Studentka przeprowadziªa pomiar ciepªa parowania wody c, zde�niowanego zwi¡zkiem
Q = cm, gdzie Q jest ilo±ci¡ energii, jak¡ nale»y dostarczy¢ masie m wody, »eby zamieni¢ j¡
w par¦. Ustawiªa na wadze otwarty termos z pewn¡ ilo±ci¡ wody i zanurzon¡ w wodzie grzaªk¡
o mocy P = 600 W. Po wª¡czeniu grzaªki, odczekaªa a» woda zacznie wrze¢ i rozpocz¦ªa
pomiary masy m ukªadu rejestruj¡c wskazania wagi w równych odst¦pach czasu. Wyniki
zestawiªa wtabeli:

Czas t (minuty) 0 5 10 15 20
Wskazania wagi m (gramy) 1000 910 800 770 720

Przyjmij, »e czas mierzony byª wystarczaj¡co dokªadnie, tak»e moc grzaªki znana jest wystar-
czaj¡co dokªadnie i pozostawaªa staªa podczas caªego pomiaru. Wyznacz ciepªo parowania
wody c i niepewno±¢ uzyskanej oceny.
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