Analiza niepewnosci pomiarowych

Wstep do analizy danych
Wyktad 6

Metoda najmniejszych kwadratéw 1 jej zastosowania:
drednia wazona, proporcjonalnosé¢, prosta.

1 Uwagi wstepne

Dotychczas zajmowalismy sie wyznaczaniem wartosci pojedynczych wielkoéci fizycznych.
Analizowali$émy przypadki, gdy mozliwy byl bezposredni pomiar interesujacej nas wielkosci
lub gdy moglismy jej warto$¢ obliczy¢ korzystajac ze znanej nam funkcji, ktorej

argumentami sg wielkos$ci dostepne bezposrednim pomiarom. Postaé¢ funkcji mogla wynikaé

z rozwazan teoretycznych lub wcezesniejszych badan doswiadczalnych. Zajmijmy sie teraz
analizg procesu doswiadczalnego ,,odkrywania” zwigzku miedzy dwoma wielkosciami fizycznymi.
Jako przyktad wezmy badanie zmian dtugosci [ stalowego preta pod wplywem zmian
temperatury 7. Doswiadczenie mogloby wygladaé¢ tak: umieszczamy pret w kapieli olejowej,
ktorej temperature potrafimy dokltadnie kontrolowaé i powoli zmienia¢ i po kazdej zmianie
temperatury mierzymy dtugos$é preta. Otrzymujemy zbior par liczb: (7;,0;),i = 0, ... N, przy
czym dane dla ¢ = 0 odnosza sie do poczatkowych wartosci temperatury i dlugoséci. Poniewaz
kontrolujemy wartos¢ temperatury, to pomiary mozemy wykona¢ wielokrotnie mierzac dlugosé
dla tych samych temperatur 7; podczas kilkakrotnego ogrzewania i chtodzenia preta. Dla kazdej
z temperatur T; obliczamy $rednig wartosé¢ dtugosci [; oraz wyznaczamy niepewnosé u; := u(l;)
tej sredniej. Wydaje sie naturalne, ze nasze wyniki bedziemy analizowali przyjmujac, ze dtugos¢
[ jest funkcja temperatury 7. Posta¢ tej funkcji mozemy probowaé odgadnaé¢ wykonujac wykres
l; == I(T;). Spodziewamy sie, ze punkty wykresu utoza sie wzdtuz prostej:

l=1(1+5(T -1p)),

bo taka zaleznosé¢ obserwowano wielokrotnie w przypadku badania pretéow z réznych metali
iich stopow, gdy roznica T'— Tj jest niezbyt duza, a obie temperatury sa nizsze od
temperatury topnienia materiatu preta. Pozostaje nam wyznaczenie wartosci parametrow [
i 8. Biorac temperature za zmienng niezalezna zatozyliSmy, ze te wtasnie wielkos¢ nie tylko
potrafimy kontrolowac, ale takze zmierzy¢ doktadnie. Poszukujemy odpowiedzi na pytanie, jak
na podstawie uzyskanych wynikéw pomiaréw:

Ti—Lixu(ly), i=0,...,N

wyznaczy¢ najlepsze wartosci prametrow lg i 5 funkeji | = [g(1+ S(T — Tp)) opisujacej zwiazek
dwoch wielkosci fizycznych T i [. Nasza odpowiedZ poza oceng warto$ci parametréw powinna



pozwoli¢ oceni¢ takze ich niepewnosci.

W §19 Slajdow do wyktadu przedstawione jest rozwigzanie ogolniejszego zagadnienia, w ktérym
funkcja opisujaca zwiazek dwoch wielkosci zalezy od kilku parametrow. Ogdlna metoda jest
nastepnie zastosowana do kilku najprostszych, czesto spotykanych w praktyce postaci funkcji:
w §20 funkcji statej, w §21 proporcjonalnosci oraz ,prostej” w §22, czyli zaleznosci takiej, jak
w przytoczonym powyzej przyktadzie.

Warto w tym miejscu podkresli¢ wage wykonania wykresu otrzymanych wynikow. Jedli, tak jak
w naszym przyktadzie, znajomos$¢ wynikéw pomiaréw podobnych do naszych daje nam wyrazna
wskazowke co do postaci badanej zaleznosci ((T'), to wykres naszych danych potwierdzi
poprawnos¢ wyboru postaci funkcji. Po wyznaczeniu wartosci parametréw zawsze warto na
wykres danych do$wiadczalnych nanieéé¢ takze wykres wybranej funkeji z podstawionymi
wyznaczonymi wartosciami parametréow. To najprostszy test poprawnosci naszego dopasowania
funkcji do danych doswiadczalnych. Jest on szczegdlnie skuteczny jako metoda ,wylapywania”
bledéw grubych w naszym postepowaniu, np. btedéw rachunkowych (kazdemu moga sie przy-
darzy¢ takie pomytki). W dalszej czesci wykladu zajmiemy sie iloSciowymi testami zgodnosci
dopasowanej funkcji z danymi doswiadczalnymi.

Dodatkowo, jesli wykonujemy pomiary dla duzego zakresu wartosci zmiennej niezaleznej x, to
wykres wynikéw pomiaréw moze pozwoli¢ okresli¢ zakres stosowalnosci wzoru, ktory
,dopasowujemy” do danych. Dla przyktadu: jesli badamy zmiany dhugosci [ preta pod
wplywem rozciagajacej go sity F' (spodziewamy sie zachowania zgodnego z prawem Hooke’a),
to odstepstwo od liniowosci zwiazku [(F') oznacza wejScie w obszar nieodwracalnych
odksztatcen plastycznych.

Uwaga: W Slajdach do wyktadu zamiast u; postuguje sie oznaczeniem s;, ktore zwykle oznacza
statystyczny wklad do niepewnosci — tj. wyznaczony na podstawie rozrzutu wynikoéw serii
pomiar6éw — inaczej mowigc s; oznacza niepewnos$¢ pomiaru wyznaczong metoda A wedlug
terminologii przyjetej przez BIPM (patrz przewodnik ze strony Glownego Urzedu Miar
cytowany w Wykladzie 4). Tutaj stosuje ogolniejsza notacje u; odnoszaca sie do pelnej oceny
niepewnosci metoda B.

2 Metoda najmniejszych kwadratéw

W §19 Slajdow do wyktadu formulujemy metode znajdowania odpowiedzi na postawione powyzej
pytanie. Niech z oznacza zmienna niezalezna (argument funkcji), a y zmienna zalezna.
Zaktadamy, ze wybraliémy posta¢ funkcji opisujacej wyniki naszych pomiarow:

y = f(x;a1,a9,...,a;). Funkcja ta, poza zmienng x, zawiera takze k parametrow a;

—np. f moze by¢ wielomianem stopnia k — 1 zmiennej x, a parametry ag, ..., ar_1 wspotczyn-
nikami tego wielomianu. Zakladamy dalej, ze dla 2 =1,... N > k roznych, doktadnie znanych
wartosci x; wykonaliémy pomiary odpowiadajacych im wielkosci y i w wyniku tych pomiarow
wyznaczyliSmy y; + u(7;) — dla uproszczenia zapisu dalej przyjmiemy oznaczenie u; := u(y;):

Jak zwykle zaktadamy, ze wyeliminowane zostaly btedy grube i systematyczne, a wiec:



E(yi) = flasay,. .. ar),
) = o,
gdzie o? oznacza wariancje rozkladu pomiarow wielkosci y przy ustalonej wartosci z = w;,

a f(xi;ay,...,a;) doktadng wartosé y dla ustalonego z;. Zakladamy takze, ze ; sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi i kazde g; podlega rozktadowi Gaussa o sredniej f(z;; a4, ..., ax) i dyspersji
o;. WartoSci parametréw a; nie znamy, ale naturalne jest przyjecie, ze wyniki przprowadzonych
przez nas pomiaréw bliskie sg wartosciom najbardziej prawdopodobnym (typowym). Pozwoli
nam to na sformulowanie metody poszukiwania najlepszych wartosci parametrow a;. Zgod-
nie z naszymi zatozeniami N niezaleznych zmiennych losowych g; (9; — wynik pomiaru przy
ustalonym z;) podlega N-wymiarowemu rozkltadowi Gaussa:

1 exp <_Z(gi—f(xi;al,...,ak))2>7

g, -y On;an, - ax) = (2m)N/2g, o — ;

zaleznemu od k parametrow a;, wielkoéci o? sg liczbami rownymi wariancjom wielkosci ;.

Stwierdzenie: nasze wyniki pomiaréw, y; odpowiadaja sytuacji typowej — sg bliskie maksimum
gestosci prawdopodobienstwa g opisanej powyzszym wzorem — 0znacza, ze rzeczywiste wartosci
parametrow a; s takie, ze g przyjmuje warto$¢ maksymalna, gdy podstawimy wartosci

yl,...,QN.

Whiosek: najlepsze oceny wartosci parametréw aq,...,a; odpowiadaja maksimum g przy
ustalonych ,...,9yy. Kazda z ocen wartosci aq,...,a; bedzie funkcja wartosci wszystkich
U1, - - -, Yn. Niepewnosci ocen a; wyznaczymy poshugujac sie prawem propagacji niepewnosci na

podstawie niepewnosci u;, ktore we wzorach koncowych podstawimy w miejsce o;.

Poszukiwanie maksimum ¢ jest rownowazne poszukiwaniu maksimum:

In(g) = — 3 (9; — f(zs;a1,. .., ax))> _ Zln(zw) — ;hl((fi).

2
= 20;

Wartosci ¢; oraz o; nie zaleza od aq, ..., ax 1 ostatecznie poszukiwanie maksimum gestosci
g sprowadza sie do poszukiwania minimum funkcji:

Lay) = i (9: — f(2; a21, ap)?

g;

R(aq, ... — manimum.

=1

wzgledem aq,...,a;. Po wyprowadzeniu wzoréw, w obliczeniach, w miejsce oy,...,0n pod-
stawiamy u;, tj. nasze oceny tych wartosci.

3 Srednia wazona

W poprzednich wyktadach szczegotowo omawiany byt bezposredni pomiar pojedynczej wielkoSci
fizycznej. Analizowaliémy tam wyniki pomiaréw powtarzanych wielokrotnie zawsze ta sama
metoda, w tych samych warunkach. Wyznaczaliémy na ich podstawie ocene warto$ci mierzonej
wielkosci Z 1 jej niepewnos¢ u(z). Wyobrazmy sobie, ze podobne pomiary tej samej wielkosci
wykonywali tez nasi koledzy i kolezanki. Oczywiscie, wyniki otrzymane przez poszczegélne



osoby r6znia sie miedzy soba zaréwno, jesli chodzi o warto$¢ mierzonej wielkosci, jak i o jej
niepewnos¢. Pomiary mogty tez by¢ wykonywane réznymi metodami.
Jak na podstawie tych wynkiéow wyznaczy¢ najlepsza ocene mierzonej wielkosci?

Dysponujemy N wynikami pomiaréw tej samej wielkosci x:

W Slajdach do wyktadu zamiast u; postuguje sie oznaczeniem s;, ktére zwykle oznacza
statystyczny wklad do niepewnosci — tj. wyznaczony na podstawie rozrzutu wynikéw serii
pomiarow.

Postuzymy sie metoda najmniejszych kwadratow:

e Zmienng niezalezng jest numer pomiaru .

e Dopasowywana” funkcja i jest funkcja stata: f(i) := u; niech & oznacza poszukiwana,
koncowa ocene wartosci 1 na podstawie wszystkich wynikow z; = u;, ¢ =1,..., N.

e Zaktadamy, ze dla wszystkich i, £(z;) = u — doktadnej wartosci x
oraz £(u?) = o? — dokladnej wartosci wariancji zmiennej losowej ;.

e Poszukujemy minimum

wzgledem Z, przy czym liczby o? oznaczaja wariancje zmiennych losowych ;.

e W obliczeniach, we wzorach koficowych, w miejsce nieznanych wartosci o; podstawimy
znane nam ich oceny u;.

Po zrozniczkowaniu R (%) wzgledem & i przyrownaniu pochodnej do zera otrzymujemy
rownanie na ,,, warto$¢ & minimalizujaca R(z):

o (i’z B i"w)
-2%" =0
i=1 i

Rozwigzaniem tego rownania jest:

Otrzymana zmienna losowa z,, jest liniowa funkcja wszystkich zmiennych losowych
(wynikéw pomiaréw) #;, a kazda ze zmiennych Z; mnozona jest przez wspolezynnik:

N 2
1/0*
Ty = Zdiiz‘; di = N/i
=1 5 1/0?
j=1

Przy czym, jak tatwo sprawdzic:



N
> di=1.
i=1

Podstawienie wspotczynnikow d; do prawa propagacyi niepewnosci (str. 39 Slajdow do wyktadu),
po kilku przeksztalceniach, prowadzi do podanej oceny wariancji zmiennej losowej Z.,:

1

1

M=
QY=

)

Warto zwrocié uwage na fakt, ze wyrazenie na u?, , zawiera wylacznie wartoéci o2, a nie zawiera

samych #;. Tym samym, u? , nie jest zmienna losowa i wlasciwsze byloby oznaczenie o2 ,, ze

wzgledu jednak na fakt, ze otrzymanezwyraZenie bedzie dalej wykorzystywane do wyznaczania

niepewnosct I,, uZywam oznaczenia u;,,.

Odpowiedz 1 (str. 46 Slajdow do wykladu): © = Ty £ Uipe(Ty)
podsumowuje uzyskane wyzej wyniki. Indeks ,w” w I, zwraca uwage na fakt, ze otrzymane
wyrazenie jest $rednia wazona wynikow #; z wagami 1/02.

Latwo sprawdzi¢, ze gdy wszystkie wagi sa réwne (tzn. o; = o), to:

1

N
Ty = ina
=1

2 _
Ui = )

=% =l

zgodnie z wczesniejszym wnioskiem, ze wariancja $redniej arytmetycznej probki N elementow
losowanych z tego samego rozkladu réowna jest 1/N wariancji rozktadu (str. 26 Slajdéw do
wyktadu).

Dla lepszego zrozumienia otrzymanych wyzej wynikéw sprawdzmy ich zastosowanie do
przypadku, gdy z; oraz u;,i = 1,..., N otrzymaliémy w nastepujacy sposob:

e wielokrotnie powtarzano pomiary tej samej wielkosci fizycznej stosujac te sama
metode i te same przyrzady pomiarowe — uzyskano bardzo dhuga serie niezaleznych
wynikow (np. zmierzono 216 razy czas trwania pojedynczego okresu wahadla);

e otrzymane wyniki podzielono na N kroétszych podserii
(np. serie 216 pomiaréw okresu podzielono na N = 7 podserii o liczebnosciach:
ny = 108,ny = 54,n3 = 18, ny = 9,n5 = 9,n6 = 9,n7 = 9);

e dla kazdej z podserii wyznaczono jej Srednia: z;,i =1,... N ;

e rozrzut wynikow w kazdej z podserii wskazuje, ze wktad btedu przypadkowego do
niepewnosci kazdej z wartosci ; wyraznie dominuje nad wktadem ograniczone;j
dokladnosci przyrzadow, a wiec u; =~ s; ~o;,i =1,...,N;

e pomiary byly wykonywane ta samg metoda i za pomoca tych samych przyrzadow, a wiec
wariancja o? zmiennej #; — $redniej n; pomiaréw, wynosi o7 = o2 /n;.

. =



Czy znajac jedynie z;,0;,¢ = 1,..., N potrafimy uzyska¢ poprawng ocene wartosci
Z — Sredniej wszystkich wynikéw dlugiej serii oraz poprawng ocene niepewnosci 7

Model alternatywny (str. 48 Slajdow do wyktadu) daje odpowiedZz na to pytanie i przed-
stawia rozumowanie prowadzace do wyznaczenia wartosci 7 i jej wariancji u2.

Odpowiedz 2. (str. 48 Slajdéw do wyktadu): x = Ty + Ueyy

R CEEA P R CEE NS
Towensae o WED T

=1

Otrzymana ocena & (przypominam, ze Z jest ocena wartosci p na podstawie znanych wynikow
;) jest srednia wazona wszystkich Z;, dokladnie taka, jak uzyskana poprzez zastosowanie
metody najmniejszych kwadratow: & = . Ocena wariancji x rowna u?,,, jest jednak

w tym przypadku inna. W przeciwienistwie do u?,, wzor na u?,, zawiera nie tylko wartosci o,
ale takze sume kwadratoéw odchylert z; od z,,.

int

Latwo sprawdzi¢, ze gdy wszystkie o; sa jednakowe (tzn. o; = o), to:

zgodnie z wcze$niej wyprowadzonym wzorem na ocene wariancji rozktadu na podstawie probki
o liczebnosci N (str. 44 Slajdow do wyktadu).

Wroémy do przypadku, gdy o; sa rozne. Wiemy, ze dla & = Z,, wyrazenie R(z) przyjmuje

wartos¢ minimalng. Wyrazenie to jest funkcja zmiennych losowych Z;, a wiec tez jest zmienna
losowa. Znajdzmy jego warto$¢ oczekiwang:

eRG) = (20

=1 UZ
N 1 )
= L))
=1 "1
Y1
= > (@ = )" + (0 — ) = 28 — 1) (30 — )
=1 "1
— N-1

Ostatnia rowno$¢ otrzymaliSmy po skorzystaniu z zalozen, ze zmienne &; i ; dla ¢ # j sg

N
niezalezne, &, = Y. d;Z; (2 d; zdefiniowanym wyzej), £(%;) = p oraz E(&; — p)? = .
=

Whiosek: Warto$¢ oczekiwana u?,, jest rowna u?,.



Po wyznaczeniu Z,, obliczmy wartosci w;,; i ey podstawiajac wartosci w; w miejsce o; do
wzorow definiujacych wi,: 1 uerr. Spodziewamy sie, ze otrzymane wartosci beda niewiele sie
roznity.

Jako ocene niepewnosci 7, bierzemy wiekszg z wartoSci w;,; 1 Uey.

Uwaga: Scisle biorac, jesli u.y jest znacznie wieksze od wg;,, oznacza to, ze usredniane
wartosci Z; nie sg ze sobg zgodne — niektore z nich za bardzo réznig sie od zaktadanej wspolnej
wartosci oczekiwanej p. Moze to by¢ wynik wystapienia bledow systematycznych w pomiarach
niektorych z nich. Podanie ostatecznej oceny wymagaloby wiec doktadnego przeanalizowania
sposobu pomiaru kazdej z warto$ci £; w celu znalezienia zrodla niezgodnosci. Czesto jednak
taka analiza nie jest mozliwa, gdy np. usredniane wartosci otrzymalismy z réznych laboratoriow.
Wtedy obliczenie éredniej wazonej i przyjecie wiekszej z obliczonych niepewnoéci za niepewnosé
tej $redniej jest rozwigzaniem najrozsadniejszym i czesto praktykowanym w braku lepszego.
Jesli jednak krytyczna analiza zrodtowych danych jest mozliwa (np. mamy dostep do pelnej
dokumentacji przebiegu pomiarow kazdej z wielkosci ;) to nalezy taka analize przeprowadzi¢
w celu znalezienia przyczyny rozbieznosci danych. Jednym z pieknych przyktadow zasad-
nosci tego typu analizy jest historia odkrycia argonu przez Johna Williama Strutta (Lorda
Rayleigh) i Williama Ramsay’a. Wykonywane przez tych uczonych pomiary masy czasteczkowej
azotu prowadzily do skupiania wynikéw pomiaréw wokot dwoch nieznacznie réznych wartodci.
Doktadna analiza wykazala, ze azot pochodzacy z reakcji chemicznych rozktadu jego zwiazkow
prowadzil do oceny masy o 0,5% mniejszej niz w przypadku azotu z powietrza. W dalszych
badaniach Rayleigh i Ramsay wykazali, ze 7zrodtem tej roznicy jest obecnosé w powietrzu gazu
Lhieczynnego” chemicznie i tak odkryli gaz szlachetny — argon. W roku 1904 otrzymali za to
odkrycie Nagrody Nobla: Rayleigh z fizyki, a Ramsay z chemii. Jak widaé¢, starannosé

i dociekliwo$é¢ podczas analizowania danych jest warta zachodu.

Rysunek 7 Slajdow do wyktadu przedstawia przyktadowe modele rozktadéw pradowpodobienistwa
odpowiadajace pomiarom, dla ktorych w;,; > uerr, @ Rysunek 8 analogiczne rozklady w przy-
padku w;; < uey (pomyst takiego porownania zaczerpnalem z ksiazki: W. H. Grénicher,
Messung beendet — was nun?, B. G. Teubner, Stuttgart, 1994).

4 Wyznaczanie wspolczynnika proporcjonalnosci

§21 Slajdow do wyktadu poswiecony jest znajdowaniu wspotczynnika proporconalnosci a miedzy
zmienng niezalezna x i zmienna zalezna y: y = ax. Zakladamy, ze potrafimy ustala¢ doktadne
wartosci zmiennej x, dla ktérych mierzymy odpowiadajace im wartosci y. Pomiary wykonujemy
dla N réznych wartosci x:

J’Jll—>@2:|:uz,lzl,7N

Zakladamy takze, ze pomiary y; 1 y; sa niezaleznie dla ¢ # j, a miedzy wielkoSciami x i y zachodzi
zwigzek y = ax. Postepowanie prowadzagce do znalezienia najlepszej oceny wartos$ci parametru
a przebiega catkowicie analogicznie do rozumowania prowadzacego do $redniej wazonej:

2

i

e Traktujemy kazdy z wynikow pomiaréw ¢; jak zmienng losowa o wariancji o

e Poszukujemy minimum funkcji:



wzgledem a.

Przyréownanie do zera pochodej R(a) wzgledem a prowadzi do warunku:

N 2 N ..
0y 5=
(2 3 (2

o;

.
—_

Ocena a jest liniowa funkcja zmiennych losowych g; (wynikéw pomiarow). Mozemy zastosowaé
wzOr na propagacje niepewnosci i otrzymacé¢ wzor na wariancje zmiennej losowej a:

Podobnie, Jak w przypadku u? , obliczone wyzej u?(a) nie jest zmienng losowa — uzywam
oznaczenia u?(a), bo otrzymany wzor bedzie stuzyl do wyznaczania niepewnosci a.

Jak zwykle, wykonujac obliczenia w miejsce o? podstawiamy oceny wartosci u? := u?(g;).

W dalszych rozwazaniach bardzo przydatne bedzie twierdzenie dotyczace wartosci oczekiwanej
R(ay, ..., a;) w przypadku, gdy metoda najmniejszych kwadratéw znalezliémy oceny wartosci
parametrow as, ..., ax funkeji y = f(x;aq,...,a;) opisujacej zaleznosé zmiennej losowej y od
argumentu z funkeji f:

Twierdzenie: Jezeli f(z;aq,...,a;) jest liniowa funkcja parametrow ag,...,a, wartosci
parametrow ai, ..., ay zostaly znalezione za pomocg dopasowania metoda najmniejszych
kwadratow zaleznosci y; = f(z4,a4,. .., ax) do zbioru wartosci zmiennych losowych g;

o wariancjach o7 to:

ER(an, ... a)) =& (i (G: = f(x“&;’ - ’d’“))2> =N —k,

i=1 i
gdzie N jest liczba zmiennych losowych ;, a k liczba dopasowanych parametrow.
Jesli znamy jedynie wyniki pomiaréw ¢;, a nie znamy ich niepewnosci, ale mamy podstawy

zaklada¢, ze wszystkie te niepewnosci maja te sama wartosé (lub, ze ich wartosci sg bardzo do
siebie zblizone), to powyzsze twierdzenie pozwala oszacowaé te niepewnosc.

W przypadku wyznaczania wspétczynnika proporcjonalnodci, réwnosé wszystkich o; prowadzi
do uproszczenia wzoru na a do postaci:



Skorzystanie z przytoczonego powyzej twierdzenia pozwala oszacowaé¢ wspolng dla wszyskich
; wartos¢ o. Odpowiednig ocena wartosci o2 jest u? zdefiniowane jako:

MZ

(yz - CLJZZ)Q
2 =1

S S

Majac a i oceng o2 mozemy oszacowac niepewnosé a (podstawiamy u? w miejsce o?):

2 (?Qz - dxz’)Q
i=1

U
N N
ooy (N—1) ¥ 3
j i=1

Uwaga (dla dociekliwych): W naszych rozwazaniach ¢; sa zmiennymi losowymi, a z;
doktadnie znanymi wartosciami, mozna by wiec zaproponowac inng metode wyznaczania
wspolczynnika proporcjonalnosci a. Jesli zaleznosé y = az jest speiniona, to dla kazdej pary
x;, y; mozna obliczy¢ a; = 1;/x;, a wyniki usrednié. To dobry pomyst, trzeba jednak pamietac,
ze niepewnosé¢ tak obliczonego a; wynosi u(a;) = u(y;)/z; = w;/z; = 0;/z; i, nawet przy
jednakowych u(g;), oblicza¢ $rednia wazona.

Jak tatwo sprawdzi¢ wynik bedzie identyczny z wyprowadzonym powyzej:

/U
2/0

Q>
Il

IIMZ ||M

Obliczmy teraz u? , $redniej wazonej a;. Otrzymujemy:

1
> 22/o?
i=1

12nt <d>

Jest to dokladnie ten sam wzor jaki przed chwilag wyprowadzilismy dla niepewnosci a.

Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, zeby obliczy¢ takze odpowiednik u? ,:

X 2.2 AN A 2/:2 AN A 2/:2
, o Zs-apelfel  S-anl)el  S-anf)el
uext(a) == N - N == N —1 uznt(a>
(N — 1)j:1x§/ajz (N — 1)j§1 x3/o%

Nasz wynik: u? ,(a) = Au?,(a) ze wspoOlczynnikiem A, o ktorym, na mocy przytoczonego
powyzej twierdzenia, wiemy, ze £(A) = 1. Po podstawieniu niepewnosci u; wynikow pomiarow
§; w miejsce o; we wzorach na a oraz u?,(a) i u?,(a), otrzymamy warto$¢ wspolczynnika A
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dla naszych danych. Jesli ta wartos¢ bedzie znacznie wieksza od 1 (doktadnym okresleniem,
co w tym przypadku oznacza ,znacznie wieksza” zajmiemy sie podczas nastepnego wyktadu),
to bedzie znaczylo, ze nasze pomiary sg niezgodne z zalozeniem: y = ax i powinniSmy to
zatozenie porzuci¢. Tak postapitby matematyk, po uprzednim doprecyzowaniu kryterium ilos-
ciowego. Zycie fizyka nie jest jednak az tak proste, jak to sobie wyobrazaja matematycy.
Zdarzaja sie sytuacje, w ktorych powazne przestanki teoretyczne i wyniki doswiadczen podob-
nych do naszych nie pozwalajg nam odrzuci¢ hipotezy y = az, a znajomo$¢ wartosci parametru
a jest nam niezbedna. Rozsadnym wyjsciem jest wtedy zaakceptowanie obliczonej wartosci a
i przyjecie za niepewnosé¢ tego wyniku obliczonej wartosci e, (a). Taka decyzje mozna inter-
pretowaé jako uznanie, ze niedoceniliémy niepewnosci naszych pomiaréw. Przyjecie ey (a) za
niepewnos¢ a jest rownowazne przemnozeniu wszystkich niepewnosci u; przez ten sam czynnik
Taka filozofia jest w fizyce czesto stosowana od czasu publikacji: Raymond T. Birge, Physi-
cal Review 40, 207 (1932). Praca ta dotyczyta metod oceny wartosci podstawowych statych
fizycznych na podstawie dostepnych pomiaréw wykonywanych bardzo réznymi metodami wyko-
rzystujacymi rézne zjawiska, w ktorych opisie te state sie pojawiaja.

5 Wyznaczanie parametréw prostej: y = ax + b

Jako ostatni przyktad zastosowania metody najmniejszych kwadratow przeanalizujemy pokrotce
znajdowanie parametrow zaleznosci y = ax + b (parametrow prostej) gdy znane sa wyniki
pomiarow 1; +u; dla doktadnie znanych wartosci x; — pokrotce, bo catosé analizy jest analogiczna
do analizy przeprowadzonej w przypadku $redniej wazonej i wspotczynnika proporcjonalnosci.
Dysponujemy wynikami pomiaréw:

SL’I'—>QZ:|:U“Z:1,,N

Zakladamy, ze pomiary g; i §; sa niezalezne, gdy ¢ # j, a miedzy wielko$ciami y i x zachodzi
zwigzek y = ax + b. Wykorzystujemy metode najmniejszych kwadratow do znalezienia najlep-
szej oceny wartosci parametrow a i b, ich niepewnosci u, 1 up oraz wspotczynnika kowariancji

Cabl

2

i

e Traktujemy kazdy z wynikow pomiaréw ¢; jak zmienng losowa o wariancji o

e Poszukujemy minimum funkcji:

wzgledem a i b.

Warunki konieczne minimum R to znikanie obu pochodnych czastkowych:
OR OR
— =0, — =0.
oa

Warunki te prowadza do uktadu réwnan spetnianych przez poszukiwane oceny a i b:
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N 2 N N -
TP he= T Ui T
~ i 7 o )
Q) S+bY 5 = 25
i=1 i i=1 i i-1 Oi
N N N 4
~ o 7 1 Yi
GZQWLng = Zg-
=1 "1 =1 "1 i=1 "1
Rozwigzaniem tego ukladu sa:
2
5 N | N %2 N
-y Ly L (vn
i=1 % j=19; i=1 %1
1 N 1 N T N N A
A~ - 7y ek JJ
“@ =7 Zazzaz 202202
i=1 Y% j=1 Yj i=1 % j=1Yj

Otrzymane zmienne losowe a i b sg liniowymi funkcjami zmiennych losowych g;, co prowadzi
do nastepujacych ocen ich wariancji i kowariancji:

ﬁ
Il
—
S0 S

Q:M

I
gl~ g~

M=

IE
QS

i
9

Cyp = E(@—a)b—1)) = _ifjﬁ
ab - D Pt 0.22 :
W ostatnim wzorze a i b oznaczaja dokladne wartosci obu parametrow.
Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze wyznaczone wspotczynniki a i b nie s niezaleznymi zmiennymi
losowymi, bo na ogot C; # 0.

W §22 Slajdow do wyktadu podane sg wzory ,do obliczen”, gdzie w miejsce o; podstawiono s; —
w ogblnym przypadku niepewnodci y; wyznaczanych metoda B zamiast s; podstawiamy wu;.
Podane sg tam takze wzory do wyznaczania oceny tych samych wielkosci, gdy nie znamy
niepewnosci ¢;, ale mozemy przyjac, ze sa one dla wszystkich g; takie same i oceni¢ ich warto$¢
korzystajac z przytoczonego wyzej twierdzenia — metoda najmniejszych kwadratéw znalezione
zostaly dwa parametry a i b, a wiec mianownik oceny s2 (u2) rowny jest N — 2.

Rysunek 9 Slajdow do wyktadu ilustruje wpltyw wartosci u; na obliczone parametry a i b dla
tego samego zbioru wartosci ¢;. Na ostatnim z tych przykladéw — prawy dolny obrazek —
wyznaczona wartos¢ a = —0,09 £ 0,37 jest zgodna z zerem. Jezeli jednak, na tej podstawie,
chcemy przyjaé, ze y nie zalezy od x — a = 0, to za warto$¢ ¢ nie mozemy przyjaé obliczonej
jednoczesnie wartoéci b = 4,7 & 1,3. Po przyjeciu a = 0 za warto$¢ ¢ przyjmujemy Srednig
wazong wynikow g; — tzn. musimy wykona¢ nowe obliczenia.

§22 Slajdow do wyktadu koncza uwagi dotyczace sposobu podejmowania decyzji, ktéra zmienna,
x czy y, nalezy uznaé za znang doktadnie. Zwykle wartosci obu sg wynikami pomiaréw, a wiec
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tym samym sa znane z niepewnosciami. Kryterium jest proste i tatwe do zastosowania, jesli
wykona sie wykres danych. Wtedy przyblizonej oceny parametru a mozna dokonaé za pomoca
linijki — tj. wykreslajac przyblizony przebieg optymanej proste;j.

Wyznaczone parametry moga stuzy¢ do wyznaczenia ,poprawionych” wartosci y; w punktach
pomiarowych lub obliczaniu wartosci y w punktach z, dla ktérych nie wykonywano pomi-
arow. O ile wyznaczanie wartosci dla punktow z lezacych wewnatrz badanego obszaru jest
bardzo ,bezpieczne”, to nalezy bardzo ostroznie traktowaé¢ wyniki ekstrapolacji, czyli obliczen
dla x spoza obszaru, w ktorym wykonywano pomiary. Odpowiednie wartosci y otrzymujemy
po prostu podstawiajac wyznaczone wartosci a i b do wzoru y = ax + b. Ostatni punkt §22
Slajdow do wyktadu podaje takze sposob wyznaczania niepewnosci tak otrzymanego wyniku —
przytoczony tam wzor wynika z ,prawa propagacji niepewnosci” (omoéwionego w §18 Slajdéw
do wyktadu).

Uwagi:

e Analogicznie do powyzszych rozwazan mozna metoda najmniejszych kwadratéw znaj-
dowa¢ takze wspotczynniki zaleznosci wielomianowej y(z) = ap2® + ... + a12' + ag, gdy
znane s wyniki pomiarow x; — y;tu;;0 = 1,..., N > k+1. Oceny wartosci parametrow
a;;j =0,...,k otrzymuje si¢ jako rozwigzania uktadu &+ 1 réwnai liniowych uzyskanych
z przyrownania do zera pochodnych czastkowych wzgledem ay, . . ., a; funkeji:

N [~ k 2
—aprt ... —air; —a
R(ao,...,an)_—g (5: it 3 i o)
i=1

g;

Wyznaczone w ten sposob do, . . ., a sa liniowymi funkcjami zmiennych losowych (wynikow
pomiaréw) g;;i=1,...,N >k + 1.

e Wiele nieliniowych zwigzkow miedzy wielkoSciami fizycznymi, po transformacji zmiennych
mozna sprowadzi¢ do postaci ,,y = ax + b”, na przyktad:

N(t) = Noexp(—=At) — In(N) ==X\t + In(NVy)
Yy = Az — In(y) = Bln(x) 4 In(A)
1
pV=C — p= CV
—

l 47
T = 27r\/7 T° = —I.

g g
Transformacja ,prostujaca”’ zaleznos¢ pozwala zastosowa¢ wyprowadzone powyzej wzory
do oceny parametréw na podstawie wynikow pomiaréw. Nalezy przy tym pamietac

o wyznaczeniu niepewnosci nowych, przetransformowanych zmiennych niezaleznych (wynikow
pomiaréw). Dla przyktadu:

u(In(N)) = “(]]VV)
Lo V)
uy) = e



Zadania do Wykladu 6

Zadanie 1. Neutron jest niestabilng czastka elementarng, ktéra po pewnym czasie ulega roz-
padowi na proton, elektron i antyneutrino elektronowe. Wykonano 3 niezalezne doswiadczenia,
w ktorych mierzono czas zycia neutronu i otrzymano nastepujace wyniki: (883 4 30) s,

(888 + 3) s, (894 £ 5) s. Podaj najlepsza ocene czasu zycia neutronu i niepewnos$¢ tej oceny.

Zadanie 2. Podczas zaje¢ pracowni fizycznej trzej studenci A, B i C wyznaczali gesto$¢ trzech
probek metalu (kazdy z nich badat jedna probke) dostarczonych przez asystenta. O asystencie
wiadomo, ze dysponuje tylko dwoma typami probek i sa to probki zelaza i chromu. W tabelach
mozna znalezé, ze gesto$é zelaza wynosi 7,874 g/cm?, a chromu 7,140 g/cm?®. Studenci otrzy-
mali nastepujace rezultaty: pa = (7,095 + 0,150) g/cm?, pp = (8,006 &+ 0,150) g/cm?

i pc = (7,070 4 0,081) g/cm®. Poniewaz przynajmniej dwoch studentéw badalo ten sam metal,
znajdz najlepsza ocene gestosci tego metalu i jej niepewnos¢, wynikajace z pomiaréw wyko-
nanych przez studentow.

Zadanie 3. Roéwnanie stanu gazu doskonalego ma postac¢: pV = nRT, gdzie p oznacza
ci$nienie, V objetos¢, n liczbe moli gazu, T' temperature gazu w skali Kelvina, a R to uniwersalna
stata gazowa. Student badal zmiany objetosci V' dla n = 0,05 mola gazu od jego temperatury
T przy staltym ci$nieniu p = 1015 hPa. Po ustaleniu temperatury 7', pomiar objetosci V'
powtarzal wielokrotnie i obliczal warto§é¢ érednig V. Wyniki pomiaréw zebral w tabeli:

Temperatura 7'/K 293 | 298 | 303 | 308 | 313
Srednia objetos¢ V /litr | 1,196 | 1,207 | 1,243 | 1,274 | 1,293

Niepewnosci kolejnych wartogci V' byly bardzo zblizone i wynosity u, = 0,010 litra. Przyjmij,
ze liczba moli n i ciSnienie p gazu znane sa wystarczajaco doktadnie. Wyznacz ocene wartosci
stalej gazowej i niepewno$¢ tej oceny.

Zadanie 4. Studentka miala za zadanie wyznaczy¢ nieznany opér R pewnego opornika. Do
dyspozycji miata uktad elektryczny, w ktorym mogla zmienia¢ napiecie na oporniku oraz amper-
omierz, ktorym dla ustalonego napiecia U mierzyta natezenie I pradu ptynacego przez opornik.
Wartosé napiecia ustalana byta z bardzo duza doktadno$cia (przyjmij, ze niepewnosé¢ wartosci
U jest pomijalnie mata). Niepewnos$¢ pomiaru natezenia pradu byta niepomijalna i wynosita
u, zgodnie wartosciami podanymi w tabeli. Zalezno$¢ miedzy natezeniem [ i napieciem opisuje
wzor: U = RI. Otrzymane wyniki studentka zapisata w tabeli:

Numer pomiaru | 1 2 3 4 5
I [mA] 0,48 | 1,24 | 2,14 | 2,35 | 2,91
U [mV] 1,12 1 2,31 | 4,15 | 4,95 | 5,81
u [mA] 0,05 | 0,10 | 0,10 | 0,15 | 0,20

Wyznacz ocene wartosci oporu IR oraz niepewnos¢ tej oceny.

Zadanie 5. Student badal przemiane izochoryczna pewnego gazu. Podgrzewal pewna ilosé
tego gazu w zamknietym naczyniu i mierzyt ci$nienie p i temperature ¢t w skali Celsjusza.
Uzyskat wyniki podane w tabeli. Zaktadajac, ze w warunkach doswiadczenia gaz zachowuje sie
jak gaz doskonaly, tzn. spelnia rownanie:
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gdzie p jest jego ci$nieniem, V' objetoscia, a T temperatura w skali bezwzglednej, wyznacz
ocene temperatury zera bezwzglednego w skali Celsjusza i niepewnosé¢ tej oceny. Zastosuj
metode najmniejszych kwadratéw. Przyjmij, ze temperatura byla mierzona z niepewnoscia
u = 2°C, a ci$nienie bylo mierzone dostatecznie dokltadnie.

Ciénienie p (atmosfery) [ 1,0 | 1.4 | 1,6 | 2,0
Temperatura t (°C) 36 | 158 | 223 | 350

Zadanie 6. Studentka przeprowadzita pomiar ciepta parowania wody ¢, zdefiniowanego zwigzkiem
@ = cm, gdzie @ jest iloscig energii, jaka nalezy dostarczy¢ masie m wody, zeby zamieni¢ ja

w pare. Ustawita na wadze otwarty termos z pewna iloscia wody i zanurzong w wodzie grzatka

o mocy P = 600 W. Po wlaczeniu grzatki, odczekala az woda zacznie wrzeé i rozpoczela
pomiary masy m ukladu rejestrujac wskazania wagi w rownych odstepach czasu. Wyniki
zestawita wtabeli:

Czas t (minuty) 0 5 | 10 | 15 | 20
Wskazania wagi m (gramy) | 1000 | 910 | 800 | 770 | 720

Przyjmij, ze czas mierzony byl wystarczajaco doktadnie, takze moc grzalki znana jest wystar-
czajaco doktadnie i pozostawata stata podczas catego pomiaru. Wyznacz ciepto parowania
wody c i niepewno$¢ uzyskanej oceny.
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