Fizyka z Matematyka 11

Catka wielokrotna, dynamika i statyka bryly sztywnej

Zadanie 1. ZnalezZ¢ objetos¢ stozka kotowego o wysokosci H i promieniu podstawy R.

Rozwigzanie: wybieramy os z tak, aby zawierata wysokos¢ stozka i punkt z = 0 pokrywat si¢
z wierzchotkiem kata rozwarcia stozka. Podstawa stozka przecina o$ z w punkcie z = H.

Dzielimy stozek na cienkie plasterki o grubosci dz i objeto$ci dV' = 7r?(2) dz. Poniewaz promier

plasterka r(z) = R %, element objetosci

Objetos¢ stozka

o H 2
1 1
y = /szz:M<H3—O) — - nR2H.
/ 3

Zadanie to mozemy tez rozwiagza¢ bez uproszczen, obliczajac objetos¢ stozka w uktadzie wal-

cowym
V= ///rdrdapdz.
1%

Wybierajac uktad wspétrzednych tak, ze os stozka pokrywa sie z osia z i wierzchotek stozka
lezy w srodku uktadu wspotrzednych, granice obszaru stozka sg nastepujace

z €0, H]
r € [0, Rz/H]
¢ € [0,27]
Zatem
or  H Rz/H h H
1 Rz/H 2 21 1
V:O/dgoo/dzo/rdr:27ro/{2r2o dz:7;1}20/22dz:7;IR23H3:37TR2H.

Zadanie 2. Znalez¢ objetos¢ jednorodnego, scigtego stozka kotowego o wysokosci H, promieniu
dolnej podstawy R i promieniu gornej podstawy R/2.

Rozwigzanie: wybieramy o$ z tak, aby zawierata wysokos¢ stozka i punkt z = 0 pokrywat
sie z wierzchotkiem kata rozwarcia stozka. Gérna i dolna podstawa stozka przecinaja o$ z w
punktach z; = H i 2o = 2H.

Dzielimy stozek na cienkie plasterki o grubogci dz. Objeto$é plasterka dV = 7wr?dz, gdzie

z
Vi jest promieniem plasterka. Objetos¢ Scietego stozka
2H

7 R? 9 17R? TrR*H
= dz = ——— (8H® — H?) =
v 4H2!Z SEYYZE (8 ) 12




Objetos¢ ta jest réwna roznicy objetosci pelnego stozka i obcietego fragmentu.

1 1 /R\®
V= ~nR2H — -1 () "
3 3 \2
Zadanie to mozemy tez rozwigzac¢ obliczajac wprost objeto$é¢ obszaru stozka w uktadzie walco-
wym Obliczmy objetos¢ catego stozka o promieniu podstawy R i wysokosci h = 2H. Wybierajac
uktad wspétrzednych tak, ze o$ stozka pokrywa sie z osig z i wierzchotek stozka lezy w srodku
uktadu wspotrzednych, granice obszaru stozka sa nastepujace

z € [0,h]
€ [0, R7]
T y h
¢ € [0, 27]
Zatem
2r h  Rz/h h h
1 Rz/h 2 21 1
V:O/dgoo/dz 0/7“(17”2271'0/{27'20 dz:ﬁo/fdzzﬁgh?’zgwm.

Dla scigtego stozka

1, 1 [/R\? o, 1 TnR*H
V= gmhzi 3”(2) H=gmh (2 4) 12

Zadanie 3. Znalez¢ polozenie srodka masy jednorodnego trojkata réwnoramiennego o wyso-
kosci h i dhugosci krawedzi podstawy 2a.

Rozwigzanie: poniewaz trojkat jest jednorodny, wektor potozenia $rodka masy

Rzﬂbé/rdm:;é/rds,

gdzie M i S sg odpowiednio masa i polem powierzchni trojkata. Zauwazamy, ze srodek masy
bedzie lezal na prostej zawierajacej wysokosé trojkata. Wybieramy os x tak, aby pokrywala sie
z ta prosta i dzielimy tréjkat na cienkie paski o szerokosci dx i wysokosci o Pole powierzchni
wycinka

2ax

Xz X

gdzie S = ah jest polem powierzchni trojkata. Wprowadzajac nowa zmienna u = x/h, wspot-
rzedna X potozenia srodka masy

Zadanie mozna takze rozwigza¢ bez uproszczen wynikajacych z dostrzezonej symetrii. Wektor

potozenia $rodka masy
1
— d
M // ram
S

1 .
s i /ydm
s



Wybierajac uktad wspotrzednych tak, ze wierzchotek trojkata lezy w srodku uktadu wspotrzed-
nych i o$ x pokrywa sie z osig symetrii trojkata rownoramiennego, granice obszaru trojkata sa
nastepujace

z €0, h]
E[_% %]
YR
M M
Element masy dm:§dS:§dxdy. Stad
ha,x/h h (m:/h h h
1 2ax 2a 2a 1 2
dzd —f/ d /d :f/ My = 2 [2de = 2 23 = 2,
S//xmysx VST Y T Rs )T T T s 3t T
0 —azx/h 0 —ax/h 0 0

poniewaz pole rozwazanego trojkata S = ah.
Podobnie obliczamy druga sktadowa wektora srodka masy

h az/h h ax/h

S//ydxdy—;/dx /ydyzO.

—ax/h 0 —ax/h

Skorzystalismy tu z faktu, ze catka z funkcji nieparzystej po symetrycznym odcinku jest réwna
Zero.

Ostatecznie, wektor potozenia srodka masy

2
—h
3

0

R:

Zadanie 4. Jaka site nalezy przylozy¢ do punktu na réwniku Ziemi, aby zahamowac jej obrot
w czasie At = 100 lat (1 rok = 365.25 déb gwiazdowych)? Przyjaé, ze Ziemia jest kula o masie
m = 6 - 10** kg i promieniu r ~ 6400 km.

Rozwigzanie: Moment pedu Ziemi wynosi

2
L = —mr?
5mrw,

gdzie w = 27/(24 - 3600) 1/s jest predkoscia katowa Ziemi. Aby zatrzymaé Ziemie w czasie At
nalezy dziala¢ momentem sity spetniajagcym réwnosé

L = MAt = FrAt.

Stad sita
_ 2mrw
VAN
Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy
27 -6-6.4-10%

~ 3.5-10"N.

2
F==.
5 24%.3.6%-365.25- 108



Zadanie 5. Znalez¢ przyspieszenie katowe i liniowe jednorodnego walca i cienkiej rury o masie
m 1 promieniu r podczas staczania si¢ bez poslizgu z réwni pochytej o kacie nachylenia o w
stalym polu grawitacyjnym o natezeniu g. Jaki warunek musi spetnia¢ kat nachylenie réwni,
aby ruch odbywat si¢ bez poslizgu, jezeli wspotczynnik tarcia statycznego wynosi p?

Rozwigzanie:

Roéwnanie ruchu postepowego srodka masy
ma =F.

Ruch odbywa sie bez poslizgu, zatem na ciato dziata sita tarcia i wypadkowa sita dziatajaca
wzdtuz réwni
F=mgsina—T,

gdzie T jest wartoscia sity tarcia. Rownanie ruchu postepowego w postaci skalarnej

ma =mgsina —T.

Roéwnanie ruchu obrotowego wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy
Ie=M,

gdzie I jest momentem bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy. Wypad-
kowy moment sity wzgledem tej osi
M =7rT

i réwnanie ruchu obrotowego w postaci skalarnej

Ie =7rT.

Poniewaz ruch odbywa sie bez poslizgu, przyspieszenie katowe i przyspieszenie liniowe tgczy
zaleznos¢
a = re.

Stad uktad réwnan

ma =mgsina — T

Ta =7r°T
czyli przyspieszenie liniowe
mr?gsin o
4= —".

I+ mr?

Przyspieszenie katowe
_ mrgsina

I +mr?’

Poniewaz walec i cienka rura o tej samej masie i promieniu majg rézne momenty bezwtadnosci,
przyspieszenia obu cial beda rézne. Moment bezwtadnosci rury wzgledem osi rury

I, = mr?



Moment bezwtadnosci walca wzgledem osi walca

T T

2mr’ dr’ 2m 1

I, :/7“'2dm:/7“’2 M= 3 dr’ = —mr.
mr r 2

v 0 —

dm

1 2
Stad przyspieszenia liniowe rury i walca wynosza odpowiednio a, = 3 gsina, a, = 3 gsin«
(ay > ay).
Aby ruch odbywal sie bez poslizgu,
T < pmg cos a.

Sita tarcia

T (gsi ) , ) mr? _ I
=m(gsino —a) = mgsina — | =mgsina———.
g g I+ mr? g I+ mr?
7, warunku s
mg sin o < umg cos «
g Trmr2 S pnmg
otrzymujemy

mT‘Q

Dla rury kat graniczny spelnia warunek
tg o, = 2p.

Dla walca
tg oy = 3.

Problem staczania si¢ z réwni pochylej bez poslizgu ciala o symetrii cylindrycznej (kula, walec,
rura) mozna takze rozpatrywaé¢ w uktadzie zwiazanym z chwilowa osia obrotu

W uktadzie tym rownanie ruchu obrotowego
I'e=M=r x (mg),

gdzie I' = I + mr? jest momentem bezwtadnosci ciata wzgledem chwilowej osi obrotu. Wektor
momentu pedu jest rownolegly do osi obrotu i skierowany zgodnie z wektorem predkosci katowe;j
i przyspieszenia katowego. Wspotrzedne wektorow spelniaja réownos$é (réwnanie ruchu w postaci
skalarnej)
I'e = mgrsin(r — a) = mgrsina

Stad przyspieszenie katowe
mgr sin o

r
Poniewaz ruch odbywa si¢ bez poslizgu, przyspieszenie liniowe $srodka masy

E =

mr?gsina mr?gsina
a=re= = .
I I+ mr?




Zadanie 6. Znalez¢ moment bezwtadnosci cienkiej prostokatnej ptyty o bokach a i b wzgledem
osi zawierajacych oba réwnolegte boki o dtugosci b, jezeli powierzchniowa gestosé masy plyty

x
zmienia si¢ wzdtuz boku a w sposéb okreslony zaleznoscia o(z) = oy <> (n >0, gp > 0),
a

gdzie x jest odlegloscia od krawedzi plyty. Jaki jest moment bezwladnosci ptyty wzgledem osi
przechodzacej przez srodek masy i réwnolegtej do rozwazanych osi?

Rozwigzanie: Masa ptyty wynosi

m:/00< ) bdx——/ do "Ob“
0

Moment bezwtadnosci wzgledem osi zawierajacej lewy bok o dtugosci b

’ b | ba’ 1
I1=/x2dm:/x200 (:c) bdx—&/x”“dxzao @ _nt a?.
am” n+3 n+3
5 0 —- 0

dm

Moment bezwtadnosci wzgledem réwnoleglej osi zawierajacej drugi bok o dtugosci b

b a
&/(x””—Qa " a?2™) da
an

12:/(a—a:)Qdm:/(x2—2a:c—|—a2)ao <I> bdx =
a
S 0

N ( 1 2 1 ) 200ba’® 2ma? 21,
= ogba — + = = = .
n+3 n+2 n+1l m+1)(n+2)(n+3) n+2)(n+3) (n+1)(n+2)
Korzystajac z twierdzenia Steinera
[1 = IO + mxg
Iy = Ip +m(a — ),
gdzie I jest momentem bezwtadnosci ptyty wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek masy,

xo jest wspolrzedng srodka masy ptyty. Powyzszy uktad réwnan rozwigzujemy ze wzgledu na
Iy i xg. Najprosciej odjac¢ od siebie réwnania stronami, co szybko prowadzi do

n+1
a
n+ 2

To =

(poniewaz gesto$¢ masy zalezy jedynie od x, wigc wspotrzedna y srodka masy ma postaé yy =
b/2). Z pierwszego lub drugiego réwnania wyznaczamy nastepnie
ooba’ n+1 9

b= 22~ o™

Dla n = 0 (jednorodna plyta o gestosci powierzchniowej masy og) masa plyty m = ogab i
srodek masy xy = a/2. Momenty bezwtadnosci

ooba®> 1

L =1,= = —ma”.
1 2 3 3
Moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy
1
Iy = — ma®.
12



Zadanie 7. Znalez¢ moment bezwtadnosci jednorodnej cienkiej ptyty o masie m i ksztatcie
trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b wzgledem osi lezacych w ptaszczyznie tréjkata,
prostopadtych do odcinka a i przechodzacych przez jego konce.

Rozwigzanie: Problem sprowadza si¢ do problemu rozwazanego w poprzednim zadaniu. Masa
wycinka o szerokosci dm wzdtuz krawedzi a

x
dm = ogb— dx = opkx dx,
a
gdzie x jest odlegloscig od wierzchotka tréjkata przy kacie ostrym, odpowiada masie dm z
poprzedniego zadania dla n = 1. Stad moment bezwladnosci

ogba® lab , 1
= - —0pa" = -ma".
4 2 2 2

Il|n:1 -

Przy obrocie wokot osi zawierajacej przyprostokatng

200ba®>  lab , 1
= - —opa’ = —ma’.
2-3-4 6 2 6

]2|n:1 =

Zauwazmy, ze suma obu momentéw momentéw bezwtadnosci rowna jest momentowi bezwtad-
nosci ptyty o masie 2m wzgledem osi przechodzacej przez bok b

1
]:]1+12:§2ma2.

Zadanie 8. Jaka prace nalezy wykonac¢, aby kwadratowej cienkiej ptycie o boku a i masie m
nadaé predkos$é¢ katowa w wzgledem osi przechodzacej przez $rodek ptyty i prostopadtej do jej
powierzchni?

Rozwigzanie: szukana praca réwna jest energii kinetycznej obracajacej sie ptyty

I()u)2
W=
2 )

gdzie Iy = ama® jest momentem bezwladnosci plyty wzgledem osi obrotu (« jest pewna stala).

Moment bezwladnosci Iy = 413, gdzie I; jest momentem bezwtadnosci ptyty o masie m/4 i
boku a/2 wzgledem osi przechodzacej przez wierzchotek mniejszego kwadratu.

Korzystajac z twierdzenia Steinera
Iy = 4(I) + md®/4),

gdzie I} = a(m/4)(a/2)? = Iy/16 jest momentem bezwtadnogci mniejszego kwadratu wzgle-
dem osi przechodzacej przez $rodek masy, za$ d = av/2/4 odlegloécia $rodka masy mniejszego
kwadratu od osi obrotu.

Moment bezwladnosci

I 2\ T 2
10:4< 0+ma>:°+ma,



czyli

1
Iy = G ma.
Szukana praca
ma’w?
W =
12

Istnieje inny sposdb rozwigzania zadania. Moment bezwtadnosci figury ptaskiej wzgledem osi
prostopadtej do plaszczyzny figury jest sumg momentéw bezwladnosci wzgledem dwdch osi
prostopadtych do osi obrotu. Dla kwadratowej ptyty, wybierajac symetralne bokéw jako osie x
iy oraz o$ z jako o$ obrotu, szukany moment bezwtadnosci

L=1+1I,=2I,

1
gdzie I, = 5 ma?. Stad

Zadanie 9. Znalez¢ moment bezwladnosci cienkiego kotowego krazka o masie m i promieniu r
wzgledem osi symetrii lezacej w ptaszczyznie krazka.

Rozwigzanie: wybierajac uktad wspotrzednych tak, ze poczatek uktadu znajduje sie w srodku
krazka, os z jest prostopadia do powierzchni krazka i o$ x pokrywa sie z osig obrotu, szukany
moment bezwtadnosci

(I = I, + I, = 21,). Stad

Zadanie 10. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej z obrotu wokot osi x obszaru pod krzywa
y = 22, dla x € [0,1]. Obliczy¢ pole powierzchni tej bryly. Znalez¢é jej érodek masy i moment
bezwtadnosci przy obrocie wokot osi symetrii.

Rozwigzanie: Objetos¢ bryly powstatej z obrotu wokét osi x obszaru pod krzywa
K: y=f(x), dazc€]|a,lb]

Wynosi
b
V = 7T/f<£L'>2d£L’.

Pole powierzchni ("bocznej”) tej bryty réwne jest

b

P = QW/[f(ZE)] 1+ f'(z)?dx.

a

Z symetrii wynika, ze jej srodek masy znajduje sie na osi OX, tzn. R = (0,0, z¢). Poniewaz
dV = 7 f(z)*dz, wiec

T b 9
T = M/a pxf(x)“dz.



By wyznaczy¢ moment bezwtadnosci I bryly obrotowej zauwazmy, ze wktad do I wnoszg infi-
tezymalnie cienkie "krazki” o momentach bezwtadnosci

2 2
dl = %dm = %pﬁyzd:p = gpf(x)4dx.

Stad moment bezwtadnosci I wynosi

7

I:/dI: 2/;pf(:c)‘ld:z:.

Zadanie rozwiagzemy korzystajac z powyzszych wzoréw i przyjmujac, ze p = const.
Dla f(z) = 2? otrzymujemy
o
5 )
natomiast pole powierzchni

1
P = 27r/ 22V1 + 422dx
0

wymaga obliczenia caltki z funkcji niewymiernej. Podstawiajac nowa zmienng ¢ taka, ze z =
tsinht = (¢! — e7") /4 otrzymujemy

to
pP=- / sinh? ¢ cosh? tdt,
0

gdzie sinh ty = 2. Kontynuujac,

T [t T [to 7 (sinh(4t)
P:—/ h?(2 :—/ h(4t) — 1 :(—>
T (2t)dt 5 (COS (4t) )dt 3 1 t

™ . ™ .
=33 ( cosh(2ty) sinh ¢y cosh ty — to) =33 (18\/5 — arsinh 2).

to

0

Podobnie wyznaczamy

5)
To = =, I:iMa
6 18

gdzie M jest masa bryty.

Zadanie 11. Obliczy¢ objeto$¢ i pole powierzchni kuli o promieniu r. Znalezé moment bez-
wladnosci kuli przy obrocie wzgledem jej osi symetrii. Wykorzysta¢ fakt, ze kula jest bryta
obrotowej. Masa kuli wynosi m.

Rozwiazanie: Kula powstaje przez obrot krzywej y = f(z) = v/r? — 22 wokot osi OX. Korzy-
stajac ze wzorow z poprzedniego zadania otrzymujemy
4 2
V= _mr®, P = 4mr?, I = gmrz.

' (1
Zadanie 12. Wycinek kola o promieniu R i mierze kata $rodkowego o = /3, moze obracaé
sie wokot osi przechodzacej przez wierzchotek kata i prostopadtej do powierzni wycinka. Po-
wierzchniowa gesto$¢ masy wycinka o(r, ) = ar, gdzie a > 0. Jaka predkosé katowa uzyska
ten wycinek w potozeniu réwnowagi, jesli zostal on wychylony z tego potozenia o kat ¢y = 7/3
i puszczony. Natezenie pola grawitacyjnego wynosi g.



Rozwigzanie: z zasady zachowania energii

T 2
MgAh = %

gdzie M jest masg wycinka, I jego momentem bezwladnosci wzgledem osi obrotu.

Zmiana wysokosci potozenia srodka masy
Ah = h(1 — cos )

gdzie h jest odlegltoscia srodka masy od osi obrotu. Z symetrii wnioskujemy, ze srodek masy
lezy na dwusiecznej kata. Wybierajac poczatek uktadu wspotrzednych w wierzchotku kata i
kierujac o$ x tak, aby pokrywala sie z dwusieczng kata, odlegtosé srodka masy od osi obrotu

a/2
M/xdm— M/rcosgp ar rdcpdr—M /cosgpdgp/r dr—MQSm(a/Q)
ds —a/2
asin(a/2) _,
=—R
2M

Moment bezwtadnosci wycinka wzgledem osi przechodzacej przez jego wierzchotek

R R 1
I = /erm = /7"2 ar radr = aa /r4dr = —aaR’®
—~ —— 5
S 0 o dS 0

Podstawiajac znalezione wielkosci do réwnania wyrazajacego zasade zachowania energii, otrzy-
mujemny
asin(a/2)

1
Wi R*(1 — cos ¢g) = —aaR’w?,

M
g 10

czyli
gsin(a/2)(1 — cos pg) = %sz

1 ostatecznie

B \/5gsin(a/2)(1 —cospy) 15 g
B aR i R

Zadanie 13. Jednorodna kula stacza sie bez poslizgu po skoczni o wysokosci h. Znalezé row-
nanie toru srodka kuli po opuszczeniu skoczni, jezeli poczatkowa predkosé kuli byta réwna zero
i w koncowym odcinku skocznia jest pozioma. Natezenie pola grawitacyjnego wynosi g.

Rozwigzanie: poniewaz w koncowym odcinku skocznia jest pozioma, predko$é¢ ruchu poste-
powego kuli w chwili oderwania sie od skoczni ma jedynie sktadowa pozioma v (rzut poziomy).
Wybierajac poczatek uktadu wspotrzednych w §rodku kuli w chwili opuszczania skoczni i kie-
rujac o$ y do gory, potozenie srodka kuli po opuszczeniu skoczni

{x(t) — vt

y(t) = —gt*/2
czyli
_ gx

10



Poczatkowa predkosé znajdziemy z zasady zachowania energii

mv?  Iw?  mw mu Tmo

h: pr— pr—
mg 5 T3 5 5 10

gdzie skorzystaliSmy ze znajomosci momentu bezwltadnosci I = %mR2 kuli wzgledem osi prze-
chodzacej przez jej srodek i warunku ruchu bez poglizgu, w = v/R. Stad

g 7
v2  10h
1 ostatecznie rownanie toru
(z) Tx?
T) = ——.
Y 20h

Zadanie 14. W jakiej odlegltosci od korica jednorodnego preta o masie m nalezy umiesci¢ mase
punktowa m tak, aby ukltad pozostawal w réwnowadze podparty w 1/3 dlugosci?

Rozwiazanie: Umies¢my pret na osi OX tak by jego konce lezalty w punktach x = 0 oraz
x = [. Na pret dziataja trzy sity:

e sila grawitacji F; = —mge,, pochodzaca od samego preta, zaczepiona w potowie dtugosci
preta, czyli w punkcie x = 1/2,

e sita grawitacji Fy, = —mge, pochodzaca od masy m, zaczepiona w punkcie z = x(, ktory
musimy wyznaczyc¢,

e sita reakcji N = Ne,, N > 0 zaczepiona w punkcie podparcia preta, czyli w punkcie
r=1/3.

Pret bedzie w rownowadze jesli suma sit oraz suma momentéw sit dziatajacych na pret beda

znikaé¢, tzn.
3

Fi+F,+N=0, Y M;=0, (2)
=1

gdzie M; sg momentami sit Fy, Fo i N.
Metoda I: Wyznaczmy momenty sit wzgledem srodka O uktadu wspotrzednych. Wowcezas

[ l
M, =r; xF; = € X (—mge,) = —%ez
M, =r; x Fy = z9e, x (—mge,) = —mxgge,
[ IN
M3 =13 x N = -e, x Ne, = —e,,
3 3
gdzie uzyliSmy e, x e, = e,. Rownania (2) redukuja sie do nastepujacych dwoch réwnan
skalarnych
ml IN
—mg —mg + N = 0, —Tg—mxgg—i-?zo,
ktorych rozwigzaniem jest
[
N = 2myg, Ty = 6

11



Metoda II: Warto inaczej wybra¢ punkt, wzgledem ktorego wyznaczamy momenty sit. Zauwaz-
my, ze jesli wybierzemy punkt O' = (1/3,0,0) to moment sity N znika, gdyz r; = 0. Zatem
niezerowe sg jedynie dwa momenty sit:

co prowadzi do rozwigzania o = (/6. Zauwazmy, ze w tej metodzie nie ma potrzeby wyznaczania
sily reakcji IN.

Zadanie 15. Pokazacé, ze jezeli wypadkowa sita dzialajaca na ciato i wypadkowy moment sity
wzgledem pewnego punktu sg rowne zero, to wypadkowy moment sity wzgledem kazdego innego
punktu jest takze rowny zero.

Rozwiazanie: Zal6ézmy, ze suma sit dziatajacych na ciato znika, tzn.
F=Y>F =0 (3)

oraz suma momentow sit (wzgledem dowolnego punktu O) dziatajacych na ciato takze wynosi
zero, tzn.

Wektory r; sa poprowadzone od punktu O do punktu, w ktéorym zaczepione sg sity F;. Przyj-
mijmy teraz, ze momenty sit wyznaczamy wzgledem innego punktu O’ takiego, ze

/
r,=r; + R,

gdzie R jest stalym wektorem taczacym punkty O' i O. Wowczas catkowita sita dziatajaca na
ciato jest wciaz réwna zero, ale poszczegélne momenty sit M, = r; x F; sa rézne od M;. Mimo
to catkowity moment pedu wzgledem punktu O’ jest wcigz réwny zeru, co pokazuje nastepujacy
rachunek:

MI:ZM;:ZI‘;XF'L:Z(R‘FI})XFzzRXZFl‘i‘ZI’ZXFlIO,

gdzie uzylisSmy (3) i (4).

Zadanie 16. Jednorodny pret o masie m i dtugosci [ zawieszono na dwdch réwnolegtych niciach
o jednakowych dtugosciach. W odlegtosci (/4 od jednego z koncoéw preta umieszczono mase
punktowsg m. Znalez¢ sity naciggu nici. Natezenie pola grawitacyjnego wynosi g.

Rozwigzanie: Przyjmijmy, ze pret lezy na osi OX miedzy punktami z = 01 x = [. Na pret
dziataja cztery sity:

e sita grawitacji F; = —mge, zaczepiona w $rodku preta,
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e sita grawitacji Fy = —mge, pochodzaca od masy m, zaczepiona w punkcie x = [/4,

e sila reakcji Ny = Nye,, N; > 0 (od pierwszej nici) zaczepiona w w srodku uktadu wspoét-
rzednych,

e sila reakcji Ny = Noey, Ny > 0 (od drugiej nici) zaczepiona w punkcie x = .
Pret jest w rownowadze, wiec suma sit F; + Fo 4+ N; 4+ Ny = 0, co prowadzi do réwnania

Niezerowe momenty sit wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych wynosza

l

M, =r xF, = € x (—mge,) = —%ez
[ l

M; =ry, x Fy = 16 X (—mge,) = —%ez

M3 =Tr3 X N2 = lex X Ngey = ZNQGZ

(moment sity N; znika, gdyz sita N; zaczepiona jest w srodku uktadu wspotrzednych, wzgledem
ktérego obliczamy momenty). Z réwnania My + My + M3 = 0 dostajemy wartosé sity naciagu
drugiej nici

3
N2 = ng,
a korzystajac z (5) wyznaczamy wartosé sity naciagu pierwszej nici:
D
Ny = ng.

Zadanie 17. Jednorodng drabine o masie m oparto o Sciane pod katem « do poziomu. Wspot-
czynnik tarcia drabiny o podtoge wynosi p, zas Sciana jest gtadka. Znalez¢ minimalng wartoscé
kata «, przy ktorym drabina nie zeslizgnie si¢. Natezenie pola grawitacyjnego wynosi g.

Rozwigzanie: Umiesémy drabine w uktadzie wspotrzednych tak by jej konce lezaty w punktach

o wspétrzednych A = (Icos,0) oraz B = (0,lsin«). Na drabine dzialajg cztery sity:

o sita grawitacji F = —mge, zaczepiona w $rodku preta, czyli w punkcie C' =
%(cosoz,sinoz),

e sita reakcji N; = Nye,, Ny > 0, zaczepiona w punkcie B,

e sila reakcji Ny = Nye,, Ny > 0, zaczepiona w punkcie A,

e sita tarcia T = —Te,, T > 0, zaczepiona w punkcie A.

By drabina byla w réwnowadze suma sit dziatajacych na nig musi znikaé, tzn.
F+N1+N2+T:0,

czyli
N =T, Ny=my. (6)
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Wyznaczmy momenty sit wzgledem punktu A. Momenty sit Ny oraz T sg réwne zeru, gdyz sity
te sg zaczepione w punkcie A. Momenty pozostalych sit majg postaé

M; =r; x Ny = (—lcosae, + [sinae,) X Nie, = —[N;sinae,
My, =ry, xF = ;( —lcosae, + Isinae,) X (—mge,) = ln;gcos oe,.
Z rownania My + My = 0 otrzymujemy
Ny = % cot a.

Drabina nie zeslizgnie si¢ o ile

Wykorzystujac (6) otrzymujemy warunek

cot a < 2.

14



