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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Mateusza Czai
"Multiloop Corrections to Semileptonic Decays of the B Meson"

Na prace doktorska magistra Mateusza Czai liczaca 164 stron sktadaja sie wprowa-
dzenie, trzy gléwne rozdziaty, konkluzje i spis literatury do 235 prac naukowych.
Rozprawe doktorska przygotowano na podstawie pracy opublikowanej w Journal of
High Energy Physics w 2025 roku i czesciowo publikacji w Symmetry z 2024 roku
oraz European Physical Journal C z 2023 roku.

Rozprawa poswiecona jest obliczeniu inkluzywnego, semileptonowego rozpadu
mezonu B i wyznaczeniu poprawki drugiego rzedu (NNLO) wzgledem silnej stalej
sprzezenia o, do szerokosci potéwkowych rozpadéw z pojedynczym kwarkiem powabu
¢, b — Xyl (gdzie X, to pojedynczy kwark ¢ z mozliwymi bezmasowymi dze-
tami) oraz trzema kwarkami c¢: b — ccély,. Szerokosci te sa wyznaczone w funkcji
niezmienniczej masy pary leptonéw tych rozpadéw oraz tzw. momentéw widm.
Rachunki wykonano przy pomocy metody rozwiniecia amplitud w wiodacym rzedzie
masy kwarku b.

Rozpatrywane procesy sa wykorzystywane do testéw Modelu Standardowego
(SM), w szczegolnosci macierzy mieszania kwarkow CKM i elementu V,;, oraz wartosci
masy kwarkow pieknego (ang. bottom b), powabnego (ang. charm c¢) oraz nieper-
turbacyjnych parametréow uzywanych w teorii rozpadéw mezonu B.

We wprowadzeniu opisano gtowne cechy SM, zwrocono uwage na fakt, ze przyszle
eksperymenty (Belle 11, LHCb, HL-LHC) w nastepnych dwoch dekadach zwiek-
sza kilkukrotnie doktadno$é¢ eksperymentéw w fabrykach zapachu, motywujac pre-
cyzyjniejsze obliczenia teoretyczne odpowiednich obserwabli. Wyjasniono w jaki
sposob stosuje sie rozwiniecie w masie ciezkich kwarkow (HQE) do wyznaczenia
mieszania V., dokonuje sie reparametryzacji niezmienniczej cztonéw niezaleznych
od predkosci i redukucji liczby cztonéow w rozwinieciu HQE, przzedstawiono historie
odpowiednich obliczen w fizyce kwarkow b.

Rozdzial pierwszy opisuje poprawki perturbacyjne w teorii pola wraz z redukcja
LSZ, zapis amplitud i szerokosci potéwkowych rozpadu poprzez nieredukowalne



wktady 1PI, wprowadzenie do problemu rozbieznosci w kwantowej teorii pola, regu-
laryzacji catek Feynmana i wprowadzenie kontrcztonéw. Przedyskutowano problem
algebry Diraca i cztonéw zawierajacych macierze v w analizie wymiarowej oraz al-
gebre grupy SU(3) dla oddziatywan silnych koloru. W tym rozdziale pokazano dwa
przyktadowe obliczenia dla diagramu dwupetlowego z propagatorem fotonowym i
gluonowym (amplituda oraz obliczenie §ladéw z macierzy, ktore sprowadzono do 28
calek skalarnych).

Rozdziat drugi przedstawia gtéwny problem w obliczeniach catek wielopetlowych
przy pomocy réwnan rézniczkowych, ktore sa zastosowane w rozprawie doktorskiej,
czyli metody catkowania przez czesci (IBP), w ktorej wyznacza sie wszystkie potrzebne
catki tensorowe Feynmana danego rzedu poprzez skonczona liczbe catek MIs oraz
sposob ich obliczenia. W trzecim przyktadzie obliczeri dla tego samego diagramu co
w rozdziale drugim wyznaczono 13 catek MIs. To jak i pozostate obliczenia IBP w
pracy wykonano przy pomocy publicznie dostepnego programu Kira. Majac zbior
calek MIs do obliczenia, oméwiono bardzo starannie problem kontrukcji rownan
rézniczkowych w postaci kanonicznej, w ktorej zaleznos¢ od wymiarowego regula-
tora nieskoniczonosci € jest sfaktoryzowana, co prowadzi do uproszczonej struktury
rozwigzan catek MIs w postaci uogolnionych polylogarytméw (GPL). Odpowiednie
rOwnania rézniczkowe dla dyskutowanego przyktadu dwupetlowego uzyskano przy
uzyciu programu Libra i procedury prowadzacej do kanonicznej postaci réwnan opra-
cowanej przez R.N. Lee. W ten sposob koricowy wynik dla procesu b — X .0y
wyznaczono w postaci analitycznej przy pomocy funkcji GPL.

Szczegolnie w przypadku wieloparametrowych calek (wiele mas) nie zawsze mozna
uzyskaé analityczne rozwigzania, dlatego obecnie popularno$é zyskata bardzo ciekawa
metoda numerycznych obliczen catek wielopetlowych opracowana przez Liu, Ma i
Wanga. W rozprawie oméwiono te metode nazwana przez autoréw metoda ptywu
masy niezmienniczej oraz odpowiednie publicznie dostepne oprogramowanie AM-
Flow przy pomocy ktorego, jesli tylko mozliwa jest redukcja IBP catek i konstrukcja
odpowiednich réwnan rézniczkowych, mozna obliczy¢ dowolne catki wielopetlowe z
bardzo duza doktadnoscia, w rozprawie calki obliczono z doktadnosciag minimum 30
cyfr.

Rozdzial trzeci zawiera fizyczne wyniki czyli obliczenie wiodacego cztonu w HQE
widma ¢? dla inkluzywnego rozpadu semileptonowego na poziomie dwupetlowym
(NNLO) w parametrze as. W tym przyblizeniu mozna rozdzieli¢ wktady od tensorow
leptonowych i kwarkowych. Perturbacyjne rozwiniecie HQE amplitudy jest mozliwe
poniewaz proces jest traktowany inkluzywnie.

Na poczatku rozdziatu trzeciego zdefiniowano w ramach SM cztony Lagrangianu
prowadzace do tensorow hadronowych i leptonowych i podano wzoér na rézniczkowa
szerokosé polowkows w parametrze ¢ dla ogdlnego procesu B — X.Q, wazny w
kazdym rzedzie as. Dalej oméwiono zakres stosowalnosci rachunku zaburzen w QCD
rozpatrujac réwnanie dla biegnacej staltej sprzezenia a definiujac graniczng skale
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QCD rzedu 210 MeV. Nastepnie zdefiniowano kontrczton dla propagatora gluonu
oraz dopasowanie pomiedzy pelna teorig QCD oraz rozwinieciem HQET i wplywem
niezmienniczo$ci reparametryzacji cztonéw rozwiniecia na wspotczynniki Wilsona
HQE. Poniewaz widmo ¢? oraz jego momenty sg niezmiennicze ze wzgledu na rozpa-
trywang reparametryzacje HQE, niezmienniczos¢ ta mozna wykorzystaé¢ do wyelimi-
nowania z HQE po jednym z operatoréw o wymiarze masy 5 i 6 i czterech operatoréw
o wymiarze masy 7 prowadzac do mniej skomplikowanych relacji w wyznaczeniu V.
Wykres 14 przedstawia wynik otrzymany dla widma §? rozpadéw potleptonowych
mezonu B na poziomie NLO (na podstawie wzoru analitycznego). W pelnym za-
kresie ¢* zbieznosé¢ na poziomie NLO jest juz bardzo dobra (stosunek NLO/LO jest
ponizej 10%).

Na poziomie NNLO, dla procesu b — X Q) otrzymano 151 tréjpetlowych MlIs
dla 39 topologii, przy redukcji z catkowitej liczy 17664 catek skalarnych. 97 MIs ma
czesci zespolone dajace wktad do szerokosci potéwkowych. Catki te odpowiadaja
cieciu diagramu poprzez jedna i trzy linie z kwarkiem powabnym co odpowiada
odpowiednio procesom b — Xi.ly oraz b — cccly,. Calki odpowiadajace poje-
dynczym cieciom linii kwarku ¢ da sie wyrazié¢ przez funkcje GPL. Pozostate calki
odpowiadajace cieciu trzech linii kwarku ¢ oblicznono przy pomocy AMFlow. Nu-
meryczne obliczenia kontrcztonéw na poziomie NNLO oraz gotych poprawek NNLO
przedstawiono na Fig. 20 oraz Fig. 21. Wyniki numeryczne dla zrenormalizowane;j
poprawki NNLO do widma ¢? rozpatrywanego inkluzywnego procesu przedstawiono
na Fig. 22, gdzie oszacowano rowniez zakres zmian zwigzany ze zmiang skali p. Z
wykresu wynika, ze stosunek NNLO/NLO jest ponizej 2% w calym zakresie ¢2.

Oprocz w pelni inkluzywnego wyniku dla widma ¢? w rozprawie pokazano réwniez
zaniedbany we wczesniejszej literaturze wynik na rozpad kwarku b do trzech kwarkow
powabnych. Do procesu rzedu a? wktad ma 58 diagramow, z czego 6 trojpetlowych
diagramow z trzema cieciami na linii kwarku c. Wyniki, na podstawie dopasowania
odpowiedniej formuty przedstawiono na Fig. 24. Zgodno$¢ dopasowania w porow-
naniu z doktadnym wynikiem numerycznym (catki policzone metoda AMFlow) jest
bardzo dobra, réznice nie przekraczaja 1.5%. W podobny sposob, po odjeciu od
pelnego inkluzywnego wyniku kanatu z trzema kwarkami ¢ skonstruowano dopa-
sowanie funkcji odpowiadajacej kanatowi z jednym kwarkiem c¢. Wyniki poréwnano z
analitycznym wynikiem wyrazonym przez funkcje GPL otrzymanym wcze$niej przez
Faela i Herrena w pracy [67]. Wzgledny btad uzyskany z tych dwoch obliczeni nie
przekracza 0.004%.

Wartosci I';, na poziomie dokladnosci a? dominuja ponad T's., co pokazuje
Fig. 26. Wzgledny stosunek F:(s? / F:(s? jest co najwyzej 10~* dla malych wartodci
m. 1 spada bardzo szybko z tym parametrem. Obliczajac wiec ten (spodziewany)
maty wktad 3¢ do rozpadéw potleptonowych kwarku b, zmniejszono szacunkowy
btad teoretyczny dla tego procesu.



Na zakonczenie przedstawiono wyniki na momenty ¢? widm, ktore stosuje sie do
ekstrakcji wartosci Vi, i mas kwarkow b i ¢ z wynikéw eksperymentalnych. Osza-
cowano, ze wpltyw kanatu 3¢ do momentéw widma jest zaniedbywalny przy obecnej
precyzji pomiarow, natomiast wktad NNLO przesuwa pierwszy i nastepne momenty
w zakresie (0.1 <+ 0.8)%.

Praca napisana jest starannie. Ponizej wymieniam kilka pomniejszych uwag i
pytan, ktére mam po przeczytaniu rozprawy.

Jako motywacje dla doktadniejszych obliczen teoretycznych podano wzrost dok-
tadnosci eksperymentéw w fizyce zapachu i jako przyktad podano w Tab. 1 oczeki-
wany wzrost doktadnosci pomiaréw dla kilku obserwabli w Belle II, jednak nie po-
dano jakie sa obecne btedy teoretyczne dla tych proceséw. W procedurze obliczen
na stronie 12 podano, ze jesli to mozliwe wyznacza sie MIs z najprostsza struktura
biegunow (punkt 10). Co to oznacza i czy takie uproszczenie jest niezalezne od
punktu 11, gdzie poszukuje sie MIs dajace réwnania rézniczkowe w formie kano-
nicznej? Moim zdaniem w rozdziale 1 mozna bylo pominaé¢ podrecznikowe tresci
zwigzane z teorig pola i przedyskutowaé¢ na przykltad problem "overlapping diver-
gencies" czy tez procedure R*, ktoére spotykamy przy renormalizacji diagramdow
wielopetlowych.

Z rozktadow MlIs (np. Fig. 7, wzory 2.77, 2.115, Fig. 18, 19) wynika, ze MIs
sa skonstruowane w bazie caltek skalarnych, gdzie najwyzej pojawiaja sie "dotted"
propagatory (z wyzszymi potegami), bez struktur tensorowych. Taki rozktad jednak
nie zawsze jest najlepszy, na przyktad wtasnie ze wzgledu na rozktady w parametrze
€ moga wystapi¢ dodatkowe rozbieznosci przy wspolezynnikach Mls (tematyka ta
jest dyskutowana w literaturze, swego czasu o wyborze bazy MIs réwniez napisatem
prace w PRD z D. Kosowerem i K. Kajda). Czy tego typu problemy moga wystapi¢
w rozpatrywanych przyblizeniach HQET /a7 Problem ten moze okazaé sie istotny
na poziomie NNNLO.

Na stronie 133 jest wzmianka o tym, ze zalezno$¢ od cechowania znika na poziomie
MlIs. Czy tak jest w ogolnosci czy tez jest to specyficzna sytuacja dla wykonanych
obliczen?

W sumie, przy dyskusji wykreséw i wynikéw nie opisano dlaczego mamy za-
leznosé od ¢% a nie ¢?, jaka jest réznica. Uwaga dotyczy takze mas kwarkéw, na
przyklad we wzorze (3.203) wystepuja rownoczesnie m, 1., m,. Wydaje mi sie, ze
dobrze byloby tego typu notacje zebra¢ w jednym miejscu i wyjasnié¢. Niespojnosé
jest widoczna na przyktad przy Fig. 14 gdzie w opisie wykresu mowa jest o widmie
¢* a na osi odcictych wykresu zaznaczono zmienng ¢?. Na wykresach w rozdziale z
wynikami numerycznymi nie okreslono jednostek (masy, energie).



Podsumowujac, rozprawa doktorska przedstawia frontowe obliczenia, ktore sg
prowadzone w fizyce zapachu i jest bardzo wartosciowa w kontekscie testow SM w
wiodacych eksperymentach fizyki kwarku b Belle czy tez LHCb. Poprawa doktad-
nosci przewidywan proceséow w ramach SM poprzez obliczenia poprawek kwantowych
wyzszych rzedéw w rachunku perturbacyjnym jest warunkiem koniecznym do porow-
nan z rzadkimi procesami w ktorych poszukiwane sa nowe czastki czy tez oddziaty-
wania i dla ktorych standardowe procesy takie jak obliczone w pracy doktorskiej
stanowig tto.

Moim zdaniem rozprawa doktorska w pelni spelnia wymagania stawiane pracom

doktorskim i wnioskuje o dopuszczenie mgra Mateusza Czaje do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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