Krakow, 28.08.2025

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Dimitriosa Patramanisa pt. “Complexity,

holography and geometry”

Praca doktorska Pana mgr Dimitriosa Patramanisa pt. “Complexity, holography and geo-
metry” zostala przygotowana na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Promotorem
pracy byl dr hab. Pawet Caputa.

Tematyka rozprawy dotyczy bardzo aktualnego tematu badawczego jakim jest ztozonosé
kwantowa. Obecne, znaczgce zainteresowanie tym kierunkiem badawczym zwigzane jest za-
rowno z praktycznym znaczeniem zlozonosci kwantowej w kontekscie obliczen kwantowych
jak 1 wylaniajacymi sie w fizyce teoretycznej zwiazkami pomiedzy zlozonoscia kwantowsa
a oddzialtywaniami podstawowymi, w szczeg6lnosci oddzialtywaniem grawitacyjnym. Nalezy
w tym miejscu podkresli¢, ze nie istnieje jeden ugruntowany sposob definiowania, jak row-
niez wyznaczania zlozonosci kwantowej. Co wiecej, okreslanie ztozonos$ci kwantowej jest, z
wyjatkiem wybranych uktadow kwantowych, typowo zadaniem bardzo skomplikowanym.

Poczynione w ostatnich kilkunastu latach obserwacje dotyczace analizy uktadow kwan-
towych przez pryzmat ich dualnych grawitacyjnych odpowiednikéw, stwarzaja nadzieje na
opracowanie bardziej efektywnych sposobow kwantyfikacji ztozonosci kwantowej. Dotyczy
to, w szczegoblnosci, hipotetycznych zwigzkow ztozonosci kwantowej z objetoscia oraz z dzia-
taniem, dla uktadéw dualnych. Podejscie takie otwiera nowy rozdzial w badaniach nad zto-
zonoscig kwantowa w chaotycznych uktadéw kwantowych, zaréwno tych odpowiadajacych
operacjom wykonywanym na procesorach kwantowych, jak i tych zwigzanych z fundamental-
nymi procesami kwantowymi, zwiazanymi chociazby z przetwarzaniem informacji kwantowej
na horyzoncie czarnej dziury.

W swoje rozprawie, mgr Patramanis skupit swoja uwage na eksploracji tak zwanej zto-
zonosci kwantowej Krylova, wprowadzonej w 2019 roku. Jest to nowe podejscie, odwotujace
sie do tzw. przestrzeni Krylova, ktora (w rozwazanych przypadku) jest przestrzenia operato-
rowa, ktorej stany bazowe sa generowane przez odpowiednie krotnosci dziatania operatorem
Liouville’a, dla zadanego hamiltonianu uktadu. Ortonormalizacja bazy w przestrzeni Kry-
lova mozliwa jest z wykorzystaniem tzw. algorytmu Lanczosa, ktéry ma swoje korzenie w
ortogonalizacji Grama-Schmidta. Ztozonosé kwantowa Krylova kwantyfikuje to w jaki spo-
sOb rozwazany operator ewolucji, rozktada sie w bazie Krylova. Jest to intuicyjnie srednia z
krotnosci zastosowania operatora Liouville’a niezbednych do otrzymania rozktadu badanego
operatora w bazie Krylova.

W swojej rozprawie doktorskiej, mgr Patramanis operacjonalizuje definicje ztozonosci
kwantowej Krylova i wnikliwie bada ja dla spektrum wybranych ukladéw kwantowych o
zadanych symetriach. Pozwala to odstoni¢ szereg ciekawych wtasnosci, w szczegolnosci do-

tyczacych zwiazku ztozonosci kwantowej Krylova z wykltadnikami Lyapunova, podejsciem



Nielsena do kwantyfikacji ztozonosci kwantowej oraz z objetoscia w przestrzeni fazowej.
Ta ostatnia obserwacja jest szczegdlnie interesujaca w kontekscie holograficznej hipotezy
o zwiazku zlozonosci kwantowej z objeto$cia w przestrzeni dualne;j.
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Praca ma 135 stron i zostatla napisana w jezyku angielskim. Dysertacja zostata podzie-
lona na siedem rozdzialow (zawierajacych podrozdzialy) oraz bibliografie, zawierajaca 261

pozycji literaturowych.

Rozdzial 1 dysertacji stanowi zawiera ciekawe refleksje Autora na temat znaczenia zto-
zonosci, takze od strony semantyki pojecia “ztozonos$¢”. Mozna polemizowaé z niektérymi z
zawartymi tam obserwacjami. Nalezy jednak doceni¢ Autora za przyjety w tym rozdziale
otwarty styl wypowiedzi, odchodzacy od formatu “bezpiecznego” wstepu, trzymajacego sie
Scisle wynikow naukowych. W mojej ocenie, jest to znak swiadczacy o duzej otwartosci umy-

stu doktoranta, co jest cecha niezwykle pozadana w pracy naukowe;j.

W Rozdziale 2, mgr Patramanis przechodzi do dyskusji podstawowych koncepcji i defi-
nicji, na ktorych opieraé sie bedzie zasadnicza cze$é¢ rozprawy. W szczegolnosci, Autor defi-
niuje wybrane metody wyznaczania ztozonosci kwantowej, majace zwigzek z prezentowanymi
oryginalnymi wynikami. W szczegolnosci, szczegdtowo opisana zostata ztozonosé kwantowa
Krylova. W mojej ocenie, w tym rozdziale zabrakto jednak szerszej dyskusji aspektow fi-
zycznych, ktorych badanie wymaga odwotania sie do zlozonosci kwantowej. Dyskusja taka
umozliwitaby czytelnikowi lepiej zrozumie¢ motywacje fizyczna stojacg za podejmowaniem
tematyki ztozonosci kwantowej. Cenne byloby rowniez nawiazanie do pojecia klas ztozonosci
kwantowych oraz sposobéw ich okreslania w algorytmice kwantowej. Pomimo, ze podejscie
kwantowe jest bardziej fundamentalne, nakreslenie zwigzku z klasycznymi sposobami kwan-
tyfikacji ztozonosci (poza przywotanymi wykladnikami Lyapunova) umozliwitoby czytelni-
kowi zbudowac glebsza intuicje ztozonosci kwantowej, na bazie znanych wynikéw klasycznych

(np. ztozonosci Kotmogorowa).



Rozdzial 3, przywotuje wyniki artykutu [1]. Jest to obiektywnie bardzo dobrze napisana i
bogata w nowe wyniki publikacja. W artykule tym, Autorzy rozwijaja metodologie wyznacza-
nia ztozonosci Krylova z wykorzystaniem algorytmu Lanczosa. Rozwiniete podejscie analizo-
wane jest nastepnie dla przypadkow uktadow fizycznych z symetriami SL(2,R) = SU(1,1),
SU(2) oraz z symetria Weyla-Heisenberga. Ten pierwszy przypadek, jest interesujacy za-
rowno poprzez zwiazek ze stanami koherentnymi, jak réwniez z uwagi na dostarczany uprosz-
czony model dla konforemnych teorii pola (poprzez redukcje algebry Virasoro). Dla wszyst-
kich analizowanych przypadkow, Autorzy wyznaczaja doktadne wyrazenia na ztozonosé Kry-
lova. Niezwykle ciekawym i nieoczywistym wynikiem tej pracy jest powiazanie ztozono-
sci Krylova z objetoscig w przestrzeni fazowej. Stanowi to kluczowa obserwacje dotyczaca
aspektow geometrycznych ztozonosci Krylova. Co istotne, poczyniona obserwacja dotyczaca
zwigzku zlozonosci Krylova z objetoscia w przestrzeni fazowej jest zbiezna ze znanymi w
literaturze wynikami dotyczacymi hipotezy o zwiazku ztozonos$ci kwantowej z objetoscia.
Szczegodlnie interesujacy jest tu przypadek dla grypy SU(2,R) ktorej geometria jest hiper-
boliczna, co stanowi punkt zaczepienia z wynikami otrzymanymi dla przypadku holograficz-
nego. Warto podkredli¢, ze jest tu mowa o objetosci przestrzeni fazowej, ktora semiklasycz-
nie odpowiada dostepnemu wymiarowi przestrzeni Hilberta. To intuicyjnie wiaze ztozonosé
kwantows z iloscig stanéw w przestrzeni Hilberta obejmowanych przez trajektorie o zadanej
dhugosci.

Warto zauwazy¢, ze wprowadzenie zaleznosci od objetosci poczynione jest poprzez wy-
calkowanie po zmiennej katowej. Jest to mozliwe z uwagi a brak zaleznosci zmiennej katowej
od czasu dla otrzymanych trajektorii. Dotyczy to wszystkich rozpatrywanych przypadkow.
Wydaje sie jednak, ze wtasnoéé taka nie musi by¢ w ogolnosci spetniona, w przypadku anizo-
tropowych geometrii przestrzeni fazowych. To rodzi pytanie, czy otrzymane zwigzki uogol-
niaja sie poza przypadki izotropowych geometrii. Kwestia ta jednak nie byta przedmiotem
analizy w dyskutowanej publikacji, czy tez w dalszych kontrybucjach do dysertacji.

Ciekawsg cze$é pracy stanowi réwniez dyskusja zwigzku zlozonosci Krylova z geome-
tryczna definicjg ztozonosci Nielsena. Autorzy pokazuja, ze ztozono$é Nielsena mozna zrozu-
mie¢ w sensie odleglosci (w sensie funkcji kosztu F7) pomiedzy dwoma stanami, rozniacymi
sie o kat d¢, w sensie parametryzacji zmiennymi fazowymi. Ugruntowuje to postrzeganie
ztozonosci Krylova w sposob podobny do definicji dewiacji trajektorii fazowych, co stanowi

punkt wyjsécia do wprowadzenia wspotczynnikéow Lapunowa.

Rozdzial 4, przywotuje wyniki artykutu [2]. Publikacja ta stanowi naturalng kontynu-
acja rozwazan zaprezentowanych w rozdziale 3. W artykule tym, Autor rozszerza analize
do kwantowych uktadéw kompozytowych. Pierwszy z rozwazanych przypadkéw dotyczy sy-
metrii SU(1,1), ktora pokrywa roéwniez 2-modowe stany koherentne (w ogolnosci, stany
Scisniete). Dla tego przypadku, Autor znalazt doktadne wyrazenie na zlozonosé Krylova,

majace posta¢ analogiczna do przypadku 1-modowego. Nastepnie, Autor dokonal analizy



entropii kwantowych, poprzez wysladowanie po czesci uktadu kwantowego. Kolejny anali-
zowany przypadek dotyczy grupy SU(2), dla ktorej Autor zbadal nieanalizowane w pracy
[1] wlasnosci splatania kwantowego. Autor zauwaza, ze analiza entropii oraz innych miar
kwantowo-informacyjnych, w szczegolnosdci tzw. pojemnosci splatania, dostarcza dodatko-
wych informacji o analizowanych stanach kwantowych, nie ujetych w zlozonosé¢ Krylova.
Praca nie stawia silnych konkluzji, lecz bardziej stanowi zachete do dalszych badan w tym

obszarze.

Rozdzial 5, przywoluje wyniki artykutu [3]. Przedstawione wyniki stanowia zastosowa-
nie metody omoéwionej w Rozdziale 3 do algebry Schrodingera. Algebra ta spelniona jest
dla generatoréw maksymalnej grupy symetrii réwnania Schrodingera dla czastki swobodnej
lub dla czastki w potencjale harmonicznym. Warto zauwazy¢, ze analizowane w pracach
przypadki dla grupy SU(1, 1) oraz dla grupy Weyla-Heisenberga stanowia podgrupy algebry
Schrédingera. Zasadniczym krokiem na drodze do analizy ztozonosci Krylova dla tego przy-
padku bylo rozpatrzenie uogoélnionych stanéw koherentnych odpowiadajacych rozwazanej
grupie symetrii. Na tej podstawie, Autorzy wyprowadzili wyrazenie na ztozono$é kwantowa
Krylova. Autorzy, pokazali, ze dla przypadkéw granicznych odpowiadajacym dwoém wspo-
mnianym podgrupom, otrzymane wyrazenie redukuje sie do zaleznosci znalezionych w pracy
[1]. Podobnie jak dla wczesniejszych przypadkow, dokonano identyfikacji wykltadnika Lapu-
nova, charakteryzujacego zachowanie chaotyczne. W pracy nie znalaztem dyskusji zwiazku
otrzymanego wyrazenia na zlozonos¢ kwantowa Krylova z objetoscia w przestrzeni fazowe;j.
Zawarcie takiej dyskusji byloby cenne w $wietle analizy powiazan holograficznych i geome-

trycznych, stanowiacych tytulowy przedmiot dysertacji.

Rozdzial 6, przywoltuje wyniki artykutu [4], dyskutujacy ztozonosé kwantowa dla Hamilto-
nianéw modularnych, opisujacych zredukowane macierze gestosci. W pracy, analizowana jest
tzw. spread complexity, wprowadzona w 2022 roku i jest zdefiniowana jako wynik minimaliza-
cji procesu rozktadu analizowanego stanu we wszystkich mozliwych bazach. To okazuje si¢ zas
zwigzane z konstrukcja bazy Krylova. Nalezy podkredlié, ze w tym przypadku, konstrukcja
bazy Krylova, poprzez zastosowanie algorytmu Lanczosa, odnosi sie do stanéw kwantowych
nie zas do operatoréw, jak to miato miejsce w przypadku artykutow [1,2,3]. Sama definicja
ztozonosci jest tu analogiczna do przypadku ztozonosci Krylova. W artykule, analizowany jest
szereg przypadkow. Naleza do nich: parametryzowany stan splatany dwoch kubitéw, uktad
dwoch sprzezonych oscylatoréw, dwuwymiarowy model konforemne;j teorii pola oraz losowy
hamiltonian modularny. W rozwazaniach, ztozonos¢ analizowana jest w funkcji parametru s,
parametryzujacego ewolucje poduktadu, ze wzgledu na Hamiltonian modularny. Podobnie
jak to miato miejsce w przypadku wczesniejszych wynikow dla zlozonosci Krylova, réwniez
spread complexity wykazuje zwiazek z wykltadnikami Lapunowa. Ciekawym wynikiem pracy

jest, wykazanie, ze w granicy duzych czaséw modularnych s, wyktadniki te wykazuja uni-



wersalne zachowanie A = 27, co wysyca tzw. wiez chaotyczny, odkryty w 2015 roku. Warto
podkredlié, ze analiza Hamiltonianow modularnych odgrywa szczegblna role w zwiazku ho-
lograficznym, poprzez tzw. Pierwsze Prawo Entropii Splatania. Stad tez, otrzymane wyniki
moga potencjalnie znalezé odniesienie do fizyki uktadéw grawitacyjnych, w szczegolnosci do
procesu tzw. scrambling w otoczeniu horyzontu czarnej dziury. Ciekawe w tym kontekscie
jest w szczegolnosci, czy otrzymane wyrazenia na ztozono$é posiadaja interpretacje w jezyku

geometrycznyim.

Rozprawe podsumowuje Rozdzial 7 w ktérym mgr Patramanis stara sie wyekstrahowac
najistotniejsze obserwacje wynikajace z przeprowadzonych rozwazan. Zarysowane zostaja

rowniez kolejne mozliwe kroki zwiazane z rozszerzeniem przeprowadzonych badan.

Reasumujac, praca stanowi spojny ciag rozumowania, zgodny z metodologia pracy na-
ukowej. Analiza pracy dostarcza przekonania o wnikliwym zrozumieniu przez mgr Dimitriosa
Patramanisa zagadnienia ztozono$ci kwantowej Kyrylova. Przedstawione wyniki, wzmacniaja
relacje pomiedzy ztozonoscig Krylova a klasyczng definicja chaosu deterministycznego, po-
przez wyktadniki Lapunova. Z przedstawionych wynikéw wylania sie réwniez nowe wsparcie
dla hipotezy o zwiazku pomiedzy zlozonoscia kwantowa a objetosciag (w przestrzeni fazo-
wej). Przedstawione wyniki nie stanowia zamknietego rozdziatu, lecz stanowia bogate zrodto
motywacji do eksploracji dalszych wtasnosci wytaniajacych sie z poczynionych obserwacji.

Dysertacja zostata przygotowana w oparciu o cztery publikacje, opublikowane w reno-
mowanych czasopismach fizycznych. Na uwage zastuguje publikacja 2] ktoéra jest praca jed-
noautorsky. Na podstawie bazy INSPIRE HEP, publikacje stanowiace wktad do dysertacji
byly cytowana: [1] - 186, 2] - 52, [3]| - 21 oraz [4] - 36, co lacznie daje 295 cytowan. Te po-
kazne liczby cytowan, jak na prace teoretyczne, wskazuja na bardzo dobre i szybkie przyjecie
otrzymanych rezultatéow przez spoteczno$é naukowa.

Warto doda¢, ze oprocz czterech publikacji, stanowiacych wktad do dysertacji, mgr Di-

mitrios jest rowniez wspotautorem publikacji:

e J. de Boer, R. Espindola, B. Najian, D. Patramanis, J. van der Heijden and C. Zukow-
ski, “Virasoro entanglement Berry phases,” JHEP 03 (2022), 179,

cytowanej 15 razy, na podstawie bazy INSPIRE HEP. Lacznie z ta publikacja, prace mgr
Dimitriosa, wedtug bzy INSPIRE HEP, cytowane sa 310 razy. Jest to znakomity wyniki, jak
na ten etap kariery naukowe;j.

Czes¢ z moich uwag do pracy zawartem w powyzszej dyskusji. Do dalszych komentarzy,

jakie nasuwaja sie po zapoznaniu trescig pracy, mozna zaliczy¢:

e Brak systematycznego poréwnania otrzymanych ztozonosci operatoréw i stanoéow ze

znanymi w literaturze wynikami, np. dla stanéw koherentnych.



e Brak systematycznej analizy zwigzkoéw geometrycznych. Analiza ta ogranicza sie do
publikacji [1]. Warto byloby ja rozszerzy¢ na przypadki uktadéw analizowanych w
artykutach [2,3,4].

e Ciekawe byloby skomentowanie réznicy we wlasnosciach ztozonosci Krylowa dla ukta-

dow klasycznie catkowalnych i niecatkowalnych.

e Jaki jest zwiazek otrzymanych wspolczynnikow Lapunova z wtasnosciami chaotycz-
nymi klasycznych odpowiednikéw analizowanych uktadoéw fizycznych? Czy zachowana
jest odpowiednio$é co do wartosci/znaku klasycznych wyktadnikow Lapunova? Ciekawe
jest w szczegolnosci to, ze klasyczne uklady z symetria SL(2,R) sa catkowalne i nie
wykazuja zachowan chaotycznych, whrew zaprezentowanym wynikom kwantowym. Dla
przypadkow SU(2) oraz algebry Weyla-Heisenberg, ktorym odpowiadaja 2-wymiarowe
przestrzenie fazowe, otrzymano juz spojny z klasycznym wynik, nie wskazujacy na

obecnosé dodatnich wyktadnikéw Lapunowa. Jakie jest zrodto tej roznicy?

e W pracy zabrakto mi rowniez dyskusji skal czasowych, zwigzanych ze wzrostem zto-
zonosci. Czy dla dyskutowanych uktadéw z dodatnimi (maksymalnymi A\, = 27/5)
wspolezynnikami Lapunowa, czas tzw. sramblingu (~ skala czasowa wzrostu ztozono-
sci) skaluje sie jak % In S, gdzie S jest entropia? Takie zachowanie bytoby interesujgce

m.in. z punktu widzenia scramblingu na horyzoncie czarnej dziury.

Powyzsze uwagi nie maja charakteru istotnych zastrzezen wobec tresci dysertacji, lecz
stanowia zachete do poglebionej eksploracji zagadnienn poruszonych w pracy. Nie wyplywaja
one na ogdlna bardzo wysoka ocene pracy, zarowno pod wzgledem koncepcyjnym, jak i sta-
ranno$ci i dojrzatosci przeprowadzonej analizy, oraz celowosci zastosowanych i rozwinietych
metod.

Podsumowujac, z pelnym przekonaniem, stwierdzam, ze praca Pana mgr Dimitriosa Pa-
tramanisa pt. “Complexity, holography and geometry” spetnia warunki okreslone w Art. 186
ustawy z dnia 20 lipca 2018 r - Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz.U. 2018 poz. 1668)
i wnioskuje o przejscie do kolejnego etapu procedury zwigzanej z przyznaniem Panu mgr Di-
mitriosowi Patramanisowi stopnia doktora w dziedzinie nauk $Scistych i przyrodniczych w

dyscyplinie nauki fizyczne.
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