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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIE]

1. Uwagi wstepne

Przedlozona do oceny rozprawa doktorska mgr. Pedrama Karimiego, zatytutowana
Analytical and Algebraic Structures of Special Functions in Exactly Solvable Systems: A Tale of
Two Functions, zostata napisana w jezyku angielskim i liczy 133 strony. Praca ma charakter
monografii opartej na dwéch opublikowanych artykutach wspétautorskich (z prof. Janem
Derezinskim oraz dr. Aditya Bawane i prof. Piotrem Sutkowskim), uzupetnionych o nowe,
niepublikowane wyniki.

Rozprawa sktada sie z dwoch rozdziatéw merytorycznych, zakonczenia (Conclusions) oraz
dwdéch dodatkéw matematycznych (Appendices A i B). Mimo oparcia na odrebnych
publikacjach Autor nadal jej sp6jng forme monografii, integrujac materiat wspdlnym
formalizmem i jednolitg perspektywa badawczg.

2. Charakterystyka problematyki badawczej

Rozprawa dotyczy struktur analitycznych i algebraicznych funkcji specjalnych w teorii
uktadéw catkowalnych. Punktem wyijécia jest rola funkcji specjalnych jako no$nika
gtebszych struktur w fizyce matematycznej. Praca obejmuje dwa gléwne obszary:

1. teorie spektralng jednowymiarowych operatoréw Schrédingera z zespolonymi
potencjatami, ktére sg redukowalne do réwnania hipergeometrycznego;

2. B-deformowane modele macierzy losowych oraz problem supercatkowalno$ci.

Oba nurty wykorzystuja narzedzia analizy funkcjonalnej, teorii funkcji specjalnych oraz
wspolczesnej algebry, w szczegoélnosci teorie wielomianéw Jacka i operatoréw Dunkla.

3. Oryginalnosc¢ i cele pracy

Gléwnym celem rozprawy jest badanie struktur spektralnych operatoréw Schrodingera i
modeli macierzy losowych przy uzyciu teorii funkcji specjalnych.

Oryginalno$¢ rozprawy polega na ujeciu réznych probleméw fizyki matematycznej w
ramach wspélnego formalizmu opartego na funkcjach specjalnych.



W przypadku operatoréw Schrédingera istotne jest spdjne ujecie ich struktury spektralnej
w.jezyku funkcji hipergeometrycznych oraz analiza relacji transmutacyjnych (transmutation
identities) pomiedzy réznymi reprezentacjami tych operatoréw. W pracy wskazano, ze
formalizm ten umozliwia opis zalezno$ci pomiedzy parametryzacjg operatoréw a ich
wiasno$ciami spektralnymi.

W czeéci dotyczacej macierzy losowych nowo$¢ polega na reinterpretacji zjawiska
supercatkowalno$ci w jezyku operatoréw Dunkla i wielomianéw Jacka. Podejécie to stanowi
alternatywny opis klasycznych konstrukeji algebraicznych oraz umozliwia ich ujecie w
ramach jednolitego formalizmu operatorowego, w szczegélnosci w kontekécie uproszczenia
standardowych metod opartych na wiezach Virasoro.

4. Ocena merytoryczna i analiza wkladu naukowego

Praca zawiera istotny wktad w teorie operatoréw Schrédingera oraz modele macierzy
losowych, ujmujac je w jednolitym formalizmie funkcji specjalnych. W czesci dotyczacej
operatoréw Schrodingera Autor przedstawia spéjng klasyfikacje jednowymiarowych
operatoréw redukowalnych do réwnania hipergeometrycznego oraz ich realizacje w ramach
teorii operatoréw domknietych w przestrzeniach Hilberta. Otrzymane wyniki stanowia
znaczace rozszerzenie klasycznego ujecia, w szczeg6lnosci poprzez objecie przypadkéw
poza standardowym kontekstem samosprzezonym. Za istotne osiggniecie nalezy uznaé
konstrukcje jawnych funkcji Greena oraz peing charakterystyke warunkéow brzegowych
determinujgcych jednoznaczno$¢ definicji operatoréw.

Na szczegélng uwage zastugujg wspomniane powyzej tozsamosSci transmutacyjne, ktore
ujawniajg nieoczywiste relacje pomiedzy parametrami spektralnymi a statymi sprzezenia.
Wyniki te majg charakter strukturalny i wykraczajg poza standardowe witasnoéci znane z
literatury. Uzupeiniajaco Autor wprowadza interpretacje spektralng oparta na zerach
funkcji wiasnych (tzw. nodal quantization), co stanowi interesujace powigzanie analizy
spektralnej z geometrig rozwigzan.

Druga czes¢ rozprawy dotyczaca B-deformowanych modeli macierzy losowych réwniez
zawiera istotne rezultaty. Autor wykorzystuje formalizm wielomianéw Jacka oraz
operatoréw Dunkla do opisu struktury korelatoréw i supercatkowalno$ci. Najwazniejsze
wyniki dotycza (-deformacji catki Itzyksona-Zubera, obejmujac jako przypadki szczegdélne
wczesniej znane rezultaty, przy czym przedstawione podejscie ma bardziej ogélny charakter
i wynika z wewnetrznych symetrii modelu. W szczeg6lno$ci wykazanie struktury
~ sfaktoryzowanej korelatoréw znaczgco upraszcza opis modeli i ich analize.

Cato$¢ wynikéw ma charakter wyraznie integrujgcy i prowadzi do spdjnego powigzania
teorii operatoréw rézniczkowych, funkcji specjalnych oraz modeli macierzy losowych.
Najwazniejszym osiggnieciem rozprawy jest wskazanie funkcji specjalnych jako wspélnej
struktury organizujacej rézne obszary fizyki matematycznej, co nadaje uzyskanym wynikom
wymiar koncepcyjny wykraczajacy poza pojedyncze klasy modeli.



5. Uwagi i pytania

Rozprawa opiera si¢ na dwéch gtéwnych cze$ciach wywodzacych sie z odrebnych publikacji,
co prowadzi do pewnej niejednorodnosci notacyjnej, sygnalizowanej przez Autora we
wprowadzeniu. Uwaga ta ma charakter redakcyjny i nie wptywa na ocene merytoryczng
pracy.

W zwigzku z przedstawionymi wynikami kieruje do Autora nastepujgce pytania:

Pytanie 1. W jaki sposéb uzyskane toZsamo$ci transmutacyjne wplywajg na interpretacje
dualizmu pomiedzy parametrami spektralnymi a statymi sprzezenia? Czy dualizm ten ma
charakter fizyczny, czy pozostaje strukturg matematyczng?

Pytanie 2. Czy formalizm operatoréw Dunkla zastosowany do supercatkowalno$ci moze
zosta¢ uogolniony na inne uktady korzeniowe (B, C, D)? Jeéli nie, to jakie zasadnicze
trudno$ci pojawiaja sie przy probie takiego uogdélnienia?

Pytanie 3. Czy uzyskane wyniki dotyczace operatoréw Schrodingera mozna rozszerzy¢ na
przypadek réownan typu Heuna? Czy taki kierunek badan jest naturalnym rozwinieciem
przedstawionej teorii?

6. Konkluzja

Podsumowujac, stwierdzam, ze przedtozona do recenzji rozprawa doktorska mgr. Pedrama
Karimiego stanowi oryginalne rozwigzanie istotnego problemu naukowego w dziedzinie
nauk $cistych i przyrodniczych, w dyscyplinie nauki fizyczne. Przedstawione w niej wyniki
$wiadczg o bardzo dobrym przygotowaniu teoretycznym Autora oraz potwierdzajg jego
umiejetno$¢ samodzielnego prowadzenia badan naukowych na wysokim poziomie w
obszarze fizyki matematycznej.

Rozprawe oceniam bardzo wysoko zaréwno pod wzgledem merytorycznym, jak i
formalnym, obejmujacym spdjnos¢ struktury, przejrzysto$¢ prezentacji oraz poprawno$é
formalnego aparatu matematycznego. Uzyskane wyniki majg znaczng warto$¢ naukows i
stanowig istotny wktad w rozwdj fizyki matematycznej, w szczegoélnoéci teorii uktadéw
catkowalnych, funkcji specjalnych oraz teorii macierzy losowych.

W mojej ocenie rozprawa w petni spetnia wymagania okreslone w art. 187 ust. 1 i 2 ustawy
z dnia 20 lipca 2018 r. - Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz.U. z 2024 r. poz. 1571 ze
zm.). W zwigzku z powyzszym wnosze o dopuszczenie mgr. Pedrama Karimiego do dalszych
etapow postepowania w sprawie nadania stopnia doktora w dyscyplinie nauki fizyczne.
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