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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Michala Oszmanca
pt. s, Applications of Differential Geometry and Representation Theory to the
Description of Quantum Correlations’’

Rozprawa doktorska mgr. Michata Oszmanca poswigcona jest matematycznemu opisowi
korelacji kwantowych na gruncie teorii grup ze szczegdlnym uwzglednieniem teorii
uogodlnionych stanéw koherentnych. Praca liczy 181 stron, jest opatrzona liczacg 152 pozycije
bibliografia, 21 ilustracjami, 6 tabelami (wraz z tabela wybranych oznaczen uzywanych w
tekscie) oraz lista publikacji autora. Zasadnicza baze rozprawy stanowia cztery publikacje, w
trzy opublikowane wspolnie z promotorem profesorem Markiem Kusiem oraz jedna — wraz
promotorem i doktorem Janem Guttem. Wszystkie prace ukazaly si¢ na tamach renomowanych
czasopism migdzynarodowych: trzy w Physical Review A - w tym dwie z nich w prestizowym
dziale Rapid Communications, a jedna - nalamach Journal of Physics A. Warto tu wspomnieg,
ze doktorant legitymuje si¢ dodatkowo pigcioma innymi publikacjami badawczymi, w tym
dwoma w Journal of Mathematical Physics. Oprécz materialu zawartego we wspomnianych
czterech publikacjach rozprawa zawiera tez pewne wyniki niepublikowane.

Na zasadniczg strukture pracy skladaja sig: rozdzial pierwszy majgcy status wstepu, rozdzial 2
poswigcony wprowadzeniu narzedzi matematycznych, cztery rozdzialy (3-6) omawiajace wynika
badawcze, rozdzial 7 obejmujacy podsumowanie, wnioski i — najciekawsze zdaniem autora —
problemy otwarte. Prace opatrzono dodatkiem, w ktérym zawarto dowody niektérych lematow.
Pozyteczng regulg z punktu widzenia czytelnika jest zakonczenie kazdego z czterech rozdziatow
badawezych osobnym podsumowaniem wraz z lista probleméw otwartych zainspirowanych
uzyskanymi wynikami. Celem rozprawy, moze nie do$¢ dobitnie wyartykutowanym na poczatku
pracy, jest - jak wynika bezposrednio z tytutu oraz tresci wstepu — systematyczne zastosowanie
metod teorii reprezentacji i geometrii rozniczkowej do opisu kwantowych korelacji. Autor we
wstgpie wyjasnia, ze poprzez korelacje kwantowe rozumie si¢ tutaj kwantowe splatanie w
szerokim, {j. takze bardziej formalnym sensie, jak to ma miejsce w przypadku czastek
nierozroznialnych ¢j. bozonow i fermionéw. Rozdzial drugi stanowi skrocony przewodnik po
najwaznicjszych pojeciach i faktach z zakresu geometrii rézniczkowej i teorii reprezentacji
algebr i grup Liego potrzebnych w dalszej czgsci pracy. W rzeczy samej centralnym pojeciem
pracy sg uogoélnione stany koherentne, ktore bazuja na teorii reprezentacji. Majac dang pewna
grupe symetrii K bedgceg grupg Liego oraz jej reprezentacje na konkretnej przestrzeni Hilberta
wraz z tzw. wektorem najwyzszej wagi reprezentacji odpowiadajacej grupie algebry Liego
generuje si¢ orbitg standéw czystych M poprzez dzialanie wszystkich elementéw grupy na
wspomniany wektor. Grupa K jest tak wybrana, aby jej reprezentacja odpowiadala symetrii
stanow niesplatanych w sensie fizycznym np. w przypadku czastek rozréznialnych taka symetrie
definiujg iloczyny tensorowe dowolnych transformacji unitarnych. Otoczka wypukta M orbity
standbw M czystych definiuje wszystkie stany niesplatane . separowalne. Zasadniczym
problemem rozprawy jest identyfikacja kryteriéw definiujacych M z pomoca jednorodnych
wielomianéw oraz podanie kryteriow koniecznych lub, o ile to mozliwe, koniecznych i



dostatecznych separowalnosei standow mieszanych M©.

W rozdziale trzecim przedstawiono calg serie wielomianowych opisdw tego typu niesplatanych
stanow czystych standéw. Charakteryzacje kwadratowe oparto tu na Twierdzeniu 3.2
wyprowadzonym w oparciu o rezultat Lichtensteina z 1982 roku i charakteryzujgcym wektory
niesplgtane poprzez znikanie wartosci sredniej r6Znicy pewnych projektoréw w stanie bedacym
iloczynem dwoch kopii badanego wektora. Istotne jest tutaj, drugi z projektoréw definiowany
poprzez nieredukowalng komponente iloczynowej reprezentacii grupy K stowarzyszona z
najwyzszg mozliwa wagg. Owa warto$¢ $rednia moze by¢ zwykle naturalnie interpretowana
Jako funkcja zgodnosci (,,concurrence’). Charakieryzacje powyzsze podano dla przypadkéw
stale] liczby czastek (i) rozréznialnych (i) bozondw i (iil) fermionéw na gruncie skoficzonych
przestrzeni Hilberta oraz (iv) tzw. fermionowych stanéw gaussowskich. Trzy pierwsze rezuitaty
uogolniono na przypadek wielomianow rzedu k oraz — mimo, co warte podkreslenia, braku
odpowiedniej grupy K — na przypadek nieskonczonej przestrzeni Hilberta. Ponadto w rozdziale
podano tez charakteryzacje w oparciu o wielomiany wyzszych rzedéw dla stanéw nie
reprezentujgcych splatania wlaseiwego oraz dla liczby Schmidta,

Rozdzial 3 stanowi w pewnym sensie preludium dla rozdzialu czwartego, w kidrym
zaatakowano jeden z najbardziej intrygujacych problemdw teorii kwantowego splgtania; w
jakich przypadkach da sig¢ w pelni scharakteryzowac¢ splatanie stanéw mieszanych ? Splatanie to
jest jednoznacznie charakteryzowane przez nieznikanie specyficzne] funkcji zgodnosei
stanowigce] rozszerzenie funkeji zgodnosci C ze standéw czystych na mieszane z pomoca
minimum obliczanego po wypuklych rozkladach stanu mieszanego (tzw. ,.convex roof
extension”). W ogolnosei analityczne obliczenie wielkosei C dla dowolnych stanéw mieszanych
przy ustalonej przestrzeni Hilberta stanowi niezmiernie trudny problem. Jedynymi znanymi
przypadkami gdy takic rozwigzanie analityczne zawsze istnigje — i by¢ moze jedynymi
mozliwymi - jest sytuacja kiedy dziala konstrukcja Uhlmanna-Woottersa, a skutecznic dziala
ona wtedy, gdy mozna zidentyfikowaé separowalne stany czyste za pomocg operacji
antyunitarnej, tj. poprzez znikanie elementdw ,,diagonalnych’™ (w nadzupetnym uktadzie standw
niesplatanych) tej operacji. Zachodzi zatem fundamentalne pytanie: kiedy separowalne stany
czyste mozna identyfikowa¢ w ten sposob 7 W rozdziale czwartym rozprawy w ramach
odpowiedzi podano dwa pickne twierdzenia (Twierdzenic 4.1 oraz 4.2). Twierdzenie pierwsze
jednoznacznie wigze odpowiedz twierdzaca z istnieniem bardzo specyficznego rozkladu
iloczynowej reprezentacji stowarzyszonej ze stanami separowalnymi pdlprostej, zwartej i spdinej
grupy K na sume reprezentacji najwyzszej wagt i reprezentacii irywialnej. Twierdzenie drugie
identyfikuje takie, komfortowe z punktu widzenia zastosowar, sytuacje poprzez charakteryzacje
wszystkich grup K, ktére gwarantuja taki rozklad jako epimorficznych z grupg SO(N) lub — w
bardzo odosobnionych przypadkach — z dwoma innymi grupami (Spin(7) oraz E,). Twierdzenie
4.2 inspirowane obserwacja z pracy profesoréw Marka Kusia i Ingemara Bengtssona [Phys. Rev.
A 80, 022319 (2009)] korzysta z klasycznych wynikdéw matematyki. W rozdziale przedstawiono
tez zastosowanie rezultatu dla najprostszego interesujgcego przypadku fermionowego tj. 4-
modowych stanéw gaussowskich. Podano rozwiazanie otwartego problemu otwartego
charakteryzacji takich standéw oraz wyjasniono znaczenie rozwigzania dla teorii zasobéw na
gruncie tzw. liniowej optyki fermionowej wprowadzonej 12 lat temu przez B. Terhal i D. Di
Vincenzo. Wyznaczona wartos¢ progowa szumu poza kidrg nasigpuje utrata gaussowskicgo
charakteru stanéw pomocniczych (,ancilli’’) decyduje o tym, w ktérym momencie (z powodu
istnienia wielomianowej symulacji klasycznej) znikajg szanse na kwantowo-obliczeniows moc
badanego ukladu. W oméwieniu wyniku dla fermionowych stanéw gaussowskich brakowalo mi



czytelnej ilustracji, szczegdlnie w kontekscie Twierdzenia 4.2, dlaczego nie moze on mieé
migjsca dla wigkszej liczby modéw niz d=4. Warto tu podkresli¢, ze rozwiazany w pracy
problem otwarty zostal postawiony w bardzo silnym osrodku zagranicznym.

Rozdzial 5 stanowi kontynuacj¢ badati z rozdzialu 3, ale na gruncie standw mieszanych.
Podano tu szereg wartoSciowych wieloliniowych kryteriéw splatania dla standéw mieszanych,
ktdre gwarantujg splatanie wszystkich stanéw w iloczynie tlensorowym generujacym dang
funkcje wieloliniowa. Z kazda taka funkcjg wicloliniows stowarzyszona jest mierzalna
obserwabla. Jako bardzo praktyczng i pozyteczng z eksperymentalnego punktu widzenia nalezy
potrakiowac¢ charakteryzacj¢ optymalnych obserwabli stowarzyszonych z biliniowymi testami
splatania dla czterech paradygmatycznych przypadkow badanych wezesniej w rozdziale 3.
Wykazano tu, ze obserwable takie tworzg stozki 1 podano ich zbiory generujgce. Mozna odniesé
wrazenie, ze wynik ma szans¢ nada¢ nowy impuls problematyce wicloliniowych $wiadkow
splgtania stanow mieszanych, ktéra osiagnela juz stopienr pewnego wysycenia. W przyszioscei
warlo byloby dokonac analizy szansy na eksperymentalng ilustracje wspomnianych rezultatow,

W rozdziale 6 zbadano konkretny problem dotyczacy czestoscl wystepowania standw
mieszanych. Majac dany zbidr (orbite) rodzing stanéw mieszanych o ustalonym spektrum,
postawiono pytanic o miarg podzbioru standéw splatanych tej orbity. Korzystajae ze
wspotezesnego twierdzenia o koncentracji miary na rozmaitosciach Riemmana, podano dolne
ograniczeme na ,,1los¢™’ standw splatanych na danej orbicie w szeregu przypadkow jako funkeji
wartosci znormalizowanego biliniowego swiadka splatania. Rezultaty stanowia nowy, ciekawy
element w nurcie badan nad iloscig stanow splatanych, ktory do tej pory koncentrowal sie czesto
na zagadnieniach zwiazanych z objgtoscig zbioru standw separowanych lub na wilasnosciach
stanow czystych.

Rozprawa konczy sie podsumowaniem, w ktorym autor dokonuje przegladu wynikow oraz
podaje nagjciekawsze jego zdaniem problemy otwarte posrod kidrych na szezegdlng uwage
wydajg si¢ zastugiwac (i) problem wielomianowej charakteryzacii standw kwantowo-optycznych
(ii) mozliwe zwigzki miedzy kwantowym twierdzeniem de Finetticgo, a charakteryzacjg orbit
standw niesplagtanych za pomocg wielomianéw jednorodnych (ili) ogdlny problem
charakteryzacji mieszanych stanéw splatanych, byé moze takze —~ dodajmy tu - w przypadku
fiaska konstrukcji Uhlmanna-Woottersa (iv) rozwiniecie ogdlnej teorii zasobéw na gruncie
fermionowej optyki liniowej lub teorii topologicznego kwantowego komputera.

Pod wzgledem merytorycznym rozprawg mgr. Michala Oszmarica oceniam wysoko. Praca
zawiera szereg bardzo wartosciowych rezultatow. Jestem przekonany, ze wyniki dotyczace
istnienia odpowiedniej operacji antyunitarnej wraz z analitycznym rozwigzaniem problemu
separowalnodci standw mieszanych, rezultat klasyfikujacy 4-modowe fermionowe stany
gaussowskie, charakieryzacja swiadkéw wielolinlowych za pomocg tworzacych stozka oraz
szacowanie ilodci standw splatanych z pomoca metod koncentracji miary na trwale zagoszezg na
tamach literatury przedmiotu. W szczegoélnosei rezultaty dotyczace konstrukcji Uhlmanna-
Woottersa mogg mie¢ dlugofalowe znaczenie dla calej dziedziny kwantowych korelacji stanow
mieszanych.

Niezaleznie od powyzszych wynikéw rozprawa oferuje odbiorcy pewien systematyczny
obraz problematyki — teori¢ splatania widziang poprzez perspektywe uogdlnionych standw
koherentnych na gruncie teorii reprezentacji, co samo w sobie moze stanowi¢ zrédlo inspiracii
dla innych badaczy w przyszlosei, a juz teraz mozna powiedzieé, ze perspektywa ta $wietnic
zdala egzamin takze na grzaskim gruncie korelacji czastek nierozréznialnych, gdzie tradycyjne
podejscia moga prowadzi¢ do rozmaitych kontrowersji.



Zanim przejde do oceny ogdlnej rozprawy, padnie jeszcze kilka uwag. Jakkolwiek mamy do
czynienia z pracg o sporej objetosci, nie nalezy czyni¢ z tego zarzutu ze wzgledu na wielos¢
przedstawionych wynikow. Praca ma wreez szansg do pewnego stopnia pelni¢ rolg swoistego
kompendium w odniesieniu do proponowanej na jej kartach perspektywy badawczej. Natomiast
w moim odczuciu w tek$cie brakuje kilku prostych - przypuszezalnie mozna by je pomiescié na
dwoch, trzech stronach - przyktadéw rachunkowych, chocby dotyczacych tego jak dzialaja
optymalne formy wieloliniowe z rozdzialu 6 na iloczynie dwdch roznych stanow mieszanych,
albo — jak procentowo sytuuje si¢ ograniczenie dolne miary mieszanych stanow splatanych na
wybranej orbicie. Mozna bylo rozwazy¢ uwzglednienie jakiego$ odniesienia do rezultatow pracy
[P. Badziag, C. Brukner, W. Laskowski, T. Paterek, and M. Zukowski, Phys. Rev. Lett. 100,
140403 (2008)] odwolujacej sig¢ do intuicji geometrycznych.

W paru - nielicznych - miejscach mozna bylo uzywane pojecia przedstawié nieco jasniej. Dla
przykladu - zapis formuly (2.88) mozna uzna¢ za zbyt skrotowy. Dla czytelnika
niezaznajomionego z tematyka reprezentacji algebr bezposrednie i jawne powigzanie z formulg
(2.77) byloby pomocne. Podobnie w rozdziale 2.4.2 podano definicje pétprostej algebry Liego,
ale (obecne w pdzniejszych twierdzeniach) pojecie potprostej grupy Liego si¢ nie tu pojawia.
Wydaje si¢ tez, ze czasem zdarzaja si¢ w tekscie fragmenty nacechowane w warstwie narracyjnej
pewng pospiesznoscig, cho¢ moze to by¢ subiektywne wrazenie recenzenta. W pracy wystepuje
spora liczba drobnych bledow typograficznych, ktérych zasadniczo nie bedziemy tu
przywotywaé. W tekdcie o rozmiarach omawianej dysertacji obecnos¢ usterek jest czyms
naturalnym, cho¢ byloby lepiej, gdyby przynajmniej czesci z nich udato si¢ unikngé (vide usterki
w zapisie Faktu 2.23 lub systematycznie powtarzajgcy sie w tekscie blgd w nazwisku autora
pracy [110]).

Powyzsze uwagi krytyczne, szczegolnie w zestawieniu z otrzymanymi wynikami nie maja
wigkszego znaczenia dla calo$ciowej oceny rozprawy. Warto podkreslié, ze, ogdlnie rzecz
biorge, dysertacja zostala napisana w sposob przemyslany i logiczny. Rysunki, w tym $wietny
schemat pogladowy 1.3, odznaczajg si¢ zwigzloscig i czytelnoscia. Wysoko nalezy oceni¢
poziom naukowego rzemiosta, jakim mimo mtodego wieku dysponuje mgr Michat Oszmaniec.
Swobodnie postuguje sie on nietatwymi narzedziami matematycznymi, potrafige, kiedy to
potrzebne, przystgpnie przyblizy¢ istote zagadnienia w sposdb nieformalny. Liczne
proponowane w rozprawie problemy otwarte bazujace na uzyskanych wynikach §wiadcza o
duzej ciekawosci badawczej autora (co zreszta bardzo dobrze wrdzy jego dalszej karierze
naukowej). Wszystko to sprawia, ze czytelnik moze lekture rozprawy, mimo nielatwego
charakteru podejmowanych zagadnien, zaliczy¢ do doswiadczen poznawczo tworczych i
inspirujacych.

W podsumowaniu pragng stwierdzié, ze przedstawiona przez magistra Michala Oszmanca
rozprawa dysertacja w stopniu ponadprzecigtnym spelnia wymogi stawiane rozprawom
doktorskim i wnosz¢ o dopuszczenie jej autora do dalszych etapdw przewodu doktorskiego, a w
przypadku jego pozytywnego zakonczenia — 0 wyrdznienie pracy.
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Szanowna Pani Dziekan,
W zatgczeniu przesytam oryginat recenzji rozprawy doktorskiej mgr. Michata Oszmarica.

Z wyrazami szacunku,
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