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Jednym z najwazniejszych celow wspolcezesnej fizyki teoretycznej jest znalezienie zunifikowanego
opisu wszystkich oddziatywan fundamentalnych. Model Standardowy stanowi teorie oddzialywan
elektromagnetycznych, stabych i silnych, natomiast grawitacja opisywana jest przez ogodlna teorie
wzglednosci. Do dzi§ nie udalo si¢ osiagnaé unifikacji potwierdzonej w eksperymentach, ale jedna
z prob odnoszacych najwiecej sukcesoéw jest teoria strun. Oprocz innych osiggnieé¢, wniosta ona
bardzo wysublimowane narzedzia dla fizyki teoretycznej i matematyki.

Szczegodlnie owocne okazaly sie badania taczace teorie strun z topologia. W 1990 roku Edward
Witten zostal nagrodzony Medalem Fieldsa za — miedzy innymi — ,,jedyna tréjwymiarows ze swej
istoty interpretacje niezmiennikéw Jonesa” [Ati91] w jezyku teorii Cherna-Simonsa. Ten przetom
moze byé¢ uznany za fundament nowej dziedziny taczacej teorie weztow nie tylko z kwantowa teoria
pola, ale takze ze strunami i branami.

W [OV00, LM01, LMV00] Labastida, Marifio, Ooguri i Vafa wprowadzili topologiczne niezmien-
niki weztéw wyrazone przez wielomiany HOMFLY-PT i intepretowane jako wypadkowa liczba sta-
néw BPS w pewnych ukladach D-bran. W zwiazku z tym niezmienniki BPS musza by¢ caltkowite —
to stwierdzenie, znane jako hipoteza Labastidy-Marifio-Ooguriego-Vafy (LMOV), jest jednym z naj-
wazniejszych otwartych problemoéw taczacych teorie weztow z teoria strun. Poniewaz relacja miedzy
wielomianami HOMFLY-PT a niezmiennikami BPS jest bardzo skomplikowana, badania hipotezy
LMOV koncentrowaly si¢ na przykladach w zakresie reprezentacji grupy U(IN) odpowiadajacych
skoniczonej liczbie najprostszych diagraméw Younga. W ramach innego nurtu badan, matematycy
udowodnili, ze wielomiany HOMFLY-PT pokolorowane reprezentacjami symetrycznymi spelniaja
relacje rekurenycjne zakodowane w wielomianach A [GLL]. Niezaleznie, stany BPS byty analizo-
wane w kontekscie kolczanéw i niezmiennikéw Donaldsona-Thomasa [KS, KS11, Reil2].

Niniejsza rozprawa ma dwa gléwne cele. Pierwszym jest znalezienie relacji miedzy wielomianami
A oraz kotczanami z jednej strony, a weztami i niezmiennikami BPS z drugiej. Drugi cel stanowi
otrzymanie szerokiego spektrum $cistych i jawnych wynikéw dotyczacych struktury niezmiennikéw

BPS, a w szczegolnosci wniesienie nowej perspektywy na hipoteze LMOV i udowodnienie jej w



mozliwie ogélnym zakresie, korzystajac ze znalezionych relacji. Wyniki tej rozprawy zostaty przed-
stawione réwniez w pracach [GKS16, KS16, KRSS].

Na poziomie klasycznym powyzsze cele osiagniete sa przez wprowadzenie nowej krzywej alge-
braicznej nazwanej dualnym wielomianem A, jego ekstremalnej granicy, jak rowniez ekstremalnych
niezmiennikoéw BPS. Analiza rozwiazan réwnan dualnych wielomianéw A prowadzi do Scistych wy-
razen na klasyczne niezmienniki BPS dla wszystkich reprezentacji symetrycznych. Formuly te
prowadza do nietrywialnych twierdzen o catkowito$ci w ramach teorii liczb, jak rowniez do odkry-
cia hipotezy calkowitosci silniejszej niz dotychczas znane przewidywania M-teorii. Wszystkie te
wyniki zostaly przedstawione w [GKS16].

Co wiecej, uogolnienie relacji taczacych dualne wielomiany A z niezmiennikami BPS na poziom
kwantowy ujawnia nieoczekiwany zwiazek z galezia matematyki znang jako kombinatoryka na sto-
wach [KS16]. W konsekwencji kwantowe niezmienniki BPS moga zosta¢ zadane w ramach modelu
kombinatorycznego skonstruowanego na podstawie kwantowych dualnych wielomianéw A. Model
ten prowadzi do jawnych relacji rekurencyjnych spetnianych przez kwantowe niezmienniki BPS oraz
do dowodu ich catkowitosci dla duzej klasy weztow.

Omawiana konstrukcja kombinatoryczna prowadzi réwniez do relacji miedzy niezmiennikami
Donaldsona-Thomasa dla kotczanu o jednym wierzchotku, a niezmiennikami BPS dla wezta try-
wialnego. Co istotne, zwiazek ten okazuje sie by¢ bardziej ogolny i w [KRSS| pokazano, ze funk-
cje generujace wielomiany HOMFLY-PT dla wielu innych wezléw moga by¢ zidentyfikowane jako
funkcje generujace niezmienniki Donaldsona-Thomasa dla opowiednich kotczanéw. Prowadzi to do
zaskakujacej dualnosci miedzy weztami a kolczanami, a w szczegélnosci miedzy wezlowymi nie-
zmiennikami BPS, a calkowitymi niezmiennikami Donaldsona-Thomasa [KRSS]. Z tego wynika,
ze identyfikacja kolczanu odpowiadajacego weztowi — ktora dokonana zostala w [KRSS] dla duzej
klasy weztow — automatycznie potwierdza hipoteze Labastidy-Marino-Ooguriego-Vafy dla wszyst-
kich reprezentacji symetrycznych dla danego wezta. Mozliwos¢ dowodzenia hipotezy LMOV jest
tylko jedna z glebokich konsekwencji dualno$ci miedzy weztami a kolczanami przedstawionej w tej
pracy.

Podsumowujac, zastosowane wielomianow A oraz kolczanow do analizy niezmiennikéow BPS
dla wezléw prowadzi do wielu nowych wynikéw i ciekawych powiazan, ktére zastuguja na dalsze

badania.
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