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Pojecie powierzchni rozdziatu faz odnosi si¢ do wyidalizowanej dwuwymiarowe]j reprezentacji
obszaru rozdzielajacego dwie substancje lub dwie fazy tej samej substancji. Szczegdlng klase po-
wierzchni rozdzialu faz stanowia te, ktére rozdzielaja dwa rézne plyny (dwie ciecze lub ciecz i gaz).
Podlegajacy zmianie ksztalt powierzchni rozdzialu faz wprowadza do opisu uktadu dodatkowe
stopnie swobody, ktore wzbogacaja katalog wystepujacych w nim zjawisk, powodujac jednoczesnie
dodatkowe trudnosci techniczne przy ich teoretycznym opisie.

Na poziomie makroskopowym réwnowagowy ksztalt powierzchni rozdzialu faz mozna uzyskaé
wykorzystujac rownanie Laplace’a. Wyjscie poza opis makroskopowy staje sie konieczne, gdy cha-
rakterystyczne odleglosci w uktadzie sa dostatecznie mate (najczesciej ponizej mikrometra). Oka-
zuje sie, ze konieczne jest wéwczas uwzglednienie dodatkowych efektow zwigzanych ze skonczonym
zasiggiem oddziatywan miedzyczasteczkowych. Poprzez wysumowanie mikroskopowych stopni swo-
body wplyw oddzialywan miedzyczasteczkowych moze zosta¢ uwzgledniony w formie tzw. poten-
cjatéw efektywnych bedacych funkcjami konfiguracji powierzchni rozdziatu faz wystepujacych w
ukladzie. Opis ten pozwala na wprowadzenie tzw. efektywnego hamiltonianu dla powierzchni roz-
dziatu faz, ktéry jest podstawa do uzyskania tzw. rozszerzonego rownania Laplace’a. Rownanie
to zawiera dodatkowe czltony pochodzace od potencjaléw efektywnych, okreslane jako ciSnienia
rozdzielajace.

Gdy niejednorodny ptyn sasiaduje ze stalym podlozem efektywne oddzialywanie pomiedzy
powierzchniami rozdzialu faz generowane przez dyspersyjne sity van der Waalsa dzialajace pomie-
dzy czasteczkami uktadu znaczaco wplywa na jego wtasciwosci, m.in. odgrywajac kluczowa role
w powierzchniowych przemianach fazowych zwilzania. Istnieje jednak wiele uktadow, w ktérych -
poza oddzialywaniem z podlozem - powierzchnia rozdziatu faz podlega rowniez oddzialywaniu ze
zlokalizowanym zaburzeniem. Obiektem zaburzajacym moze by¢ w takim wypadku inna kropla,
czastka koloidalna czy koncéwka mikroskopu sit atomowych. Pojawienie sie w ukladzie obiektu
zaburzajacego powoduje deformacje powierzchni rozdziatu faz, ktéra pomimo lokalnego charak-
teru zaburzenia moze rozciggaé¢ sie na odleglosé rzedu tzw. dtugosci kapilarnej. Oddzialywania
efektywne pomiedzy powierzchnia rozdziatu faz ciecz - gaz, a powierzchnia obiektu zaburzajacego
znajdujacego sie w obszarze fazy gazowej wywolane sitami van der Waalsa ma zazwyczaj cha-
rakter przyciagajacy. Moze ono prowadzi¢ - w przypadku dostatecznie matej odlegtoéci pomiedzy
obiema powierzchniami - do powstania mostka kapilarnego taczacego warstwe cieczy z obiektem
zaburzajacym.

Analiza tego zagadnienia na gruncie rownowagowym wymaga zalozenia, ze skale czasowe rza-
dzace deformacja powierzchni rozdzialu faz sa wystarczajaco krotkie w poréwnaniu ze skalami
czasowymi eksperymentu, tak aby mozna bylo pominaé efekty dynamiczne zwiazane z procesem
relaksacji powierzchni rozdziatu do ksztaltu réwnowagowego. Okazuje sie, ze w wielu przypadkach
zalozenie to nie jest spelnione, a proces relaksacji moze znaczaco wykracza¢ poza ramy czasowe
eksperymentu. Rozszerzone réwnanie Laplace’a moze byé¢ uwzglednione w hydrodynamicznym wa-
runku brzegowym na powierzchni rozdziatu faz, pozwalajac w ten sposob na opis dynamiki warstwy
cieczy przy wykorzystaniu réwnan Navier-Stokesa. Podejscie to wymaga jednak zastosowania skom-
plikowanych procedur numerycznych znaczaco utrudniajac analize problemu. W praktyce w opisie
dynamiki warstw cieczy czesto stosowane jest tzw. przyblizenie cienkiej warstwy, ktore pozwala
sprowadzi¢ réwnania hydrodynamiki do jednego réwnania na ewolucje grubosci warstwy cieczy.
Przyblizenie to wymaga jednak aby charakterystyczna pozioma skala przestrzenna deformacji byta
duzo wieksza od grubosci warstwy cieczy, co nie zawsze ma miejsce w badanych uktadach.

W rozprawie tej proponujemy alternatywne podejscie do analizy deformacji powierzchni roz-
dzialu faz. Jednym z gtéwnych wynikéw rozprawy jest wyprowadzenie (bezposrednio ze zlinearyzo-



wanych réwnan Navier-Stokesa) oraz analiza ogdlnego zwiazku dyspersyjnego dla zaburzen ksztal-
tu powierzchni swobodnej warstwy cieczy rzeczywistej o dowolnej glebokosci. Uzyskane wyrazenie
zbiega w granicy duzych liczb Reynoldsa do znanych z literatury postaci zwiazkéw dyspersyjnych
dla cieczy idealnej, posiada natomiast interesujace wtasciwoéci w zakresie parametréw, dla ktorych
lepkosé zaczyna odgrywaé¢ dominujaca role w dynamice warstwy cieczy. Okazuje sie miedzy innymi,
ze czeSé rzeczywista czestosci jest rézna od zera jedynie w skonczonym zakresie liczb falowych, a
w obszarach przejsciowych wykazuje zachowanie nieanalityczne.

Ogélny zwiazek dyspersyjny oraz jego formy asymptotyczne zostaly wykorzystane do analizy
deformacji powierzchni rozdziatu faz wywotanej oddzialywaniem warstwy cieczy ze znajdujaca sie
w jej poblizu jednorodna kulka. W przyblizeniu matych liczb Reynoldsa wyprowadzone zostato
réwnanie ewolucji dla spektrum deformacji. Po linearyzacji uzyskano na jego podstawie charak-
terystyczne skale czasowe rzadzace dynamika warstwy cieczy oraz powiazano je ze skalami diu-
goéci wystepujacymi w uktadzie. Zaproponowano réwniez metody analizy problemu nieliniowego,
w ktorym oddzialywanie pomiedzy kulka i powierzchnia rozdzialu faz zalezy od deformacji tejze
powierzchni. Zastosowano je nastepnie do znalezienia ewolucji czasowej ksztaltu powierzchni roz-
dziatu faz w przypadku gdy kulka porusza sie w kierunku pionowym nad powierzchnia cieczy, m.in.
wykonujac pionowe oscylacje.

Poza konfiguracjami osiowosymetrycznymi analizowany byl réwniez problem odpowiedzi po-
wierzchni rozdzialu faz na ruch kulki w kierunku réwnoleglym do powierzchni cieczy. W tym
kontekscie istotnym parametrem byl opér falowy bedacy pozioma sitg odczuwana przez zaburze-
nie poruszajace sie w poblizu powierzchni rozdzialu faz. Do jego obliczenia wykorzystano zardw-
no ogolna postaé¢ zwigzku dyspersyjnego jak réwniez jego formy asymptotyczne dla matych liczb
Reynoldsa oraz dla cieczy idealnej (nielepkiej). Szczegdlna uwage poswiecono znaczeniu grubosci
warstwy cieczy oraz predkosci zaburzenia dla dynamiki uktadu. Pokazano réwniez, ze istnieje du-
zy zakres parametréw, w ktérym poprawny opis problemu wymaga wykorzystania pelnej postaci
zwiazku dyspersyjnego.



SHAPE AND TIME EVOLUTION
OF THE GAS-LIQUID INTERFACE IN THE PRESENCE
OF AN EXTERNAL PERTURBATION

Karol Wedotowski

An interface is an idealized two-dimensional representation of the boundary region separating
two different kinds of matter or two phases of the same matter. A special class of interfaces consists
of those which separate two liquids or liquid and gas. Deformation of the interfacial shape introduces
additional degrees of freedom to the system, which give rise to many interesting phenomena but
also to new technical difficulties in their theoretical analysis.

The equilibrium shape of an interface can, on the macroscopic level, be found using the Laplace
equation. However, this description might turn insufficient when characteristic distances between
interfaces are small enough, usually below a micrometer. In that case, additional effects related to
a finite range of molecular interactions need to be taken into account. By integrating microsco-
pic degrees of freedom in the system, one may obtain the effective interaction potentials between
the interfaces expressed as functions of their geometrical configurations. As a result, an effective
hamiltonian for the interface can be derived, which in turn leads to the generalized Laplace equ-
ation. This equation includes additional terms - disjoining pressures - which reflect the effective
interaction between the interfaces.

When a fluid is placed in the vicinity of a wall or a substrate effective interactions generated by
the dispersive van der Waals forces affects its surface properties significantly, e.g. playing a key role
in the wetting phase transitions. However, there are many systems where the gas - liquid interface
experiences, aside from the effective interaction with a substrate, an effective interaction with a
localized perturbation. A perturbing object can be, for example, a droplet or a bubble, a colloidal
particle or a tip of an atomic force microscope. The localized perturbation induces deformation
of the interface which may extend to distances of the order of capillary length - potentially far
beyond the size of the perturbing object. Effective interaction between the gas-liquid interface and
the surface of the perturbing object generated by the van der Waals forces is usually attractive. It
can cause a capillary bridge formation when the distance between the object and the interface is
small enough.

Equilibrium analysis of this problem requires an assumption that the time scales of the interface
deformation are short comparing to the time scale of the experiment so that the dynamic effects
related to the relaxation processes can be neglected. However, it appears that this condition is
not satisfied in many systems and the relaxation process can be significantly longer than duration
of the experiment. Generalized Laplace equation can be utilized in the hydrodynamic boundary
condition for pressure at the gas-liquid interface, which couples the effective description of the
interactions between interfaces with the Navier-Stokes equations for the liquid film dynamics. Ho-
wever, this approach is computationally demanding when used without additional simplifications.
For this reason, many analysis make use of the thin liquid film approximation, which transforms
the Navier-Stokes equations into a single equation for the thickness of the liquid layer. However,
this approximation requires that characteristic longitudinal length scales in the system are much
larger than the film thickness, which may not be true for many experimental setups.

In this dissertation, an alternative approach to analysis of the gas-liquid interface deformation is
proposed. One of its main outcomes is the derivation (directly from the Navier-Stokes equations)
and analysis of a general dispersion relation for free surface perturbations on a viscous liquid
film of arbitrary thickness. The general dispersion relation simplifies, in the limit of large Reynolds
numbers, to known from literature forms of dispersion relations for the perfect (inviscid) liquid and
exhibits interesting properties in the range of parameters, for which viscosity plays a dominant role
in liquid film dynamics. For example, the real part of the frequency has a non-zero value only in a
finite range of wave numbers, and exhibits non-analytical behavior in the transition regions.

The general dispersion relation and its asymptotic forms have been used to analyze deformation



of the gas-liquid interface caused by the interaction between the liquid film and a solid ball located
above its free surface. In the approximation of low Reynolds numbers an evolution equation for
the deformation spectrum has been derived. After its linearization characteristic deformation time
scales have been obtained and related to the length scales present in the system. Also, numerical
methods have been proposed for analysis of the nonlinear problem, for which the disjoining pressure
depends on the deformation of the interface. They have been used to find the time evolution of the
interface in case the ball moves vertically (e.g. oscillating) above the liquid film.

Aside from the axisymmetric configurations, the interface deformation has been analyzed for
the ball moving along the gas-liquid interface with a constant velocity. In this problem an important
parameter is the wave resistance, which is a horizontal drag force experienced by the perturbing
object moving in the vicinity of the interface. The wave resistance has been calculated using the
general dispersion relation as well as its asymptotic forms in the regimes of small and large Reynolds
numbers. Special attention has been paid to the role of the film thickness and the velocity of the
perturbation in the dynamics of the system. It has been shown that there is a wide range of the
system parameters in which an accurate description of the interface requires using the full form of
the general dispersion relation.
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