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Rozdziat 1

Wstep

Nierownos¢ Penrose’a stanowi dolne ograniczenie masy M czarnej dziury
przez pole powierzchni jej horyzontu zdarzen |Sy|,

5

M > ,
167

(1.1)
i zostata zaproponowana w oparciu o szereg zatozen dotyczacych procesu
tworzenia sie i ewolucji tych obiektéw [1]. Posréd nich znajduje sie staba hi-
poteza kosmicznej cenzury, wedtug ktorej kazda osobliwos¢ jest zamknieta w
rejonie ograniczonym przez horyzont zdarzen czarnej dziury, niezwigzanym
przyczynowo z reszta czasoprzestrzeni. Pomimo wielu préb sformutowania
kontrprzyktadéw [2], wciaz pozostaje ona jednym z otwartych i aktywnie
badanych probleméw matematycznej ogdlnej teorii wzglednosci [3]. Jedna
z posrednich metod udowodnienia lub obalenia stabej hipotezy kosmicznej
cenzury jest weryfikacja nieréwnosci (1.1), poniewaz, wedtug przewidywan,
czasoprzestrzen w ktorej zalezno$é¢ ta nie bedzie spetniona Wykorzystujac
twierdzenia o osobliwosciach, prawa termodynamiki czarnych dziur oraz za-
tozenie o koncowym stanie ewolucji kazdego dynamicznego uktadu zawiera-
jacego czarng dziure bedacym rozwiazaniem Kerra mozna wywnioskowac,
ze nieréwnos$¢ Penrose’a powinna by¢ spetniona na hiperpowierzchni poczat-
kowej z horyzontem zdarzen zastgpionym przez odpowiednig powierzchnie
ztapana [1].

Dolne ograniczenie masy w nieréwnosci Penrose’a moze by¢ postrzegane
jako naturalne wzmocnienie twierdzenia o jej dodatniosci. Obserwacja ta
stanowita podstawe pierwszych préb weryfikacji (1.1). Wykorzystywaty one
techniki uzyte z sukcesem w dowodzie wyzej wspomnianego twierdzenia.
Wprowadzona przez Gerocha definicja kwazi-lokalnej masy i pokazanie jej
monotonicznego charakteru wzgledem potoku odwrotnej sredniej krzywizny
[4] zostaly zidentyfikowane przez Janga i Walda jako wlasciwa droga do we-
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ryfikacji nier6wnosci Penrose’a [5]. Jednakze w og6lnym przypadku potok ten
wykazuje osobliwy charakter, wiec pelny dowdd (1.1) wymagat formalnego
potraktowania tej przeszkody. Zostato to dokonane w pracy Huiskena i Ilma-
nena [6], gdzie zostalo przyjete zalozenie o dodatniosci krzywizny skalarnej
rozmaitosci. Udowodniona przez nich zaleznos¢ obecnie nosi nazwe rieman-
nowskiej nieréwnosci Penrose’a. Alternatywny dowdd (1.1) zostal przedsta-
wiony przez Braya i opieratl si¢ na mozliwosci cigglej deformacji zadanej
metryki w metryke schwarzschildowska [7]. Uogdlnial on wynik przedsta-
wiony przez Huiskena i [lmanena na przypadek wielu czarnych dziur. Punk-
tem wspolnym obu podej$é¢ byto przyjecie powierzchni minimalnych jako we-
wnetrznego brzegu rozmaitosci, co znaczaco ogranicza zakres stosowalnosci
riemannowskiej nieréwnosci Penrose’a. Dowod (1.1) w ogélnym przypadku
powinien rozszerzy¢ klase dozwolonego charakteru wewnetrznego brzegu i
dopuszczaé¢ powierzchnie ztapane jako obiekty reprezentujace czarne dziury,
co dotychczas udato sie otrzymaé jedynie w przypadku sferycznie symetrycz-
nych danych poczatkowych [8, 9].

Obecnie istnieje kilka metod ktore moga doprowadzi¢ do dowodu nieréw-
nosci Penrose’a. Wsréd nich mozna wymieni¢ miedzy innymi wykorzystanie
uogodlnionego réwnanie Janga [10] lub rachunek spinorowy w ogdlnej teorii
wzglednosci. Pierwsza z nich stanowi probe zaadaptowania dowodu twierdze-
nia o dodatnio$ci masy Schoena i Yau [11] i opiera sie na prébie identyfikacji
dowolnej hiperpowierzchni poczatkowej z cieciem statycznej czasoprzestrzeni.
Nierownos¢ Penrose’a jest wtedy spelniona poprzez poréwnanie masy i pola
powierzchni reprezentujgcej horyzont zdarzen badanych danych poczatko-
wymi z tymi samymi wielko$ciami zwigzanymi z hiperpowierzchnig ze zni-
kajaca krzywizna zewnetrzna [12]. Jest to jednak mozliwe tylko wtedy, gdy
istnieje rozwigzanie uktadu réwnan roézniczkowych okreslajacego funkcje ska-
larng definiujacg zanurzenie oraz czes¢ metryki otaczajacej czasoprzestrzeni,
czego dowdd nie zostal jeszcze przedstawiony.

Historia sukcesu podejs$cia wykorzystujacego rachunek spinorowy rozpo-
czeta sie od dowodu dodatniosci masy Wittena [13]. Bazowal on na istnieniu
rozwigzania rownania Diraca na hiperpowierzchni poczatkowej. Przy zatoze-
niu odpowiedniego warunku energetycznego mozliwe byto do pokazania, ze
dla dowolnej asymptotycznej wartosci rozwigzania tego rownania masa hi-
perpowierzchni jest zawsze dodatnia. Kolejne prace rozszerzyty to podejscie
na przypadek czarnych dziur (wewnetrznego brzegu bedacego powierzchnia
marginalnie ztapana), zaréwno dla masy ADM jak i Bondiego [14, 15]. Wy-
magato to uzupetienia przestrzennego rownania Diraca o odpowiedni waru-
nek brzegowy, co okazato si¢ ztozonym zagadnieniem. W jednym z podejsé
do tego problemu w przypadku riemannowskiej wersji zaleznosci (1.1) Herz-
lich otrzymal nieréwnosé wiazaca ze sobg mase ADM oraz pole powierzchni
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minimalnej [16]. Jednakze ze wzgledu na to, ze wspélezynnik wystepujacy
w tym zwigzku zawieral trudng do oszacowania w ogdlnym przypadku statg
typu Sobolewa, wynik ten moze by¢ traktowany jedynie jako uogoélnienie nie-
rownosci Penrose’a.

Przestrzenne rownanie Diraca jest rownaniem pierwszego rzedu, wiec do-
puszcza ograniczong klase dozwolonych warunkow brzegowych. Aby uzyskaé
wieksza swobode w wyborze zachowania sie badanego spinora na wewnetrz-
nym brzegu nalezy wiec rozwazaé¢ réwnania wyzszych rzedéow. Jednym z po-
dejé¢ do tego zagadnienia jest otrzymywanie ich przy pomocy ztozenia opera-
torow pierwszego rzedu z ich sprzezeniem. Tego typu proby zostaty przepro-
wadzone z sukcesem przez przez Backdahla i Valiente Kroona w przypadku
przyblizonych réwnan twistorowych w konteksécie dowodu dodatnio$ci masy
[17].

Nieréwnos$¢ Penrose’a moze byé wzmocniona w przypadku osiowosyme-
trycznych danych poczatkowych. Wtdy moment pedu J jest dobrze zdefinio-
wany i | ,

2 |Sh 4]

Z Tor TS (1.2)
gdzie réwno$c¢ zachodzi dla hiperpowierzchni czasoprzestrzeni Kerra. Sposrod
podejéé do dowodu tej zaleznosci mozna wymienié¢ prace Anglady [18, 19],
gdzie podobnie jak w przypadku riemannowskiej wersji (1.1) zostal wyko-
rzystany potok odwrotnej sredniej krzywizny. Pozwolito to na weryfikacje
alternatywnej wersji (1.2), z polem powierzchni |Sy| wystepujacym w czlonie
zawierajacym moment pedu zastapionym przez odpowiednig miare wielkosci
wewnetrznego brzegu.

Opisane powyzej metody dowodzenia nierownosci Penrose’a wraz z jej
wzmocniong wersjg stanowia jedynie czesé istniejacych strategii potwierdze-
nia lub obalenia tego zwiazku. Sposréd innych podej$é¢é warto wspomnieé o
pracach Malca, Marsa i Simona [20] oraz Malca i Roszkowskiego [21], ktore
wykorzystuja monotonicznos¢ kwazi-lokalnej masy Gerocha dla ogélnych ho-
ryzontéw, kosztem wprowadzenia dodatkowych ograniczen na dane poczat-
kowe. Szersza dyskusja zagadnien podjetych w tym rozdziale znajduje sie w
artykule przegladowym Marsa [22].

Niniejsza praca doktorska jest po$wiecona weryfikacji nieréwnosci Pen-
rose’a oraz jej wzmocnionej wersji w kontekscie podejscia konforemnego do
generowania danych poczatkowych w ogdlnej teorii wzglednosei [23, 24]. Za-
réwno (1.1), jak i (1.2) sa wysycane w czasoprzestrzeni Schwarzschilda, dla-
tego jej zaburzenia sg naturalng konfiguracja ktéra pozwala zweryfikowaé
te zwiazki. Zostanie to dokonane przy wykorzystaniu rozwiazania rownania
Lichnerowicza oraz wiezu pedowego w postaci poprawek do czynnika kon-



foremnego oraz konforemnej krzywizny zewnetrznej zwigzanych z hiperpo-
wierzchnig poczatkowa tej rozmaitosci. Odpowiedni warunek brzegowy za-
gwarantuje istnienie powierzchni marginalnie ztapanej (reprezentujacej ho-
ryzont zdarzen czarnej dziury) po transformacji konforemne;j.

Struktura pracy przedstawia sie w nastepujacy sposéb. Rozdzial 2 za-
wiera wstep teoretyczny do zagadnien zwigzanych z danymi poczatkowymi
ogoblnej teorii wzglednosci oraz konforemnej metody ich generowania. Szcze-
g6lny nacisk zostanie potozony na dane zawierajace wewnetrzny brzeg bedacy
powierzchnig marginalnie ztapana. W rozdziale 3 i 4 przedstawione zostang
wyniki dotyczace weryfikacji nieréwnosci Penorse’a z momentem pedu dla
osiowosymetrycznych zaburzen danych poczatkowych Schwarzschilda ze sfe-
rycznych horyzontem. Zaréwno w przypadku maksymalnym, jak i dopusz-
czajacym dowolng srednig krzywizne jest ona spelniona w wiodacym rzedzie
dla szerokiej klasy zaburzen. Ponadto, jesli slad krzywizny zewnetrznej znika,
to mozliwa jest pelna analiza i weryfikacja nieréwnosci rowniez w wyzszych
rzedach rozwinigcia. Dla uogélnionej krzywizny Bowena—Yorka podejscie ana-
lityczne zostalo zweryfikowane przez obliczenia numeryczne, pozwalajace na
oszacowanie roznicy pomiedzy masg, polem powierzchni i momentem pedu
dla rzeczywistych rozwiazan réwnan wiezéw. Rozdzial 5 stanowi podsumo-
wanie pracy.

W pracy przyjeta jest konwencja sumacyjna Einsteina a jednostki wy-
brane sa w taki sposéb aby ¢ = G = 1. Sygnatura czasoprzestrzeni to
(—,+,+,+). Greckie litery beda oznacza¢ wskazniki czasoprzestrzenne, na-
tomiast tacinskie przestrzenne.



Rozdziatl 2

Formalizm danych
poczatkowych w ogdlnej teorii
wzglednosci

Metryka ¥ czterowymiarowej rozmaitosci pseudoriemannowskiej M ¥ spet-
nia prézniowe rownania Einsteina ze znikajaca statg kosmologiczna jesli

- 1~
Ry = SRYGL, (2.1)

gdzie fi/(ﬁ,) jest tensorem Ricciego ’gvfﬁ,) a R® jego sladem. Koneksja Levi-Civity

zwiazana z metryka ﬁfﬁ) to %u- Celem tego rozdziatu jest przeformutowanie
(2.1) do postaci w ktorej jawnie widoczne beda wiezy narzucone na geome-
trie okreslonej przestrzennej trojwymiarowej hiperpowierzchni zanurzonej w

MW oraz réwnania okreslajace jej ewolucje w otaczajacej rozmaitosci.

2.1 Foliacja czasoprzestrzeni

Niech M® dopuszcza foliacje jednoparametrowa rodzina hiperpowierzchni
Cauchy’ego ¥;, generowang przez pole skalarne t. Norma gradientu V#¢ okre-
sla funkcje lapsu «
~ =~ 1
54 -
5 <Vt, Vt) - (2.2)
Jednostkowy wektor normalny do 3; to N*. Metryka indukowana na liciach

foliacji (pierwsza forma fundamentalna) jest okreslona w nastepujacy sposob,

G =G4 + NuN, (2.3)



i jest z nig zwigzany operator rzutu prostopadtego na >3,
g," =6,"+ N,N". (2.4)

Aby w pelni scharakteryzowaé¢ geometrie hiperpowierzchni ¥; zanurzonych
w M® nalezy takze okregli¢ w jaki sposéb zmienia sie g Wraz z przejéciem
Y — Yyt Krzywizna zewnetrzna (druga forma fundamentalna) 3, jest
zdefiniowana jako pochodna Liego metryki indukowanej wzgledem potoku
pola wektorowego N*,

1, -
ij = §£Ngu,j, (25)

co jest rownowazne z B B
K, =g,"VoN,. (2.6)

Korzystajac z wlasnosci %u mozna pokazac, ze N“N”[?W = 0, wiec druga
forma fundamentalna jest przestrzennym tensorem. Z definicji (2.5) w bezpo-
sredni sposob wynika rowiez jej symetria ze wzgledu na zamiang wskaznikéw
K, =K,

Operator rzutu prostopadtego na 3; pozwala réwniez na zdefiniowanie
pochodnej Levi-Civity D, indukowanej na tych hiperpowierzchniach. Niech
w,, bedzie polem jednoform speniajacych w,N* = 0. Wtedy
ﬁ“wy = gﬁ’g}ﬁ%awﬁ. (2.7)
jest przestrzennym tensorem. Tak zdefiniowana pochodna 5# jest zgodna z
Guvs Eugaﬁ = 0. Wprowadzone powyzej wielkosci zostang wykorzystane w
rozkladzie réwnania (2.1), indukowanym przez operator rzutu prostopadtego
na Zt.

2.2 Relacje Gaussa, Codazziego i Ricciego

Rozktad rownan Einsteina jest oparty na zaleznosciach pomigdzy odpowied-
nimi rzutami czterowymiarowego tensora Riemanna Rfﬁvé ijego trojwymia-
rowego odpowiednika }N%am(;, zwiazanego z koneksja lN?H.
Dla dowolnego przestrzennego pola jednoform w, jest spetniona naste¢pu-
jaca relacja, o o B
D,Dywa — DyD,we = Rya’ws, (2.8)
ktora jest definicja krzywizny zwiazanej z koneksja za pomocg komutatora
pochodnych kowariantnych. Réwnanie (2.8) mozna przedstawi¢ w inny spo-

sob, korzystajac z nast¢pujacego zwigzku pomiedzy D, a V,,
Euﬁywa = guﬁgyvgaaeﬁ%»ng + [?Wﬁa‘s]\fﬂﬁgwa + [?Maayﬂ/Nﬁ%’ng. (29)
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Po wstawieniu (2.9) do (2.8), wykorzystaniu symetrii krzywizny zewnetrznej
K, oraz faktu, ze w, jest dowolnym polem przestrzennych jednoform mozna
otrzymac relacje Gaussa,

~ N~ §~ e~ =(4 iy = iy = =~
g,ﬂg,,‘sga gCﬁRgé)f - KWK,,ﬁ + KVOCKMB = R,Waﬁ. (2.10)

Wyraza ona zwigzek pomigdzy catkowitym rzutem czterowymiarowego ten-
sora krzywizny Riemanna R ; ;1 jego przestrzennym odpowiednikiem Rqgys

oraz krzywizng zewnetrzng K, .
Kolejna zaleznos¢ wynika z wlasnosci przestrzennej pochodnej kowariant-
nej oraz definicji K, (2.6). Dla A, = N*V,N,, mamy

Ea[?uu = gaﬁgu’yguéﬁﬁﬁ'y]vé + Auf?a;u (211)
skad w oczywisty sposéb mozna otrzymac relacje Codazziego,
501[?“1/ - 5/1/[?041/ = gaﬁgu’ygllaé(ﬂi)tse]ve’ (212)

w ktorej wystepuje czesciowy rzut czasoprzestrzennego tensora krzywizny
Riemanna zwezony z wektorem normalnym foliacji N*. Relacje (2.10) oraz
(2.12) postuza do okreslenia wiezéw narzuconych na geometrie lisci foliacji
Y. Aby otrzymadé réwnania determinujgce ich ewolucje nalezy wprowadzi¢
dodatkowsq zaleznosc. _

Dziatanie pochodnej Liego na tensor K, wzdluz pola wektorowego N
to

LyKu = NONPRSY) o+ VA, + N,NVsA,+ (213
B - 5 :

+A,A, + K K, + K, sN,A°.

Zwiazek A, z funkcja lapsu, IN)#AZ, =-A,A + éﬁ#f)yoz, oraz przestrzenny
charakter lewej strony (2.13) prowadzi do relacji Ricciego,

xRy = N°N?G, 5, BY, + 2D,Da+ Ry Ky 1

Ny — gu Juv Rafyég + a °w v + puytv (21 )

ktora zawiera podwdjne zwezenie ﬁfjﬂ)vé z N*. Ze wzgledu na symetrie ten-

sora Riemanna wszystkie inne kombinacje Et(jﬁ)v s ZWigzane z rzutami na >
i iloczynami z wektorem normalnym daja sie sprowadzi¢ do (2.10), (2.12)
oraz (2.14) lub znikaja. Relacje te postuza do przedstawienia ogdlnej teorii
wzglednosci w postaci formalizmu ADM [25].



2.3 Rozklad ADM

Pole skalarne t, generujace foliacje czasoprzestrzeni M@, moze byé trak-
towane jako globalna funkcja czasu (jedna ze wspétrzednych). W tym przy-
padku bazy przestrzeni stycznej i kostycznej M™ to {9;,9;} i {dt, dz’}, gdzie
2" sg zwigzane z Y;. Wektor d; moze by¢ rozlozony na sktadows réwnolegta
oraz prostopadta do lisci foliacji,

0, = aN + 30, (2.15)

gdzie 3'0; to wektor shiftu. Korzystajac z (2.15) mozna zapisaé ﬁ,(ﬁ,) we Wpro-

wadzonej bazie w nastepujacy sposob,
g = —a?dt* + gy (da' + fidt) (da? + Fdt), (2.16)

ze wzgledu na to, ze w wybranej bazie wszystkie przestrzenne tensory sg w
pelni okreslone przez swoje przestrzenne sktadowe.

Prézniowe réwnania Einsteina (2.1) naktadaja dodatkowe ograniczenia
na wielkosci wystepujace w relacjach Gaussa, Codazziego i Ricciego przez
uwzglednienie fizycznej zawartosci teorii w czysto geometrycznych zwiagzkach.

Podwdjne zwezenie wskaznikéw w (2.10) prowadzi do

RY 4 2N*NFRY = R+ H? — K;KY, (2.17)
odzie H = K;'. Lewa strona (2.17) znika po wykorzystaniu (2.1),
14 D 1 D -~ D D
0=2N“N (Rfj‘) — 5R“)g,w) = RW + 2N“N*R(). (2.18)

Relacja Gaussa wraz z prozniowymi réwnaniami Einsteina implikuje wiec
R+ H? - K;K"7 =0, (2.19)

Zaleznos¢ ta jest nazywana wiezem skalarnym (hamiltonowskim).
Po wykonaniu operacji czesciowego sladu w (2.12) mozna otrzymaé

DK, — D,H = g,"R¥N*. (2.20)

Analogicznie jak w przypadku (2.17), prozniowe réwnanie Einsteina jest row-
nowazne znikaniu wyrazu po prawej stronie powyzszej rownosci,

- ~ I ~y~ ~ =
0= 5N () - 5RG, ) =N, 221
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Relacja Codazziego prowadzi wiec do wiezu wektorowego (pedowego),

D;K;' — D;H = 0. (2.22)
Wraz z (2.19) ogranicza on dozwolona geometrie pewnej hiperpowierzchni X
w taki sposob, aby mozna byto ja zanurzy¢ w czasoprzestrzeni spetniajacej
préozniowe rownania Einsteina.

Aby dopetni¢ obrazu formalizmu danych poczatkowych nalezy jeszcze
okresli¢ w jaki spos6b formy fundamentalne ¥; ewoluujg wraz z potokiem
generowanym przez pole skalarne ¢. W przypadku metryki indukowanej g;;
mozna tego dokonaé po zastosowaniu definicji (2.5) tensora krzywizny ze-
wnetrznej, rozktadu (2.15) oraz whasnosci pochodnej Liego. Wtedy

Eatgij = QOéKij + ﬁﬁiaﬁij- (223)
Otrzymanie rownania ewolucji IN(ij wymaga wykorzystania relacji Ricciego

(2.14). Wystepujace w niej podwdjne zwezenie tensora Riemanna ]5;2446)75 z
wektorem N* moze by¢ zapisane w nastepujacy sposob,

anB v~ & B ~af~ = 5 P4 ~ oy~ 5 4
N*N"3,7g,° wa)éﬁ =9"9,73,° ng)éﬁ +3.9., Rgd) =
= _Euu + -[A{vyif{vui - ﬁf{'

Nz

(2.24)

gdzie uzyta zostata relacja Gaussa (2.10) oraz prézniowe réwnania Einsteina
(2.1). Mamy wigc

[,at[?ij = Biﬁja + QQI?ik[?jk — aéij — Oz[flf(ij + ;C[Bkakl?ij. (2.25)
Réwnania (2.19), (2.22), (2.23) i (2.25) sa réwnowazne (2.1). Dzigki nim w
jawny sposob widaé, ze ogolna teoria wzglednosci nalezy do grupy teorii fi-
zycznych dopuszczajacych sformutowanie w postaci zagadnienia Cauchy’ego.
Rozwiazanie pelych (prézniowych) réwnan Einsteina moze by¢ zastapione
przez zadanie odpowiednich form fundamentalnych na hiperpowierzchni ¥,
a nastepnie zastosowanie réwnan ewolucji (2.23) 1 (2.25). Jednakze, skalar
Ricciego zwiazany z g;; wystepujacy w (2.19) powoduje, ze jest to nieliniowe
czastkowe réwnanie rézniczkowe, sprzezone w nietrywialny sposéb z (2.22).
Kwestia zadania odpowiednich form fundamentalnych hiperpowierzchni jest
wiec ztozonym zagadnieniem. Jedng ze strategii jest rozktad wiezu hamilto-
nowskiego i pedowego przy zatozeniu, ze pewne czedci metryki i krzywizny
zewnetrznej sg wolnymi parametrami. Uproszczone po tej operacji réwnania
wiezow okreslajg wtedy pozostate czesci tych tensoréw. Procedura ta moze
by¢ dokonana na wiele sposobéw, niemniej ze wzgledu na eliptyczny charakter
wyjsciowych réwnan preferowana jest metoda konforemna (Lichnerowicza).
Otrzymany w ten sposob uktad jest zblizony do zagadnienia poczatkowego
w elektrodynamice, gdzie wiezy narzucone na réwnania Maxwella maja ten
sam charakter.
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2.4 Metoda konforemna generowania danych
poczatkowych

Niech g;; 1 K;; beda pewnymi symetrycznymi tensorami okreslonymi na hi-
perpowierzchni poczatkowej 2. Idea stojaca za metoda konforemng jest wy-
korzystanie ich do otrzymania nowych form fundamentalnych spetniajacych
(2.19)1(2.22), g;; 1 Kj, przy wykorzystaniu transformacji konforemnej. Niech
gi; bedzie okreslone jako

i = ¥'gi5, (2.26)
gdzie 1 jest funkcja skalarna (wartosé potegi w wykltadniku 1 jest wybrana
ze wzgledu na prostote kolejnych zaleznosci). Skalar krzywizny R Zwigzany
z g;; moze by¢ wyrazony przez R (g) w nastepujacy sposob,

R 8

gdzie A jest operatorem Laplace’a metryki g;;, R = §¥R; a R = g Ry;.
Wstawienie (2.27) do (2.19) prowadzi do eliptycznego réwnania rézniczko-

wego okreslajacego funkcje 1,

Atp = %R + S H? — O K KV, (2.28)
Podobnie jak g;;, krzywizna zewnetrzna I?ij rowniez moze by¢ wyrazona
przez swoja konforemna czes¢ K;; (spelniajaca rownania wiezéw). Zostanie
to dokonane po rozktadzie tego tensora na slad H i czes¢ bezsladowg A;j,

~ ~ 1

Kij = Aij + gﬁ:qu'j- (2.29)

A i H moga by¢ wyrazone przez swoje odpowiedniki zwigzane z Kj;; przy
uzyciu czynnika konforemnego 1,
A =AY, (2.30)
H =YH. (2.31)
Wyktadniki = i y beda okreslone jako nastepstwo wymogu o maksymalnym

uproszczeniu wiezu pedowego. Po wstawieniu rozktadu (2.29) oraz transfor-
macji (2.30) i (2.31) do (2.22) otrzymujemy,

1

2 2
WDi (wm”A”) - gwy 49JD1H - gywy "Hg" Dip = 0, (2.32)
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gdzie D; jest koneksja Levi-Civity zwigzang z metryka g;;. Naturalnym wy-
borem jest wigc x = —10 oraz y = 0. Wtedy slad H staje sie niezmiennikiem
transformacji a A;; = ¢ 2 A;;.

Roéwnania wiezoéw w podejsciu konforemnym przyjmuja wiec nastepujaca
postac,

Y 1 55
AYp=—-R+— H——AzA” 2.
S Th g7 Y (2.33)
.2
DA} = gijﬂ. (2.34)

gdzie pierwsze z nich nazywane jest réwnaniem Lichnerowicza [23]. Wolnymi
parametrami staja si¢ zatem g;; oraz $lad I?,-j, natomiast szukanymi funk-
cjami v i bez$ladowa czeé¢ konforemnej krzywizny zewnetrznej, A;;. Formy
fundamentalne g;; i l~(ij mozna otrzymaé z rozwiazania ukladu (2.33) oraz
(2.34) przy pomocy zwiazkéw

~ H_
Gij = V'gij,  Kij = szw + 5 i (2.35)
Dla maksymalnych danych (H = H = 0) réwnania wiezé6w otrzymane przy
wykorzystaniu metody konforemnej separuja sie. W tym przypadku po okre-
Sleniu bezdywergencyjnego (wzgledem g;;) tensora A;; nalezy rozwiaza¢ na-
stepujace semiliniowe réwnanie Poissona,

W 1 y

AYp=—R——=A;AY. 2.36
W przestrzeni euklidesowej rozwiazanie wiezu pedowego (2.34) ze znikajaca
srednia krzywizna jest okreslone przez potencjaty skalarne ([26, 27] dla do-
datkowych zalozen o symetrii tensora i [28] w ogdélnym przypadku). Przy

takim zalozeniu (2 ~ R3) réwnanie (2. 36) sprowadza si¢ do

A = 8¢7A”AU (2.37)
gdzie A jest operatorem Laplace’a w ptaskiej przestrzeni. Najprostsze nie-
trywialne rozwigzanie tego réwnania dla A;; = 0 to

Yo = (1 + ;) : (2.38)

Ten czynnik konforemny odpowiada transformacji do danych poczatkowych
czasoprzestrzeni Schwarzschilda. Po przejsciu do wspoétrzednych izotropo-
wych (7,6, ) jej metryka przyjmuje nastepujaca postac,

2
~(4) _ (1_%) 2 A% 2 2 192 2 .2 2
Goer = =7z A"+ | 1+ - (dr® + r*d6” + r?sin® 6de?) ,  (2.39)

(1+3)°
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z horyzontem zdarzen znajdujacym sie w r = m/2. Konforemnie ptaskie
dane poczatkowe z 1) = 1)y sa wiec zwiazane z cieciem t = const (2.39). W
ogoblnosci, wystepowanie powierzchni reprezentujacej granice czarnej dziury
po transformacji (2.35) wymaga narzucenia odpowiedniego warunku brzego-
wego na funkcje ).

2.5 Dane poczatkowe z zewnetrzng powierzch-
nig marginalnie zlapang

Aby rozpatrywac dane poczatkowe ewoluujgce w czasoprzestrzen zawierajaca
czarne dziury potrzebny jest sposob identyfikacji tych obiektéw na hiperpo-
wierzchni 3. Pojecie horyzontu zdarzen jest zwiazane z globalng struktura
MW wiec nie moze byé¢ wykorzystane w tym kontekécie. Odpowiednia al-
ternatywa sa powierzchnie zewnetrznie ztapane. Dane poczatkowe scharakte-
ryzowane przez ich obecnosé ewoluujg w czasoprzestrzen zawierajacag czarng
dziure [29]. Szczegdlna podklasa tych powierzchni sa zewnetrzne powierzchnie
marginalnie ztapane, scharakteryzowane przez znikanie ekspansji wychodza-
cych geodezyjnych zerowych 6, . Metoda konforemna generowania rozwigzan
rownan wiezow pozwala na uwzglednienie tego warunku w naturalny sposob,
dlatego poszukiwane beda dane poczatkowe z brzegiem S, bedacym taka
powierzchnia. Niech

— 0, (2.40)

0, = (H — Kyt +2h)
Sh

gdzie wektor n' jest ortogonalny do S) i skierowany na zewnatrz, a h to
Srednia krzywizna zewnetrzna Sy,

~ 1~
h=5D'T. (2.41)

Definicja (2.40) wykorzystuje wylacznie obiekty okreslone na X. Interpretacja
0. z punktu widzenia S;, jako powierzchni zanurzonej w czasoprzestrzeni
MW moze byé przedstawiona w oparciu o zwigzane z nig w naturalny sposéb
dwa pola wektorowe [* i k*,

"= Nt +nH,

b (2.42)

Ich krzywe catkowe sa geodezyjnymi zerowymi (kongruencjami normalnymi
do Sp). Ekspansja 6, w tym sformutowaniu jest sladem pochodnej kowariant-
nej I wzgledem metryki s, indukowanej na Sj,

0, =5, V" (2.43)
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Dla form fundamentalnych g;; i }?ij otrzymanych przy wykorzystaniu
metody konforemnej znikanie ekspansji 6, przyjmuje posta¢ nieliniowego wa-
runku brzegowego typu Robina na czynnik ¢ [30, 31],

n'ab + %}w — 4_21ﬂ3Aijninj + %?f’H =0 na Sj. (2.44)

7 punktu widzenia badania nieréwnosci Penrose’a na hiperpowierzchni po-
czatkowej naturalnym kandydatem na wielko$é¢ odpowiadajaca polu powierzchni
czarnej dziury wydaje sie wiec pole najwickszej powierzchni ztapanej. Takie
utozsamienie jest jednak btedne, co zostalo pokazane w kontrprzyktadzie
przedstawionym przez Ben-Dova [32]. Nalezy wiec przyja¢ stabsze zalozenie
i rozwaza¢ nieré6wnos¢ z polem najmniejszej ze wszystkich powierzchni ota-
czajacych najwicksza powierzchnie ztapana.

Definicje energii, pedu i momentu pedu wystepujace w nieréwnosci Pen-
rose’a i jej wzmocnionej wersji rowniez dajg sie wyrazi¢ wylacznie przy po-
mocy wielkosci okreslonych na hiperpowierzchni poczatkowe;j.

2.6 Energia, masa i ped ADM

Masa, ped i moment pedu zwiazane z hiperpowierzchnia ¥ sa dobrze zdefi-
niowane w przypadku asymptotycznie ptaskich danych poczatkowych. Z tego
wzgledu zostanie przyjete nastepujace zatozenie o formach fundamentalnych
gij 1 Kij,

§= (A7) + (d7®)° + (d7®)° + O (rY)

k-0, (2.45)

gdzie (', 2%, 7%) sa asymptotycznie kartezjanskimi wspolrzednymi. W przy-
padku danych konforemnie ptaskich warunek (2.45) narzuca odpowiednia
asymptotyke czynnika 1,

Yp=1+0(r7"). (2.46)

Energia zwigzana z polem grawitacyjnym moze by¢ w tym przypadku okre-

slona jako
Lo ~jk [~ ~ i
FE = 16_7'(' TILI’{.IO g] (glj,k — gjk,i) n dO', (247)
Sr
gdzie S, jest sfera (1) + (32)° + () = r? ze standardowym elementem
powierzchni do i wektorem normalnym n’ skierowanym na zewnatrz. Postaé
funkeji podcatkowej w (2.47) nie jest jawnie kowariantna, jednak nie zalezy
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od wyboru asymptotycznie kartezjanskich wspétrzednych [33]. Powyzsza de-
finicja zostala wprowadzona w [25], dlatego wielkosé¢ ktéra okresla nosi nazwe
energii ADM.

Mase charakteryzujaca asymptotycznie ptaska hiperpowierzchnie poczat-
kowa mozna otrzymac korzystajac z relatywistycznego zwiazku

M = \/E? — PP, (2.48)

stusznego réwniez w kontekscie danych poczatkowych ogodlnej teorii wzgled-
nosci. Jednym ze sktadnikéw wystepujacych w réwnaniu (2.48) jest energia
ADM, wiec do dopetienia definicji nalezy jeszcze okredlié ped ADM, P
Jest on zwiazany z asymptotycznym zachowaniem sie krzywizny zewnetrznej
hiperpowierzchni,

i L. P T S AN
Pi= —lim (Kj —H(Sj)n]da. (2.49)
Sr

Moment pedu ADM jest zdefiniowany jako

. 1 . o~ ~ .
J' = Ton €' lim (fﬂsz — EkKl]) nld0> (2.50)
T r—00
Sr

gdzie € jest antysymetrycznym symbolem Levi-Civity. Zaréwno w (2.49), jak
i (2.50) zostaly wykorzystane oznaczenia z (2.47).

Wielkosci wystepujace we wzmocnionej wersji nieréwnosci Penrose’a moga
by¢ réwniez wyrazone przez czynnik konforemny 1, metryke g;; i krzywizne
zewnetrzng A;j, zwigzane z g;; i I?ij przy pomocy (2.35). Wtedy

1 .
AB = —o— lim (n'0s) do, (2.51)
Sr
i Lo i 2 i J
, 1 . . . H . H
J' = Eﬁljk rhjglo (FnlAlk — "' A7 + gnkfj - gnjfk) do, (2.53)

T

gdzie AE oznacza réznice pomiedzy energia ADM g;; i gi;.
Najprostsze rozwigzanie wigezu pedowego otrzymane przy uzyciu metody
konforemnej i dopuszczajace niezerowy ped i moment pedu ADM zostato
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przedstawione w pracy Bowena i Yorka w przypadku konforemnie ptaskich
danych poczatkowych [34],

3
Ayt = 202 (P + Pini — (855 — miny) Prny) +
3 (2.54)
+t3 (e n*n; + exjid'n"n;)

dla n® bedacego wektorem radialnym w R?. Reprezentuje ono pojedyncza,
obracajacg sie i pchnieta lorentzowsko czarng dziure.

17



Rozdziat 3

Nieréwnos¢ Penrose’a dla
maksymalnych zaburzen
danych poczatkowych
Schwarzschilda

Konforemna metoda generowania danych poczatkowych umozliwia wyzna-
czenie metryki g;; oraz tensora krzywizny zewnetrznej K;; hiperpowierzchni
poczatkowej ¥ korzystajac ze znanych rozwiazan réwnan wiezéw (2.19) oraz
(2.22). Po zadaniu konforemnych form fundamentalnych przyjmuja one po-
sta¢ sprzezonego uktadu eliptycznych rownan rézniczkowych, ktory separuje
sie przy zatozeniu o stalej sredniej krzywiznie. W tym przypadku nalezy naj-
pierw zadac¢ bezdywergencyjny tensor A;;, a nastepnie rozwigza¢ semiliniowe
réwnanie Poissona (2.37). O ile pierwszy krok tej procedury jest mozliwy
do wykonania dla konforemnie ptaskiej metryki, to dla nietrywialnego A;;
czynnik 1 musi by¢ wyznaczony przy wykorzystaniu metod numerycznych.
Alternatywa jest rozwazanie przyblizonego réwnania Lichnerowicza, dzigki
ktéoremu mozna otrzymaé¢ dane bedace zaburzeniem pewnego znanego roz-
wigzania. Dotychczas zostato to wykonane w kontekscie badan kolizji dwoch
czarnych dziur oraz ewolucji jednej czarnej dziury z niezerowy pedem [36, 37].
Konforemna krzywizna zewnetrzna A;; miata w tych przypadkach postac
BowenaYorka (2.54) z P* = 0 lub J = 0 a skala zaburzenia byta zwiazana
z niezerowym fizycznym parametrem charakteryzujacym uktad.

Rozdziat ten jest po$wiecony weryfikacji nieréwnosci Penrose’a dla mak-
symalnych (H = 0) osiowosymetrycznych zaburzen danych poczatkowych
Schwarzschilda. Mozna je otrzymaé korzystajac z przyblizonego, asympto-
tycznie statego rozwiazania rownania Lichnerowicza (2.37) z warunkiem brze-
gowym (2.44), gwarantujacym istnieniem zewnetrznej powierzchni marginal-
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nie ztapanej po dokonaniu transformacji konforemnej. Zaburzenia beda scha-
rakteryzowane przez skale tensora A;j, wyznaczonego w sposéb analityczny
przez potencjaty skalarne. Przedstawione wyniki pochodza z [38].

3.1 Bezdywergencyjne bezsladowe tensory na
ptaskiej przestrzeni

Konforemny wiez wektorowy (2.34) dla H = 0 oraz zalozeniu o osiowej sy-

metrii moze by¢ zapisany w sferycznym ukladzie wspotrzednych (7,6, ) w
nastepujacy sposob [39],

(r*A,.sin ) . + (rA,gsinf) g = 0, (3.1)
(Agpsin®0) g + (1*Ayg) ,sin® @ + 1% A, sinf cos § = 0, (3.2)
w

Ay = —5 )

0 ing’ (3.3)
W

A, = — : 4

er r2sinf’ (3.4)

gdzie w jest pewna funkcja. Warunki regularnosci tensora A;; (dodatek A)
ograniczajg jej zachowanie na osi symetrii,

wy=sin®0, w, =sin*6. (3.5)

Mamy wiec
w = wy sin® § + j(cos® @ — 3 cos ) + wo, (3.6)

dla regularnej funkcji w; i statych j i wy. Ostatni czton w (3.6) zostanie

pominiety w dalszych rozwazaniach. Jest to konsekwencja niezmienniczosci

konforemnej krzywizny zewnetrznej ze wzgledu na dodanie statej do w.
Roéwnanie (3.1) moze by¢ rozwiazane przy uzyciu potencjatu skalarnego

Q, 0 o
79 _ o7
Cr3sing’ Aro = (3.1)

ATT - . .
rsinf
Regularnos¢ sktadowych A, i A, prowadzi do

Qo =sind, Q,=sin0, (3.8)
wiec () ma nastepujaca strukture,

Q = qpsinf + acos?, (3.9)
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gdzie ¢ = cosf a a jest stala.
Dla funkcji F, takiej ze

1
Agg + §T2AW = EZ, (310)
réwnanie (3.2) jest réwnowazne z

1
AF = (2 —1) <(7“Q,7~)7r + ZASQ) , (3.11)

gdzie z = cosf oraz AJF = ((1—2*)F,) jest operatorem Laplace’a na
sferze jednostkowej. Warunek catkowalnosci (3.11) to

1
/

/ (2q)dz = pr + ]i, p,p = const. (3.12)
r

e

Funkcja ¢ moze by¢ roztozona w bazie wielomianéw Legendre’a P,,

2) = qu(r)Pa(2), (3.13)

gdzie ze wzgledu na rézniczkowa zalezno$é @ od ¢ w (3.9) przyjete zostato
zalozenie o znikaniu go. Réwnanie (3.12) okresla teraz jeden z wyrazéw po-
WYyZzsze] sumy,

3 P’
== — . 3.14
@ =3 (pr+ r) (3.14)
Korzystajac z wlasnosci (B.3) wielomianéw Legendre’a oraz (3.7) mamy,
a 1 -

. __ﬂr—zQ i

n=1

Qn,rpk,z- (316)

Réwnanie (3.11) daje sie uprosci¢ przy pomocy (B.4),

r

1, = 1 In
Ao + ir A, = Z ((rqnm),r - 2 n(n+1) ) P, (3.17)

n=2
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gdzie funkcja F' zostala wyrazona przez odpowiednie sktadowe A;; przy po-
mocy (3.10) oraz

P,= (A7 ((z*-1)P..) ) =
( ).

Wielomiany P, sa ortogonalne (dodatek B),

~ ~ B 2n(n+1)
/ (PkP”) dz = (n—1)(n+2)(2n+ 1Z5k”' (3.19)

Cn

-1 \

Sktadowe A,, i A,¢ definiuja ped, natomiast A,, moment pedu ADM. W
omawianym przypadku (2.52) i (2.53) sprowadzaja sie¢ bowiem do

1

1
P, = lim ) (erAT,, —V1- 227'147«9) dz = p, (3.20)
-1
1
1
J, = — lim 1 (r*A,p) dz = j, (3.21)

-1

gdzie wykorzystana zostata posta¢ (3.14) funkcji ¢; oraz (B.5). Pozostate
sktadowe P! i J' znikaja. Moment pedu nie wystepuje w standardowej wersji
nieréwno$ci Penrose’a, wiec na potrzeby jej weryfikacji zostanie wylaczony
z rozwazan poprzez przyjecie w = 0. Zalozenie to zostanie zniesione przy
analizie wzmocnionej wersji tego zwiazku.

3.2 Nieréwnosé wigzagca mase i pole powierzchni
czarnej dziury
Nierownos$¢ Penrose’a jest wysycana dla danych poczatkowych czasoprze-

strzeni Schwarzschilda. Konforemne wielko$ci charakteryzujace te hiperpo-
wierzchnie to

m
— (1 —), 3.92
vo=(1+75 (3.22)
g = dr* + r2d#* + r?sin® 0d?, (3.23)
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oraz znikajaca krzywizna zewnetrzna. Sfera r = m/2 jest minimalna wzgle-
dem metryki g = 93¢, co w tym przypadku czyni ja réwniez zewnetrzna po-
wierzchnig marginalnie ztapana. Aby posiadata drugg z powyzszych wtasno-
Sci réwniez po transformacji konforemnej, czynnik ¢ musi by¢ rozwigzaniem
nastepujacego zagadnienia brzegowego Robina dla rownania Lichnerowicza,

A= g4,

o 1 o o m

— A3 dlar = — 3.24)
by = 1o AT dlar = o, (
lim ¢ =1,

gdzie @D = % jest zwiazany z transformacja danych poczatkowych Schwarz-
schilda, g;; = 1Z4§ij, A operatorem Laplace’a metryki g;;, Al] = 145%417
zaburzeniem w postaci nieznikajacej krzywizny zewnetrznej a A? = A;; A%
Zagadnienie (3.24) jest rébwnowazne z

1
A = —§A21/1_7,
wT + iw = lArrwig dla T = ﬂ’ (325)
' m 4 2
lim ¢ =1,

gdzie wszystkie wielkosci sg zwigzane z plaskg metryky g;;.

Energia ADM wyjsciowych danych poczatkowych moze by¢ wyrazona
przez 1& i AU przy pomocy (3.24). Scalkowanie réwnania Laplace’a okre-
slajacego czynnik konforemny oraz wykorzystanie warunku brzegowego na te
funkcje prowadzi do

B—m+ 16% V (A2 av - ﬁ (A=) as, (3.26)
h

dla odpowiednich elementéw dwu- i trojwymiarowej objetosci do oraz dv
zwigzanych z ¢;;. Pole zewnetrznej powierzchni marginalnie ztapanej po trans-
formacji to

15| = j{qﬁ‘*d&. (3.27)
Sh

Niech skala konforemnej krzywizny zewnetrznej A;; bedzie proporcjonalna
do pewnego parametru €. Jesli istnieje nastepujace rozwiniecie czynnika 1,

Y=vo+ U1+ +0O (63) ) (3.28)
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gdzie 1, ~ €, to 1, energia ADM i pole powierzchni |Sp| wynosza odpo-
wiednio

=1+ +1r+0(, (3.29)
1o/, 3 .

B=m— e § Ao+ (AM/;I) dé+ (3.30)

S 3
1 8y 10 :
14

|Sh] = 167m? +}1{ (40) ds + f (603 +40) ds + 0 (). (331)

Sh Sh

Wyrazy proporcjonalne do € i €2 w (3.30) i (3.31) zaleza jedynie od Uy =
11 /1o. Korzystajac z (3.25), mozna otrzymaé zagadnienie brzegowe okresla-
jace te funkcje,

Ay =0,

1 1 m
wl,r + Ewl = @Arr dla r = 57 (332)
lim ¢ = 0,

Pole powierzchni (3.31) zawiera calki brzegowe z 1/011 i @/012, ktore daja sie
wyrazi¢ przez wielkosci z nizszych rzedéw rozwiniecia przy uzyciu (3.24).
Mamy

o o o o 1-
A¢1+A¢2=—§A2

9 o ]_ o 3 ° o m
= A, — = - 3.33
Vi +Yor = 7 6’4”" ] GAle dlar =7, (3.33)
lim ¢y = lim ¥y =0,
skad wynika
1 o . 1
— (U () () ) = —2(4%), (3.34)
T2 ’ ") 8
gdzie
1
(fy = 27r/de- (3.35)
“1

Réwnanie (3.34) mozna rozwiazaé¢ rzad po rzedzie ze wzgledu na <¢1> i
<1/}2> wykorzystujac odpowiednie warunki brzegowe narzucone na te funk-
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cje. Wtedy

2

o m
(Y1) = —m<f4rr>h, (3.36)
. 3m? VT L N
<w2> - 12;Zw0 <Arrw1>h + g/ (T/ng / ?Qwo 6<A2>d7”) dr 5 (337)
r m/2

gdzie (-}, oznacza catke po sterze jednostkowej funkeji ewaluowanej w r =
m/2 oraz A? = )}2A% Wstawienie (3.36) oraz (3.37) do wyrazenia (3.31)
prowadzi do

3 3

3
1S4l = 167m? — T Ay + 6mA(eR), + (At
> (3.38)
om? / (ri™ (A2)) dr+ O ().
m/2
gdzie wykorzystana zostata nastepujaca zaleznosc,
]{fd& = 4m>(f)y. (3.39)

Sh

Jedna z calek wystepujaca w (3.38) zostala uproszczona przy uzyciu funkcji
schodkowej Heaviside’a ©,

7 (T,Qlwg 7@ (r' — 77)7“2?1)0_6<A2>df) dr' = 7?¢57<A2>dﬁ (3.40)

m/2 m/2 m/2

Weryfikacja nieréwnosci Penrose’a bedzie przeprowadzona w oparciu o

wielkos¢ Py, réwna
Shl
p— g2 5 3.41
! 167 (3.41)
Dla osiowosymetrycznych danych poczatkowych ped ADM ma tylko jedna
niezerowg sktadowa, ktéra w dyskutowanym przypadku wynosi p (3.20). Nie-

rownos¢ Penrose’a bedzie wiec speliona jesli

Pr—p* > 0. (3.42)
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Po uwzglednieniu wyrazéw kwadratowych rozwiniecia E i |Sy| wzgledem e
lewa strona (3.42) przyjmuje nastepujaca postac,

m? \° 3m
PP == (G ) (At = (0, —

1287
m Fre- A 343
S 0 ’

bedaca pierwszym nietrywialnym wktadem do petlnej nieréwnosci Penrose’a.
Jest wiec ona speliona w tym rzedzie, jesli PI(Z) —p? > 0. W przypadku
gdy PI(Q) = p? nalezy uwzglednié¢ wyrazy proporcjonalne do wyzszych poteg
parametru e.

Korzystajac z postaci konforemnej krzywizny zewnetrznej A;; we wspot-
rzednych sferycznych mamy

2 1 1 2 ’ 3 2 1 2
<A > =2 F Ag@ + ET’ Arr -+ ZIATT -+ ﬁAre . (344)

Dla osiowosymetrycznych sktadowych A;;, okredlonych za pomoca potencjatu
q, (3.15), (3.16) oraz (3.17) otrzymujemy

2 00 2 2
(A%) = 4 3a N 3n® (n+1) 2 2n(n+1)qzr
2r6 — 2(2n+1)r6 (2n+1)rd™™

n= (3.45)

- 1 a\°
n n,r - 5 ]- — 9
—l—;c ((rq,)ﬂﬂ 2n(n+ >7“) }

gdzie wykorzystana zostala ortogonalnos¢ wielomianow Py (dodatek B) z
norma ¢, dang przez (3.19). Wyrazenie (3.45) separuje sie ze wzgledu na
poszczegdlne funkcje ¢,. Mozna je zapisa¢ jako
2 2 / /2 0
2\ _ a”  5p° | 2pp  Sp
<A>_6w(r—6+r—4+r—6+r—8>+2An, (3.46)
n=2
dla postaci (3.14) ¢, oraz A, zalezacych od g, i ich pochodnych.

Aby oszacowaé (3.43) nalezy tez rozwiazaé¢ zagadnienie brzegowe (3.32)
okreslajace . Mamy

a m2p + 4p’ n(n+1)guP, fm\r1
__ P nh (-) (347
& (8mr * 8m?3 ' ; 16(2n+1)r2 \2r (3:47)
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gdzie gnp = g, (M/2).
Ostatecznie, wielko$¢ (3.43) wynosi

- 3n? (n+1 q m r (2 — ¢0
PP —pr =) nh | —/ s e | (3.48
TP T T et 8 J (349
2

W wyrazeniu tym nie wystepuja czlony zwigzane z ¢, wiec dla zaburzenia

w postaci tensora A;; generowanego wylacznie przez te funkcje nieréwnosc

Penrose’a moze by¢ zweryfikowana jedynie, gdy uwzglednione zostana kolejne

wyrazy rozwiniecia wzgledem parametru e. Badanie dodatniodci (3.48) w

og6lnym przypadku wymaga wykorzystania sformutowania wariacyjnego.
Niech F bedzie nastepujacym funkcjonatem,

)_m

209 _
SR A G Y (2 wO)Andr.
8

F (Gn, Orn, 024y,
( 7

(3.49)

M\S\g

Dla A,, danego przy pomocy (3.45) i (3.46) moze by¢ on zapisany jako

F (@ns GnsGin) = 265 | 0[ (G0 — Ngau)* + (N — 1) (242 + 3Ng2) ]du, (3.50)

\8

In

v[3

gdzie
m(1-5) N2 (n+1) 1 (3.51)
= — = =-n(n u=Inr .
Q ’["3’17/)0 Y 2 Y
oraz ¢, = 0,q,. Znikanie pierwszej wariacji F wzgledem ¢, prowadzi do

roOwnania rézniczkowego na nieznang funkcje ekstremalizujaca v,
(35 o N) [Q (65 - N) yn] _Q(N_ 1)au (Qauyn) +3N (N o 1) OYn = 0. (352)

Rozwiazaniem (3.52) uwzgledniajacym odpowiednie asymptotyczne zacho-

wanie jest
Ny, -1 n+l 2 n
Yo (2 (ﬁ) 4 (ﬂ) . (3.53)
2N +1\n+1 \2r n 2r
Charakter ekstremum funkcjonatu moze by¢ okreslony w bezposredni sposob,
bez odwolywania si¢ do wariacji wyzszych rzedéw. Dla pewnego v/, takiego

Yn =
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ze Y, = 0 mamy
F(yn+4n) = F (yn) = F (y) +

+ 4c¢,,
1

o (¥, — Ny,) (i — Nyn) du+
(3.54)

+ 4e, o(N —1) (29,9 + 3Ny, y,) du.

1

=} =
o g w\s\g

Posta¢ wyrazenia (3.50) implikuje F () > 0, wiec po wykonaniu caltkowa-
nia przez czesci, uwzglednienia wartosci v/, i 0(m/2) oraz wykorzystaniu
réwnania (3.52) otrzymujemy

F (yn + o) = F (yn) 2 0, (3.55)

co dowodzi, ze y, dane przez (3.53) jest globalnym minimum funkcjonatu F.
Wielko$¢ (3.48) moze by¢ zapisana w alternatywny sposob,

+1)°¢2 c .
PP 2= (n (o — Nawn) | - (3.56
; < 3220+ 17°m? | 32m2] (G = Nan) (3:56)

co dla ¢, = y, (ekstremum F) prowadzi do

1 =n?(n+1)*n—1)(n+2)
PP —p? = 2> 0. 3.57
1P T e ; (n?+n+1)2n+1)3 Ynh 2 (3:57)
Nierownos$¢ Penrose’a w drugim rzedzie rozwiniecia wzgledem € jest wiec
spetiona dla dowolnego zaburzenia generowanego przez q,, n > 2.

3.3 Nier6wnosé Penrose’a z momentem pedu

Wzmocniona nieréwno$¢ Penrose’a dla zaburzen danych poczatkowych Schwarz-
schilda w drugim rzedzie rozwinigcia wzgledem parametru € przyjmuje na-
stepujaca postac, ,

PP > # (3.58)
gdzie wykorzystana zostala definicja (3.21) momentu pedu oraz wzoér (3.31),
okreslajacy pole powierzchni |Sy|. Dla niezerowego potencjatlu w (3.6), wy-

(2)

razenie P}~ zawiera cztony zalezne wylacznie od sktadowych A, oraz A,
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wiec ze wzgledu na (3.57), nieréwnosé (3.58) jest rownowazna z

2—1/10 L 1 ) y
/ (St ) oo 69)

gdzie wykorzystana zostalta postaé (3.43) PI(Q). Niech

w=0+j(*=32), o=(1-2:" (3.60)

Definicje (3.3) oraz (3.4) sktadowych A, i A,y przy pomocy potencjatu w
prowadza do

2— 1 1
/( AT L

o (5 e
o [ ()

wiec nieréwnosé (3.59) jest spelniona dla dowolnego w # 0. Jesli ta czes¢
w znika, to w celu weryfikacji wzmocnionej nieréwnosci Penrose’a nalezy
uwzgledni¢ wyrazy wyzszego rzedu w rozwinieciu wzgledem parametru e.

3.4 Weryfikacja nier6wnosci Penrose’a dla za-
burzen typu Bowena—Yorka

Nierownos¢ Penrose’a wraz ze swoja wzmocniong wersjg z momentem pedu
jest spetniona w drugim rzedzie rozwiniecia wzgledem e dla szerokiej klasy
osiowosymetrycznych zaburzen danych poczatkowych Schwarzschilda. Jed-
nakze, ze wzgledu na (3.48) oraz (3.61), pewien szczegblny wybodr konforem-
nej krzywizny zewnetrznej A;;,

/ 3 /
e Cag (P4 2) a2t (PP,
73 I 2

Aff =AY =—CA,, (3.62)
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nie wnosi do niej zadnego wktadu proporcjonalnego do €2. W tym przypadku
nalezy uwzgledni¢ wyrazy zwigzane z wyzszymi rzedami rozwiniecia.

Tensor A;; dany przez (3.62) wraz z plaska metryka g;; sa uogdlnionymi
danymi poczatkowymi Bowena—Yorka [40]. Oprécz fizycznych parametréw
wystepujacych w (2.54) zaleza one réwniez od stalych p’ i a. Pierwsza z nich
jest pedem ADM zwigzanym z punktem r = 0 przeniesionym do nieskonczo-
nosci poprzez inwersje wzgledem sfery, natomiast druga nie posiada zadnej
interpretacji.

Wyrazy trzeciego rzedu w € w rozwinieciach (3.30) oraz (3.31) to

B = T (¢7< 2¢1>) ar+ 5 (A (= 40)),, (363)

|S,|® = <¢1 + ¢1¢2+¢3> . (3.64)

Funkcja 1/;3 spetia nastepujace zagadnienie brzegowe, okreslone na hiperpo-
wierzchni schwarzschildowskiej,

(o o 7 2 o

Apg = gA (5

e = Ay, (207 - 3.65
dop = oA (208 —4s) dlar =7, (3.65)
\ '— 00

Podobnie jak w przypadku (3.36) i (3.37), mozna pokazaé, ze

<@7)3>h = —%’; (A (03 = 12)), — g / (% <A2¢1>) dr, (3.66)

m/2

gdzie ostatnia catka zostata uproszczona przy pomocy (3.40). Ostatecznie

dr+

- [ 7 12 (2 o) (A7)

S v
m/2

(3.67)

LM A, 7’ (A7)
102472 Y8
m/2

<Arr¢1>h <A7’r>h} :

ar 5 (Gt 430 +

3m?

- 1638472
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Aby obliczy¢ (3.67) potrzebna jest analityczna postaé ¢,. Funkcja ta spelia
nastepujace rownanie Poissona z warunkami brzegowymi,

(

Ay =~ ?

v 57

Ot + ity = — > Anty dlar =7 (3.68)
lim wg—(),

ktore jest mozliwe do rozwigzania dla uogélnionego tensora konforemnej krzy-
wizny zewnetrznej Bowena—Yorka (3.62) poprzez rozktad niejednorodnosci w
szereg wzgledem wielomianéw Legendre’a (dodatek C).

Wzmocniona nieréwnos$é Penrose’a w tym rzedzie rozwiniecia to

72
(3)
P+ —— - m2 (Y1), =0, (3.69)
Wyrazenie po lewej stronie (3.69) znika dla rozwazanej postaci A;;, wiec we-
ryfikacja dyskutowanej zaleznosci tym przypadku musi opiera¢ sie o wyrazy
proporcjonalne do €*. Mamy

B = / (;—Zg (A2 (107 ~ z/»2¢o)>) dr— (3.70)
o (A (120132 — 605 — 5¢3)), (3.71)
o12m h
S| = 4m? <1f—§ + 3‘@% + % + 3y + 41[}4> . (3.72)
h

Czton <1Z4> , podobnie jak (3.37) i (3.66), moze by¢ wyrazony przez po-
h

prawki nizszego rzedu do czynnika konforemnego dzigki wykorzystaniu za-

gadnienia Robina dla réwnania Poissona okreslajacego 14,

(5124 = g/iz (@/)2 - 4¢%> ;

o 1 - °q o o o ~m 3.73
bap = oA (=100 + 12000 —30) dlar = =, (3.73)

lim ¢4 = 0.

\ r—00
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Jest on réwny

() = =gm= (A (12010 — 605 — 507)), +

256
7 r r (3.74)
+3 / (—9 (4% (47 - wzwo)>) dr.
(s
m/2
Wielkos¢ P1(4) wynosi
2
1 r2(A?) Tm? (A,,) r2(A%,)
Py = / d Tih / d
1T O56m2 v T 0 T
m/2 m/2
9Im* s m? /]
I S 2 112 .
+ 6553672 (Arribr)y, 167 < 1 + 672 + 695 + ¢1¢3>h
3m* 9
~ 1633402 <Arr ("¢2 — ¢1)>h (Arp)y, + (3.75)
m [ r2(2 — o)
t 3 (—?/18 (A% (497 — athy) ) | dr+
m/2
3m? (A ), [ r2(A?
+ m< w1>h/r<6>d7".
204872 e
m/2

Ze wzgledu na wyraz zawierajacy ¥13 jej oszacowanie musi by¢ poprzedzone
rozwigzaniem nastepujacego zagadnienia brzegowego,

( 7

A1/’3 = 8—%/421?1
18, m (3.76)
3r¢3 + m?ﬂ:& - 64147"7" (% w2) dla r = 9 )

Jest to mozliwe do wykonania w sposéb analogiczny do (3.68) (dodatek C).
Ostatecznie, w czwartym rzedzie rozwinigcia wzgledem € wzmocniona nie-
rownosé¢ Penrose’a to
2

PO+ (27r <¢2+Zw%> —<¢1>2) > 0. (3.77)
h

1672m

Wyrazenie zawarte w (3.77) dla uog6lnionej konforemnej krzywizny Bowena—
Yorka (3.62) przyjmuje postaé¢ jednorodnego wielomianu czwartego stopnia
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zmiennych p/m, p’/m3 oraz j/m?,

j2 (4) )
Py —4nr—— =m"W
( ! |5h|) (

gdzie (po zaokragleniu do 1077)

P
P W) , (3.78)

3=

W (z,y,2) = 0.0888638z" + 0.0100359z"y+
+ 2 (0.0110756y* 4 0.05437822%) +

3.79
+ z (0.004645y° + 0.04275y27) + (3.79)
+0.00448712y* + 0.0445892y%2% + 0.013252%.
W ogélnym przypadku dominuje w nim czton proporcjonalny do 4,
P4
W > 0.086 (—) , (3.80)
m
natomiast dla p = 0 daje sie oszacowaé¢ w nastepujacy sposob,
W > 0,004y + 0, 044y2% + 0,013z". (3.81)
Wida¢ wige, ze dla dowolnego zaburzenia z a = (0 wzmocniona nierow-

nos¢ Penrose’a w tym rzedzie rozwinigcia wzgledem € jest spetniona. Jesli
p=1p =7 =0 oraz a # 0 dane poczatkowe sg sferycznie symetryczne i od-
powiadaja cieciu t = f (r) metryki Schwarzschilda (2.39) [41], wysycajacym
ta zaleznosc.

Ze wzgledu na szczegdlny charakter uogélnionej konforemnej krzywizny
zewnetrznej Bowena—Yorka (3.62) wzmocniona nieréwnosé Penrose’a zosta-
nie zweryfikowana réwniez w Scistym przypadku metodg numeryczna dla nie-
zerowych fizycznych parametréw okreslajacych ped oraz moment pedu ADM.
Pozwoli to na oszacowanie zakresu zgodnosci stosowanego przyblizenia.

3.5 Numeryczna weryfikacja nieré6wnosci Pen-

rose’a dla danych poczatkowych Bowena—
Yorka

Konforemne dane poczatkowe Bowena—Yorka sg okreslone przez ptaska me-
tryke g oraz krzywizne zewnetrzna A;; (3.62) z a = p’ = 0. Aby po trans-
formacji opisywaty hiperpowierzchnie z wewnetrznym brzegiem w r = m/2,
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reprezentujacym czarng dziure, nalezy rozwiazaé (3.25) z

12p
(Arr)h - W'&

A= 0 (224 1) 42 (2 - 1))

(3.82)

W tym celu zostal wykorzystany jezyk FreeFEM++ [42], dzieki ktéremu
mozliwa byta rowniez analiza analogicznego zagadnienia zwigzanego z me-
tryka Kerra [43]. Podstawy teoretyczne formalizmu stojacego za tym algo-
rytmem numerycznym zostaly przedstawione w dodatku D.

Metoda elementu skonczonego wymaga, aby obszar na ktérym rozwiazy-
wane jest réwnanie rézniczkowe byt skonczony. Ze wzgledu na to wprowa-
dzona zostanie nastepujaca zmienna,

,
s= s (3.83)
Dziedzing zagadnienia brzegowego (3.25) staje sie wowczas Q = [1,1] x

[—1, 1]. Element objetosci takiej przestrzeni to

1,2

dV = —dxd=. 3.84

Stabe sformutowanie (3.25) moze by¢ zapisane jako

/ ((1 . l’)4 ¢,xv,m + (1 — x)xz(l - yQ) ¢,yv,y> dV+

Q

1
1 1 1
+/U (4_77D:)’ATT - Ew) dz — é / (UA2¢_7) dV =0.
Q

(3.85)

Ze wzgledu na semiliniowy charakter zagadnienia (3.25), numeryczna imple-
mentacja (3.85) wymaga wykorzystania procedury iteracyjnej opartej na li-
nearyzacji odpowiednich cztonéw. Zastosowana formuta rekurencyjna dla po-
czatkowego rozwigzania 1)) = 1y, czynnika konforemnego metryki Schwarz-
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schilda, to

N2 .2
/ ((1—x)4w(n)’xv,x+ L) 2(1 . )w(n),yv,y> dV+

X

Q
/ 1
1
+ [0 Aup = | e (3.56)
-1 <4w?n_1) m

1 2 -7 -8 _
- / vA2 (897 1) = Uy ) AV =0,
Q

gdzie n-ty krok pozwala otrzymac 1, dla zadanego (,—_1). Zostala ona

otrzymana przez przyblizenie cztonu f (1)) = 1/)(_7:) przez pierwsze dwa wy-

razy szeregu Taylora wokot ¢, 1),
iy B Uiy = Ty (Ym) — Y1) - (3.87)

Zakonczenie iteracji (3.86) nastepuje, gdy norma L? réznicy ¢y — ¥m-1),

1Y) — Ym-pll2 = / (Yn) — @%4))2 dv. (3.88)

Q

staje sie mniejsza od 1074, Analityczne rozwigzanie vy moze réwniez postu-
zy¢ do weryfikacji poprawnosci algorytmu numerycznego (dodatek E).
Czynnik konforemny 1 zostal wyznaczony dla m = 2 oraz p € [0, 3.5]
i j € [0,12]. Badanie nieréwnosci Penrose’a jedynie dla dodatnich warto-
Sci tych parametréow byto konsekwencjg niezmienniczosci zagadnienia wo-
bec zmiany ich znaku. Co wiecej, wyniki numeryczne mogty by¢ tez uogdl-
nione do przypadku dowolnego m dzieki przeskalowaniu zmiennych. Wielkos¢

— <PI —p? - 473‘;'), otrzymana dla (p/m,j/m?) € [0,1.7] x [0, 3] poprzez
aproksymacje pomiedzy 273 punktami siatki, byta zawsze wieksza lub rowna
zeru. Stanowi to numeryczne potwierdzenie nieréwnosci Penrose’a dla rozwa-

zanych danych poczatkowych. Wyniki przedstawione zostaty na Rysunku 3.1
W postaci poréwnania # P —p* — #;J, otrzymanej w czwartym rzedzie
rozwiniecia wzgledem e (wielomian (3.79) z p’ = 0) z jej numerycznym odpo-
wiednikiem. W otoczeniu p = 7 = 0 metoda przyblizona zaniza rzeczywista
roznice pomiedzy masag oraz polem powierzchni i momentem pedu. Wartosé
dyskutowanej wielko$ci otrzymana tym sposobem zaczyna dominowaé do-
piero poza tym obszarem.
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3.6 Podsumowanie

Wyniki zawarte w tym rozdziale mozna podsumowaé¢ w formie nastepujacego
twierdzenia,

Twierdzenie 1. Niech ¥ = R®\ B (O, %) bedzie powierzchnig poczgtkowq
z plaskq metrykq g;; © wewnetrznym brzegiem Sy, bedgcym sferq o promie-
niu v = . Niech Aj; bedzie osiowosymetrycznym, asymptotycznie plaskim
rozwigzaniem wiezu pedowego. Jesli

e istnieje rozwigzanie vV zagadnienia brzegowego dla réownania Lichnero-
wicza,

o czynnik konforemny v moze byc rozwiniety w szereq potegowy wzgledem
parametru €, proporcjonalnego do skali tensora A;j,

to dane poczgtkowe (Vg;;,v2A;;) spetniajg wzmocniong nieréwnosé Pen-
rose’a w drugim rzedzie rozwiniecia wzgledem € dla ogdlnych zaburzen oraz
w czwartym rzedzie rozwiniecia dla uogolnionej konforemnej krzywizny ze-
wnetrznej Bowena—Yorka.

Rozwazania dotyczace weryfikacji nieréwnosci Penrose’a w przypadku
maksymalnych danych poczatkowych byty oparte o zadanie odpowiedniego
warunku brzegowego na funkcje 1. Gwarantowalt on, ze po transformacji kon-
foremnej sfera r = m/2 bedzie zewnetrzng powierzchnig marginalnie ztapana.
Istnienie rozwigzania otrzymanego w ten sposob zagadnienia brzegowego dla
plaskiej metryki g;; i bezsladowego A;; zostato udowodnione w [30] dla na-
stepujacego ograniczenia dotyczacego wartosci sktadowej A, krzywizny ze-
wnetrznej,

4
0< (An); < —. (3.89)

W przypadku A;; danego przez (3.62) implikuje on p = p’ = 0, co dla znikaja-
cego momentu pedu sprowadza sytuacje do sferycznie symetrycznych danych
poczatkowych, dla ktorych nierownos¢ Penrose’a jest spetniona. Porzucenie
ograniczenia (3.89) jest jednak mozliwe ze wzgledu na znaczace uproszczenie
dowodu istnienia rozwigzania w przypadku zaburzen form fundamentalnych
hiperpowierzchni schwarzschildowskiej. Zostato to przedstawione w dodatku
F.

Warunki znikania sladu i dywergencji A;; nie okreslaja tego tensora w
jednoznaczny sposob. W ogolnosci, odpowiedni wybdr generujacych go po-
tencjalow mogtby przyczynié¢ sie do ztamania nieréwnosci Penrose’a nawet
w przypadku przyblizonych danych poczatkowych. Jak sie jednak okazuje,
taka sytuacja nie ma miejsca. Naturalnym kierunkiem dalszych badan jest
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rezygnacja z zatozenia o znikaniu $ladu konforemnej krzywizny zewnetrznej
aby uzyska¢ dodatkowy stopien swobody, ktory moze mie¢ znaczacy wpltyw
na zalezno$¢ miedzy masa, polem powierzchni oraz momentem pedu czarnej
dziury.

3.0

25

2.0

j/m?

0.5

0.0

0:0 0.‘5 1j0 1j5
p/m
Rysunek 3.1: Réznica pomiedzy wartoscia # (PI —p? — #;h& w czwartym

rzedzie rozwiniecia wzgledem parametru € i wyznaczona w sposéb nume-
ryczny.
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Rozdziat 4

Nieré6wnos¢ Penrose’a dla
zaburzen danych poczatkowych
Schwarzschilda ze zmienng
Srednig krzywizna

Metoda konforemna generowania danych poczatkowych jest zazwyczaj wyko-
rzystywana w przypadku maksymalnych hiperpowierzchni. W ogo6lnosci, jesli
nieobecna jest materia, prowadzi ona do sprzezonego uktadu réwnan (2.33)
oraz (2.34),
Aty = YR + i¢5H2 - LAZ-inJ‘,
8 12 87 (4.1)

;2

Motywacja do rozpoczecia badan dotyczacych istnienia rozwiazan (4.1) byta
konstrukcja czasoprzestrzeni nie posiadajacych hiperpowierzchni ze statym
sladem krzywizny zewnetrznej [44]. Pierwszy dowdd zostal przedstawiony w
przypadku zamknietej rozmaitosci z ujemnym skalarem Ricciego i ograniczo-
nym gradientem $redniej krzywizny [45]. Wynik ten zostal nastepnie rozsze-
rzony na hiperpowierzchnie asymptotycznie pltaskie z materig i zewnetrznie
ztapanym brzegiem [46]. Ograniczenie dotyczace sladu drugiej formy funda-
mentalnej zastapiono przez warunek dotyczacy normy calego tensora.
Niniejszy rozdzial zawiera opis wynikéw zawartych w [47], dotyczacych
weryfikacji nieréwnosci Penrose’a z momentem pedu dla zaburzonych da-
nych poczatkowych Schwarzschilda z dowolng $rednia krzywizna. Zostaty one
otrzymane metoda przyblizonego rozwiazania uktadu (4.1), przy zalozeniu o
mozliwosci rozwiniecia szukanych funkcji w szereg wzgledem parametru e.
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Role pola powierzchni czarnej dziury spetniala miara wielkosci zewnetrznie
ztapanej sfery, ktorej istnienie byto konsekwencja natozenia odpowiedniego
warunku brzegowego na czynnik .

4.1 Konforemne sformulowanie ré6wnan wie-
zOow dla zaburzen z dowolng srednig krzy-
wizng

Porzucenie zatozenia o statosci sredniej krzywizny zewnetrznej powoduje, ze
rownanie Lichnerowicza i wiez pedowy sprzegaja sie ze soba. Uktad ten, wraz
z warunkiem brzegowym (2.44),

n'op) + = hw— i An'n? + w?’H—OnaSh, (4.2)

gwarantujacym istnienie powierzchni marginalnie ztapanej, mozna rozwiazac
w przyblizony sposob. Niech czynnik v, sktadowe bezsladowej czesci krzy-
wizny zewnetrznej A;; oraz jej slad H dajg sie rozwinaé w szereg wzgledem
parametru e,

=1+ U1+ U2+ O (),
_ A (2
Aij = Aij + Aij + O (63) s
H=H +Hy+ O (),
gdzie indeksy n oraz (n) oznaczaja wkiady proporcjonalne do €, a we-

wnetrzny brzeg Sy, bedzie sfera r = m/2. Wtedy, w najnizszym nietrywialnym
rzedzie, konforemne sformutowanie réwnan wiezéw przyjmuje postaé

Awl — 0
1 4 m
77b1r+ ¢1 4¢0 TT +6¢0H1 =0dlar= ?7 (43)
lim ¢ =0,
oraz
i g 2 6
VIA; = §¢0H1,i- (4.4)
Korzystajac z argumentu zawartego w rozdziale 3 mozna pokazac, ze wielkos¢
Sh|
Pr=FE*— 5] 4.5
= 167 (4.5)
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wystepujaca w nierownosci Penrose’a, nie zawiera cztonéw proporcjonalnych
do €. Pierwszy wyraz rozwiniecia P; wzgledem tego parametru dla danych z
nieznikajaca $rednia krzywizna to

) m2 2 2 2 3m?2
P = AY — SHS Y — — (¢}
I (1287r> < L 1¢0>h 8T (i), +

v [ =) (A0) w57 = 08 ) dr

m/2

(4.6)

Wzmocniona nieréwnos$¢ Penrose’a bedzie spetlniona w tym rzedzie, jesli
PP > (PWY? 4 (JW)? /4m?, (4.7)

gdzie P oraz J sy liniowymi wktadami do norm pedu i momentu pedu.

4.2 (Osiowosymetryczne zaburzenia a nier6w-
nos$¢ Penrose’a

Pierwsze wyrazy rozwiniecia A;; i H mozna otrzymac z (4.4). Dla osiowosy-

metrycznych zaburzen Afpl,? oraz AS(,) sg generowane przez potencjat skalarny
w?
W we
AY = o0 A = 0 4.8
# " sing’ er r2sinf’ (48)
podobnie jak w przypadku maksymalnej hiperpowierzchni. Pozostate skta-
dowe (4.4) to

(r3 ALY sin 0) s <TA£=},)) sin 6’) = ;Tgl/’ng,r sing. o)
oraz,
(Aé? sin 0) 0 T (TQAS@)) ; sin? 6+
+ 72 A sin 6 cos § = ;TQQ/]SHLG G20, (4.10)
Niech 3
=55 (4.11)

Z (4.9) wynika, ze istnieje potencjal @, ktéry wraz z S okresla sktadowe A
i Ay,
1

rsin @

1) = _Q 2 A,(é) = (Q,r - KST)y (412)

)
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gdzie

K = 3. (4.13)
Dla ]
Fa= Ay +5rAL, (4.14)
réwnanie (4.10) przyjmuje postaé
1
AF = (rQ, — T’HS,T)W - — (22 — 1) (Q +2kS) .., (4.15)

2r

w ktorej wystepuje Ay, operator Laplace’a na sferze jednostkowej. Jesli funk-
cje Q1 .S daja sie zapisa¢ w bazie wielomianow Legendre’a P, to warunkiem
koniecznym istnienia rozwigzania F' réwnania (4.14) jest znikanie cztonu pro-
porcjonalnego do Py po jego prawej stronie,

S l@a +2n(s)] =0, (@16)

gdzie (+),, oznacza n-ty wspotczynnik rozwiniecia w szereg wzgledem P,. Do-
datkowo, ze wzgledu na asymptotyczna ptaskosé¢ oraz regularnosé krzywizny
zewnetrznej na osi potencjalty @ i S spelniaja nastepujace ograniczenia (do-
datek A),

(rQos — 16S0,r) , +

(Q,—kS,) =sin’0, S=0(r7?), Q=0(). (4.17)

Weryfikacja nierownosci Penrose’a jest oparta o odpowiednie szacowanie
wyrazenia (4.6). Mozna je podzieli¢ na czesci zwiazane z Sj, oraz momentem

pedu,

2\ 2 2 2
@ ([ m N 2 6 3am 9 =
PP = (57) (A= Jat) — G e PP 1y

h
gdzie
00 1 d
_ W\? 2 a0 2] _dz
m/2 -1
oraz 1 m)
mit = o
= r 4.20
O Ty (4:20)
Ostatni wyraz zawiera pozostale sktadowe AEJI-) oraz Hy,
00 1
P = /drgr/]dz, (4.21)
m/2 -1
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dla funkcji I réwnej

2 1 3 2
I =27 (Af}e)) +2 (Agg + 5#/15})) + 51 (AD)* - rivetHE. (4.22)
Ze wzgledu na réwnanie (4.15), okreslajace F' (a tym samym Agla)), zalezy
ona od kwadratéw drugich pochodnych @ i S wzgledem r, co utrudnia osza-
cowanie P;. Aby tego dokonaé, zostana wprowadzone nowe potencjaly U i

w,

U=Q,—kS,, W=Q,—kS,. (4.23)
Mamy
1 K U

AD = — W4 (U, - W, AD = —

T r3 + K ( ) ) ) ) r6 r sin@’

1., 3K

AF = (rU), — o (% =1) |W+ — U, =W, , (4.24)
Hy— (0. —W,) |

1 — QHW 2 ).

Poniewaz r, = 3ar?yy, gdzie

=1 4.25
a o (4.25)

sktadowa Ag«) oraz H, przyjmuja skonczong wartos¢ na wewnetrznym brzegu
Sh jeéli

U,=W,nar= % (4.26)

Warunki catkowalnosci réwnania okreslajacego F, (4.16), oraz regularnosci
AEJI-) na osi i asymptotycznej plaskosci, (4.17), wyrazone za pomoca U i W
to

1
r(rlo), + 5Wi + Ki (U.), —Wi,] =0 (4.27)
oraz
U=sin’0, U=0(1), W=0(r). (4.28)
Funkcja I (4.22) wynosi
202 3 2k
I= 2F 2 4 — = — . 4.2
[z T2 oW W . (U= W,) (4.29)
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Wprowadzenie U i W umozliwia redukeje czesci I proporcjonalnej do W, w
calce (4.21) do wyrazéw brzegowych,

P = /drpr/( %WU )dz+

m/2

(4.30)

Aby zagwarantowaé regularno$¢ U na osi oraz prostote wyrazenia (4.30) po
rozwinieciu potencjalow w bazie wielomiandéw Legendre’a przyjete zostanie
nastepujace zatozenie o postaci U i W,

U=y; (" =1)Y., W=2¢j(X —aY), (4.31)

gdzie X 1Y sa pewnymi funkcjami. Warunek (4.26), zapisany przy pomocy
XiY, to

Y —AY = %X,T na = % (4.32)
natomiast rownanie okreslajace F' sprowadza sie do
~ 1., 1
AF == (22=1) |rX, + zvoAY + (o — — | YV (4.33)
(8% ’ 2 wO 4
Z o~
F =;°F. (4.34)

Mamy réwniez

1

P = m/ 7 / aF2 XA Y) dz + = /thz (4.35)
m/2 ’
Niech
X=> X.P, Y=Y Y,P,. (4.36)
n=0 n=1

Brak czlonu proporcjonalnego do Py w rozktadzie Y nie ogranicza ogdlnosci
prowadzonych rozwazan, co wynika z definicji (4.31). Sktadowa AW oraz H,
przyjmuja skonczona wartosé na Sy, jesli

m

Xo,), = V), =t
(Xo,), = 0 oraz (Yy), SEN 1)

(Xn,), dlan>1, (4.37)
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gdzie

1
N = K (n+1). (4.38)
Warunek catkowalnosci réwnania (4.33) prowadzi do
r#
Vi= 4.39
T 3m (4:39)

i jest zgodny z (4.37).
Pochodna funkcji F' wystepujaca w (4.35) jest okreslona przez wspotczyn-
niki X,, i Y,,. Korzystajac z wlasnosci wielomianéw Legendre’a mamy

n=2
gdzie ;
= (N =g+ 2 (4.41)
0

natomiast P, zostaly zdefiniowane w rozdziale 3 za pomoca (3.18) i sa orto-
gonalne (dodatek B).

Po wstawieniu rozktadu X i Y w bazie P, oraz (4.40) do wzoru (4.35)
otrzymujemy

P = —Il+ Z 3 S Z(X . (4.42)

2n+1
gdzie
dr
m/2
! 2 1
o = n(n+1) (4.44)

(n—1)(n+2)2n+1)’

oraz, dlan > 1,

7 dr
I, = X, . —BY)+2(N—-1)aX,Y,] — =
o= [ L% =B 2N —DaX,¥,] 5
m/2
r ® r (N-Da_ ]’ (4.45)
a4y BT T r
m/2
N -1 )

TNt K

43



Funkcjonat I, zawiera wyrazenie bedace kwadratem kombinacji X, i Y,,.
Przyjmuje minimalng wartosé, gdy

N -1

Y, = ﬁixm - (ﬁ—Q)O‘Xn dlan> 1, (4.46)

co jest to zgodne z ograniczeniem (4.37). Mamy wiec

N-1 )
I, > (X)) dl 1. 4.4
N £ 1) Knhy dlan> (4.47)
Ze wzgledu na (4.39),
1 .
= (rlggo X2 (Xl)i) . (4.48)

Nieréwnosé (4.47) i postaé¢ (4.48) moga by¢ wykorzystane do oszacowania
funkeji Pr (4.42),

~ 1 1 (Xn):
Pr> = lim X2 4 = "7k :
17 9,0% 1+2§%(2n+1)(n2+n+1)

(4.49)

Do weryfikacji nieréwnosci Penrose’a w drugim rzedzie rozwiniecia wzgle-
dem e potrzebna jest jeszcze postaé 1, bedacej pierwsza poprawka do czyn-
nika konforemnego. Wystepuje ona w PI2 (4.6) 1 jest funkcja harmoniczna z
warunkiem brzegowym Robina, mozliwa do wyznaczenia z uktadu (4.3). Po
wykorzystaniu rozktadu X i Y w bazie P, mamy

A¢1 = 07

1 1 m

Vi + =1 — —Xp=0dlar=—, (4.50)
m m 2

lim ¢ = 0.

T—00

Rozwiazanie (4.50) to

> Xn m\ n+1
= — HZ:O % (5) P, (4.51)
wiec _
(), = = >, L (4.52)

m? = (2n + 1)
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(2)

Ostatecznie, wstawiajac oszacowanie Py (4.49) oraz (4.52) do P\*) otrzymu-
jemy
—1)(n+2) 9
PP p, ol Tim X7+ (n X2 (453

Liniowa poprawka do nieznikaJ@ceJ skladoweJ pedu ADM moze by¢ wyzna-
czona z (2.52) i wynosi

PY == lim X;. (4.54)

Moment pedu ADM jest zwiazany z Ay, i Agp, wiec w pierwszym rzedzie
rozwiniecia okresla go potencjal w (4.8). Podobnie jak w przypadku mak-
symalnej hiperpowierzchni, po uwzglednieniu warunkéw regularnosci na osi
oraz asymptotycznej ptaskodci jego ogblna postac to

w=f(1- 22)2 +JW (2 = 32) +c, (4.55)

gdzie f jest funkcja a ¢ stata. Umozliwia ona oszacowanie czlonu P; wyste-
pujacego w (4.53),

(o)
P> 4m?

Ostatnim krokiem jest zapisanie P( ) przy pomocy energii ADM i pola ze-
wnetrznej powierzchni marginalnie zlapanej. Zgodnie 7z (4.5) mamy,

(4.56)

Sp|? 1 2
£V _ (pay2 s ul® 1
(B = () S 4m2<>+ -
— 2 n2+n+1)(2n+1)3 "k
Ze wzgledu na
2
X AY — S8 4.58
h — 32 ( 3 177Z)0>h7 ( )

nieréwno$¢ (4.57) z H; = 0 sprowadza sie do (3.57) oraz (3.59). Dane dla
ktérych f = 0 i spetniona jest zaleznosé¢ (4.46) pomiedzy wspoéltezynnikami
rozwiniecia funkcji X 1 Y w bazie wielomianéw Legendre’a wysycaja (4.57).

4.3 Podsumowanie

Wzmocniona nieréwnos$¢ Penrose’a jest spelniona dla szerokiej klasy danych
poczatkowych z nieznikajaca $rednig krzywizng w drugim rzedzie rozwinie-
cia wzgledem parametru e. Stwierdzenie to moze by¢ sformalizowane przy

wykorzystaniu nastepujacej definicji,
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Definicja 1. Dane poczgtkowe nazywamy ogolnyma, jesli nie jest spetniony
co najmniej jeden z nastepujgcych warunkow:

o Skiadowe AS,? oraz AS&) pierwszej poprawki do bezsladowej czeSci kon-
foremnego tensora krzywizny zewnetrznej wynoszq odpowiednio

AW _ 3J®

c 2 1) _
o 5 sin 0, Ay =0, (4.59)

o Wielkosé (Ag») — %leg)h jest liniowq funkcjg zmiennej z = cos @,

e Dlan > 1 wspolczynniki Y, rozwiniecia Y w bazie wielomianow Legen-
dre’a dajg sie wyrazié przez X, zgodnie z (4.46).

Pierwszy warunek jest zwigzany z wyborem najprostszej nietrywialnej
postaci potencjatu generujacego w (4.55) z nieznikajacym wkladem do mo-
mentu pedu. Drugi jest konsekwencja nieréwnosci (4.57) oraz (4.58). Ostatni
warunek wynika z (4.45). Warto zauwazy¢, ze (4.46) jest spelnione réwniez
dla n = 1, wiec moze by¢ traktowane jako dodatkowy wiez natozony na
pierwsza poprawke do konforemnej krzywizny zewnetrznej. Po pomnozeniu
(4.46) przez 432 (4.41) otrzymujemy

6m 2 6m
(A +2—— ) YV =-2 A, +2—— | X
i (2= 0) rio (&2 2 ) Xt

+ 20 (As+2) X + fx(r),

(4.60)

gdzie fx zostalo wprowadzone aby uwzgledni¢ Xy. Aby przeksztatcié (4.60)
do postaci zawierajacej sktadowe AS) i Hy nalezy wykorzystaé (4.33),

~ 1 6m
oraz (4.31), A
«
AX ="+ - —U.. 4.62
-y A (4.62)

Ostatecznie, trzeci warunek z Definicji 1 jest réwnowazny z

om 1) 1 .
As+2— =) (A5 + 20240 ) sin2g| =
(202 0g) [ (4 324 wnne]

’ 4.63)
— (A o (1) L, a2 6 (
= (A +2) % (rAre sin 9) - 57‘ Ag | A — ng% .

)
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Réwnanie (4.63) w potaczeniu z drugim warunkiem z Definicji 1 oraz regu-
;s 1 .. , .
larnoscia Afj) na osi jest rownowazne z

2
A(gle) + %Aﬁ) = 0 na S. (4.64)

Gloéwny wynik tego rozdziatu moze by¢ sformutowany w postaci nastepu-
jacego twierdzenia,

Twierdzenie 2. Niech ¥ = R*\B(0,%) bedzie powierzchniq poczqtkowq
z plaskg metrykq i wewnetrznym brzegiem Sy bedgcym sferg o promieniu
r = 5. Ponadto, niech istnieje osiowosymetryczne i asymptotycznie plaskie
rozwigzanie konforemnego sformutowania réwnan wiezéw (4.1) z warunkiem
brzegowym (4.2), zalezne od parametru € i zgodne z rozwinieciem (4.3) 1 (4.4).
Wtedy dla ogélnych danych poczatkowych (Definicja 1) nieréwno$é Penrose’a
z momentem pedu w wiodgcym rzedzie rozwiniecia wzgledem € jest spelniona.

Jedli dane poczatkowe speliajg wszystkie warunki zawarte w Definicji
1, to nieréwnos$¢ (4.57) jest wysycana. Podobna sytuacja miata miejsce w
przypadku maksymalnej hiperpowierzchni rozwazanej w rozdziale 3. Obec-
nie, analiza wyzszych rzedow rozwiniecia nie jest jednak mozliwa w petnej
ogoblnosci. Jest to spowodowane istnieniem dodatkowego stopnia swobody w
postaci funkcji X oraz niejednoznacznosci w wyznaczeniu kolejnych popra-
wek do bezsladowej czesci konforemnego tensora krzywizny zewnetrznej oraz
jego sladu.
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Rozdziatl 5

Z.akonczenie 1 wnioski

Metoda konforemna pozwala na separacje stopni swobody wystepujacych
w formach fundamentalnych hiperpowierzchni. Czes¢ danych mozna wtedy
okresli¢ w dowolny sposéb, natomiast pozostate sg zwigzane ze sobg przez
sprzezony uktad rownan rézniczkowych. Podziat ten stanowi naturalny punkt
wyjscia do rozwazania zaburzen znanych rozwigzan. W przypadku maksy-
malnej hiperpowierzchni, ptaskiej metryki tta oraz symetrii osiowej, postac
konforemnego tensora krzywizny zewnetrznej jest niezalezna od rozwiaza-
nia rownania Lichnerowicza. Przyblizone dane poczatkowe moga by¢ wtedy
generowane w sposob polegajacy na rozwinigciu czynnika 1) wzgledem jego
skali. Dla dowolnej éredniej krzywizny separacja rownan wiezéw nie zacho-
dzi, jednak procedura ta moze by¢ uogélniona przy zatozeniu o analitycznej
zaleznosci konforemnych form fundamentalnych od pewnego parametru e,
stanowigcego charakterystyczng wielkos¢ zwigzang z poprawkami do okreslo-
nego znanego rozwigzania.

Zaburzenia danych poczatkowych Schwarzschilda sa szczegodlnie intere-
sujace w kontekscie weryfikacji nierownosci Penrose’a. Wynika to z faktu,
ze masa ADM zwiazana z ta hiperpowierzchnia jest réwna (z doktadnoscia
do stalej) pierwiastkowi z pola jej wewnetrznego brzegu, reprezentujacego
czarng dziure. Rozwazanie zaburzen omawianych danych poczatkowych po-
zwala wiec na weryfikacje nieréwnosci Penrose’a w przyblizonym sensie. Jedy-
nym warunkiem jest istnienie powierzchni zewnetrznie ztapanej, ktorej pole
bedzie jedng z wielkosci wystepujacych w tej relacji. Metoda konforemna
umozliwia spelnienie go przez zadanie odpowiedniego warunku brzegowego
na czynnik konforemny. Co wiecej, dla danych z ptaska metryka tta oraz po-
siadajacych osiowg symetrie czes¢ krzywizny zewnetrznej zwigzana z momen-
tem pedu separuje sie. Stanowi to podstawe do uwzglednienia tej wielkosci
fizycznej w rozwazaniach i weryfikacji wzmocnionej nierownosci Penrose’a w
niezalezny sposob.

48



Powyzsze obserwacje byty punktem wyjscia badan przeprowadzonych w
ramach niniejszej pracy doktorskiej. Nier6wnos¢ Penrose’a z momentem pedu
zostala potwierdzona dla konforemnie ptaskich zaburzen danych poczatko-
wych Schwarzschilda w pierwszym znaczacym rzedzie rozwiniecia. W przy-
padku maksymalnej hiperpowierzchni byta ona wysycana dla uogoélnionego
tensora krzywizny zewnetrznej Bowena—Yorka. Jednakze, ze wzgledu na za-
leznosé jedynie od statych parametréow, przejscie do wyzszych rzedow rozwi-
niecia pozwolito na weryfikacje omawianej zaleznosci dla tych danych. Po-
stuzyty one réwniez do oszacowania stopnia zgodno$ci zastosowanego przy-
blizenia, przez poréwnanie z wynikami otrzymanymi droga numeryczna. W
og6lnym przypadku réwnania wiezoéw sg ze sobg sprzezone i kolejne poprawki
do tensora krzywizny zewnetrznej wprowadzaja dodatkowe stopnie swobody.
Uniemozliwito to weryfikacje nierownosci Penrose’a w wyzszych rzedach roz-
winiecia.

Czasoprzestrzen Kerra nie posiada konforemnie ptaskich cieé¢ [48], wiec
zatozenia przyjete w niniejszej pracy nie pozwalaja na badanie zaburzen jej
hiperpowierzchni. Badane przypadki dopuszczaty jednak niezerowy moment
pedu, ktory bedzie rowniez dobrze okreslony po ewolucji danych poczatko-
wych ze wzgledu na osiowa symetrie [49]. Co wigcej, jesli jej koncowym eta-
pem jest stacjonarne rozwigzanie rownan Einsteina, to zgodnie z hipotezg o
unikalnosci czarnych dziur bedzie to czasoprzestrzen Kerra.

Przeanalizowane przyktady pokazaly, ze otrzymanie danych poczatko-
wych dla ktérych nie istnieje dolne ograniczenie masy przez pole powierzchni
marginalnie ztapanej i dltugo$é wektora momentu pedu nie jest mozliwe, jesli
rozwazane sg prozniowe osiowosymetryczne zaburzenia maksymalnych hiper-
powierzchni schwarzschildowskich. Naturalnym kierunkiem dalszych badan
dotyczacych weryfikacji nieréwnosci Penrose’a w tym kontekscie jest porzu-
cenie jednego lub kilku z przyjetych zatozen. Jednakze przedstawiona w tej
pracy analiza wykorzystywata w duzym stopniu wtasnosci wielomianéw Le-
gendre’a, wiec rozwazanie hiperpowierzchni poczatkowych nie posiadajacych
zadnych symetrii moze by¢ znaczaco trudniejsze. Alternatywng droga jest
przejscie do zaburzen danych Kerra, wysycajacych wzmocniong nieréwnosé
Penrose’a.

49



Dodatek A

Regularnosci na osi i
asymptotyczna plaskosé danych
poczatkowych

Zalozenie o osiowej symetrii danych poczatkowych naktada pewne ogranicze-
nia na ich postac¢. Zostang one zbadane na przyktadzie konforemnego ten-
sora krzywizny zewnetrznej A;; na plaskiej przestrzeni R3. Niech x* bedzie
nieznormalizowanym wektorem generujacym te izometrie, zapisanym w kar-
tezjanskim uktadzie wspolrzednych (z,y, z),

X = —Y0y + 20, (A.1)
Bezsladowy tensor A;; jest osiowosymetryczny, jesli
L Aij = X"OL Ay + AnjOiX™ + Ani0ix™ = 0. (A.2)
Niech A;; € C* (R?). Sktadowa £, A,, réwnania (A.2) to
~YAszg + 2ALy =0, (A.3)

co nie narzuca zadnego ograniczenia na A,, na osi symetrii. Dla ij = xz,yz
otrzymujemy
- szx+xsz + A 2207
Y ez vy (A.4)
_yAyz,m + xsz,y - sz = 07
skad wynika

Az | 0, (A.5)

Pozostate sktadowe réwnania (A.2) to

r=y=0 AyZ‘x:y:o =

- yAx:v,ac + xA:m:,y + 2Azy - 07
— YAy e + TAyyy — 245, =0, (A.6)
- yAxy,:c + xAxy,y + Ayy - sz = 07

20



wiec
=0 (A.7)

Ty ‘ z=y=0

oraz A, 1 Ay, przyjmuja dowolng wartosé¢ dla x = y = 0, co jest konsekwen-
cja znikania $ladu tensora A;;.

Powyzsze rozwazania prowadza do nastepujacych ograniczen dotyczacych
postaci sktadowych A;; w sferycznym uktadzie wspoétrzednych,

Apr = [freg (cost),
Ay = freg (sin6)
Ay = freg (sin2 9) , (A.8)
Apg = freg (cosB),
Agy = freq (sinb),

gdzie symbol = oznacza zachowanie w poblizu osi symetrii a f,, funkcje

regularng.
Warunki asymptotycznej ptaskosci danych poczatkowych implikuja,

A,=0 (7“_2) ,

Ag=0 (r_l) ,

A,=0 (r_l) , (A.9)
Agg=0(1),

Ag,=0(1).

dla r dazacego do nieskonczonosci. Mamy rowniez

1 1 1
A2 =2 <A§T + T—4A§9 + ﬁAﬁg + ﬁArrAgf;) =0 (r). (A.10)
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Dodatek B

Wtlasnosci wielomianéw
Legendre’a

7 definicji wielomianow Legendre’a Py wynika,

1
2

/Pk(x)Pn(x) dr = ST 15;m,

-1

Py (1) = (£1)",

Y ((Z=1)Ps) =Y k(k+ 1P,

k k

k(k+1) (P,H - pkﬂ)

k,z —

2k+1 1—22

1
2k (k+1
[ (= peng = ZEEDs,

-1

Peyre =Y (2(k—2n) + 1) Pyan,

n=0

Po_1. (£1) = % (D) k(k—1).
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Dowdd ortogonalnosci wielomianéw P,

Twierdzenie 3. Niech n > 2. Wielomiany lgn,

~ 1 2
Pn = nt B (nPn - T]_Pn_LZ) (BS)
sq ortogonalne,
1
~ ~ 2n (n+1)
PP, )dz = O - B.9
/(’“ ) T mt2) @+ (B.9)

-1
Dowdéd. Catka w (B.9) sktada sie z kilku czesci. Dla k < n sa one dane przez

1
2

/(Pkpn) dz = m&m, (B.10)

-1
1

/(PkPn_Lz) dz — ([PkPn_l] Lo 25,m) — 1 (—D)F" 1 Z2g, (B.11)

-1
1

/ (Po1.Py)dz =0, (B.12)

-1

/ k(k—1)

/(Pk—l,zpn—l,z) dz = [Pk—l,an—l}l_l =5 (1 - (—1)k+n_1) (B.13)

-1

gdzie wykorzystane zostalty wzory (B.1), (B.2), (B.6) i (B.7). Wstawienie
powyzszych zaleznosci do (B.9) prowadzi do

. 1 2n? 4n
[ () t: = g (e o)
2%k (1 - (—1)’“*”‘1) ok (1 - (—1)’“+”‘1) (B.14)

Mt h12)n-1) m+m-Dk+2)
B 2n (n+1) 5
T (=1 (n+2)2n+1)""
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Dodatek C

Poprawki 1 i 13 do czynnika
konforemnego dla uogélnione;j
krzywizny zewnetrzne]j
Bowena—Yorka

Rozwiazanie zagadnien brzegowych (3.68) oraz (3.76) dla konforemnej krzy-
wizny zewnetrznej (3.62) jest mozliwe dzieki rozktadowi niejednorodnosci w
bazie wielomianéw Legendre’a P;. Pozwala to na sprowadzenie ich do skon-
czonej liczby zwyczajnych réwnan rozniczkowych drugiego rzedu zmiennej r.
Czlony Zrédlowe w (3.68) moga by¢ zapisane w nastepujace sposéb,

gdzie

2
1
—A% = Py, 1
4= Y0P )
3 2
&Arrwl = ng;)ﬁnpna (02)

3 (2pr*p’ + 5p™ + 1% (a® + 8J2 + Bp*r?))
Qo = )

1678
/ 2
o = 20 ) (C.3)
8r7
3 (4pr2p/ +p/2 o 2]'27,2 +p27,4)
Qo =

478 ’
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oraz
3 (Sp' (2p’ + m2p) + 4a’m? + m4p2)
bo=~ 128m7 ’
3a (4p’ + mgp)
16mS ’
3(4p' + mzp)2
64m7 ’

b= (C.4)

B2 =—
Dla 15 okreslonego jako

VYo = o0 + P21 P1 + 22 Po (C.5)
zagadnienie brzegowe (3.68) jest rownowazne z

,'n2

2
(T2¢20,r),r + %ao =0, <T2¢21,r)774 =221 + —=a1 =0,
0 0

(1/120,r + izbzo + 50) =0, (¢21,r + iwm + 51) =0,
m m

h h
lim 1[)20 = 0, lim ’1/121 = 0,
r—00 r—00

T2

— 6922 + w2 =0,
0

(1/122,r + lwzz + 52) =0,
m

h

(7"211122,0’

r

lim wgg =0.

T—00
Ostatecznie,
- 1
 819200m8r81)]
+20mr? (—14a” + 12852 + 105m?p? — 28pp’) +
+20m*r® (—14a® + 1285* 4 65m*p* — 28pp’) +
165m?2p?

¥s {160m5r2 ( —8r° (14a® — 128;% — 225m*p* + 28pp’) +

+mr (67a2 + 6452 + - 134pp’> +
+10m3r? (—22a® + 645 + 45m>p* — 44pp’) —
5
-1 (6a®m® — 5m"p* + 4m®p’ (3m*p + 32p')) )—
—20am°rz(4 (23m® + 230m*r + 920m>r? + 560m>r® + 560mr* + 224r°) p'+  (C.7)
+m?p (17m° 4+ 170m*r + 680m>r? + 1232m>r® + 80mr* — 4576r°) )+
+ (322 = 1) (m"(32r° (10691m°p® — 12805°) — 4669m"p* — 33250m°p°r—
— 65800m°p*r? + 47600m*p*r® + 316400m>p°r* + 76800mp*r®)+

+6720(m + 2r)° [m9p2 (ln(m) ~In (% + r)) -

i (o 2 (3 7)) |-
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—40m"p(3m® + 30m*r 4 120m*r® 4 240m>r’+
+240mr* — 1952r°)p’ + 16m (4639m° + 46390m>r+
+185560m 712 + 371120m°r3 + 390320m°r* + 639968m*r°+

+2759680m°r® + 6737920m°r" + 7741440mr® + 3440640r°)p'?) }

Rozwiazanie (3.76) wymaga rozktadu nastepujacych funkcji,

7 3

§A2¢1 = nz:%,u'npna (08)

3 3

aA,.,,. (Y3 — 1) = Z vn P, (C.9)
n=0

Dla uogélnionej krzywizny zewnetrznej Bowena—Yorka (3.62) otrzymujemy

21a

T T

{72 (2a® +165% + p* (m* + 10r%)) +
+p (m2 + 87‘2) P+ 14p’2] ,

~ S50 [21 (P’ (202 (700% + 487 + 3p* (Tm? + 221%)) +

+ 3p’ (11m2p + 44p" + 56pT2)) + m2pr? (5a2 + 24j2) + (C.10)

H1 =

+ 3pr* (40a* + 11m?p?) )] :

_21a (7‘2 (p2 (m2 + 4r2) — 8j2) +p (m2 + 20r2) P+ 8p’2)

2= 12879 ’
B 63 (m2p+ 4p/) (—2j2T2 +p27"4 + 4p,r,2pl +p/2)

Hs = 640mr10 ’

oraz

a(m? (468a* — 105652 — 571m*p?) + 8p' (269m>p + 490p’) )

Y= 10240m° ’

3

=2  _(m?( 2 _ 3 (8480752 + 4413m?p?

M= s [ p (m (18700a* — 3 (84805 + 4413m*p*) ) +

+12p" (m2p(107520 In(2) — 72377) + 12(35840 In(2) — 24669)p') )+

+m*p (175000 — 3 (84805 + 6043m?p?)) } ;

a
T 902m2 44 4.2 ! 545m2 11
"2 12800m9[ R o
+ (80640 1n (2) — 54674) p’ﬂ :
9 (m?p + 4p’
= M) R R
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+ (80640 1n (2) — 55724) p'ﬂ .

Analogicznie do (C.6), funkcja 13 moze byé¢ okre$lona przez wspétezynniki
rozktadu w bazie wielomianow Legendre’a,

VY3 = 30 + Y31 P1 + Y32 P + P33P, (C.12)
spelniajace nastepujace rownania rézniczkowe,

7'2 2

(r*¥s0,0) , = ~xHo, (rPs1,) , — 2031 = Lgﬂlv
0 0

1 1

(1/}30,r + —b30 — Vo) =0, (¢31,r + —31 — Vl) =0,
m h m h

lim 39 = 0, lim 3, =0,

r—00 r—00

, , (C.13)

(T2¢32,r)7r — 632 = Lg:“Qa (7’21/J33,r),r — 12¢h33 = Lgﬁ%
0 0

1 1
<¢32,r + —th3a — V2> =0, (1/)33,r + —33 — V3) =0,
m m

h h

Ostatecznie,
1 175 4 2 .2 9 9 6 ;6
s = 1120001271048 674@7’ (—17a + 145 4+ 29m~p )m — 148pp'm°+
0

+ 4r (—43a® 4 1065% + 101m?*p* — 172pp") m® — 1120p*m* + 12r*( — 53a® + 3265+
+201m?p? — 212pp’)m* — 8007 (a® — 2252 — 10m>p?® + 4pp’) m® + 400r* ( — 3a® + 665+
+ 3Tm?p* — 12pp)m® + 960r° (—a® + 225> + 17m?*p* — dpp’) m — 320r°(a® — 225°—
33577Tm® N 100731rm” N 1024635r2m6+
128 32 64
394265r3m5 44574 m* , 62 4
" 657°m + 9084457*m 4 2152385 + 603567r°m~ 3045
8 8 2 8
f 134 8 4 T 205264572mS
+254100r7m+92400r8)p’2m3 N 2( 34533m N 03599rm N 05264512m N

—17m?p?® + 4pp’)] m” + 224r%z {p<

(m + 2r)%1In(2)m>+

256 64 64
788605m3m® 36340057 m?*  1721949r°m3  2414283r6m?
+ + + + -
8 16 4 4
3045 6 2 7 8 /3 1 7 6
— ——(m+ 2r)° In(2)m* 4 5082007 “m + 184800r° | pm + 370z \ ™ p(—175(3m°+

+36rm® + 180r*m® + 352r®m?® + 144r*m? — 1728r°m — 576r°%)a® + 3052 (21m® + 252rm°+
+1260r*m* + 5920r*m? + 8880r*m® + 7104r°m + 2368r°) + 2m?p” (201m° + 3492rm°+

+ 17460r°m* + 47440r°m® + 80400r*m® + 108672r°m + 362247«6))) -

1
* 2048 (’”5( — 25(33m% + 396rm® + 1980r2m* 4 800r>m? + 1200r*m? + 960r>m-+
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+ 320r%)a® + 3052 (21m® + 252rm® + 1260r*m* + 5920r*m® + 8880r*m? + 7104r°m+
+23687°) + m?p? (357m° + 4284rm® + 214207 m* + 92480r°m® + 1572007 m>+

+ 214464r°m + 714887"6));0') + 57757"3(m +2r)8 (ln(r) —In (% + r)) p’? (pm2 + 4p") ]m2+

+56ar (322 — 1) {— %525 <p2 (1n(m) = (5 +7) ) m~

— 1024pr® <ln(r) —In (% + 7“)) p'm? — 8192r° (ln(r) —In (% + 7“)) p’2) (m + 2r)5+
lm 772227m0 n 2316681rm° n 1158340572m? n 3861135r3m”7 n 11751405T4m6+
2 1024 256 256 32 64
n 3636681r°m° n 10127427r%m* 8715
16 16 8

1
+ 3315200r%m? + 2956800r°m + 1075200r10> P+ — <p2 (46143m° + 419316rm°+

(m 4+ 2r)% In(2)m?* 4 19152007 m>+-

32768
+ 1290180r*m* + 752480r°m® — 4247280r*m? — 9521344r°m — 7235648r%)m”+

+805% (m® 4 12rm® + 60r*m* + 160r>m® + 240r*m? — 30528r°m — 10176r°) m7> +

5 5 (37123m!'°%  111369rm°®  556845r2m®  185615r*m”  565245r*m°
+ + + +

" 1024 256 256 32 64
1 5,.,.5 6,,,4 1
+ 797(196’" UL 5056?? no_ %(m +2r)% In(2)m* + 957601 m3 + 165760 m?+

2 21 11
+ 147840rm + 537607"10>p’] m? — 96z (522 — 3) (pif p’> {67200(2%”+

+4r"In(r) (7°m® — 2pp'm® — 30p"%) +

2,11 6
m pm 7T (2, 2 /o2 2 m
+1 (—4—) - —4 -2 - (—+)+
n 5 r ( 50 r (j m PP m 30p ))) 5 r

1 ( 46409p*m'®  105627p%rm'® | 18631552m!  326535p%r2m!t

+ 2™ 65536 16384 4096 16384

5589455%rm!'?  24845p*r®m!'®  261465p*rtm'?  27947255°r*m"?
1024 2048 4096 1024
153093p%r5mt 931575 , 5,  118231p%rSml10 2794725 , ,
JoromeT + 7ér*m
1024 128 1024 256

4 22551
552% 2rPm® + % 72r%m® + 205805%r"m” + 146160523 mS+

6
+210 (% + 7‘) In(2)( — 2052m? + 40pp'm? + 609p'2)m® + 478800;%rm’+

: 212 12
+ 8288005 2r1%m* 4 73920052r 1 m?3 4 268800;5%r12m? — 325p(4f)597g

63855rm!t  319275r2m!%  106425r3m®  319275r*m®  63855r°m’
1024 + 1024 + 128 + 256 + 64 +
25765r5m8
+ 64

10+

+ 2352r"m® 4 16704r%m* + 54720r°m> + 94720r0m? + 84480r 'm+

o8



5672921m'2  17018763rm!!  85093815r2m10 28364605r3m9+

20112 \ /2 —
+30720r )p " ( 2006 1024 1024 128
85133015r4m®  16948203r°m7  682540176mS
256T LI - rmo, 64T T 61740017 m® + 438480015 m+

+ 1436400077m3 + 2486400071 %m? 4 221760007 m + 8064000r12> p’2)> }
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Dodatek D

Metoda elementu skonczonego
w zastosowaniu do eliptycznych
rownan roézniczkowych

Réwnanie Lichnerowicza na ptaskiej przestrzeni (2.37) okresla czynnik kon-
foremny dzigki ktéremu jest mozliwe dokonanie transformacji od metryki
euklidesowej i bezdywergencyjnego tensora A;; do form fundamentalnych hi-
perpowierzchni poczatkowej . Ma ono eliptyczny charakter i ze wzgledu na
nieliniowy czton analityczne rozwiazanie znane jest jedynie w przypadku, gdy
konforemna krzywizna zewnetrzna A;; znika (funkcja v jest wtedy harmo-
niczna). Aby otrzymaé nietrywialne dane poczatkowe nalezy wiec skorzystaé
z odpowiednich technik numerycznych dedykowanym réownaniom rozniczko-
wym tego typu. Rozdzial ten jest poswiecony wstepowi teoretycznemu do
metody elementu skoniczonego [35], ktéra bedzie zastosowana w dalszej cze-
Sci pracy do rozwiazania (2.37) w ogblnym przypadku.

Silne i stabe sformulowanie eliptycznych réwnan roz-
niczkowych

Niech dane bedzie nastepujace modelowe zagadnienie brzegowe,

Au = f1 wQ,

Uy + gu = fo, na 0y
u =1 na 0€),

u, = 0 na 093, 0Ky

(D.1)

gdzie Q = [0,1]x[-1,1] € R?,0Q; = {(z,y) : * = 0}, 00 = {(z,y) : z = 1},
0% = {(z,y) 1 y = =1}, 0 = {(z,y) : y = 1} a f1, f2 1 g sa pewnymi
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funkcjami. Posta¢ (D.1) jest jego silnym sformutowaniem. Aby zdefiniowaé
stabe sformulowanie nalezy wprowadzi¢ odpowiednig przestrzen funkcyjng z
norma uwzgledniajaca zachowanie sie pochodnych jej elementéw.

Niech p i v, p € C'(Q) oraz v € C (). Jesli istnieje pewna funkcja w,
taka ze

/(,uu,i) dV = —/(Vw) dv, (D.2)
Q Q
to w jest stabg pochodng p, co wyraza si¢ w nastepujacej notacji, w = p ;.
Przestrzen Sobolewa H! moze byé teraz zdefiniowana jako

H' Q) ={vel*(Q):v, e L*(Q)}. (D.3)
Istotnym podzbiorem H*' (Q) jest HJq, (2),
H}o () ={ve H' (Q):v=0na s} (D.4)

W kontekscie metody elementu skoriczonego elementy Hj, (§2) nosza nazwe
funkcji testowych.

Aby otrzymaé stabe sformutowanie zagadnienia (D.1), nalezy pomnozy¢
rownanie Au = f; przez funkcje testowa v, a nastepnie wykorzysta¢ caltko-
wanie przez czesci,

/ (vAW) dV = — / (vu') AV — ]{ (vfy) dy+

Q Q o

+ § oy = [ of)av

o Q

(D.5)

gdzie wykorzystane zostato znikanie v na brzegu 0€2,. Dla funkcji u réznicz-
kowalnej w sposéb ciagly dwukrotnie (D.1) i (D.5) sa sobie réwnowazne.
Jednakze, w postaci catkowej (D.5) wystepuje jedynie pierwsza pochodna
u, wiec réwnanie to jest spetnione dla szerszej klasy funkcji, kosztem wpro-
wadzenia dowolnego v z podzbioru przestrzeni Sobolewa H'. Jest to stabe
sformutowaniem zagadnienia (D.1). Metoda elementu skoniczonego wykorzy-
stuje je do wyznaczenia u w oparciu o przeprowadzong w odpowiedni sposob
dyskretyzacje rownania catkowego (D.5) oraz dziedziny (2.

Dyskretyzacja
Niech p bedzie funkcjg liniowa okreslong na €2,
p(z,y) = o+ fr + vy, (D.6)
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gdzie a, § 1 v sg stalymi. Zbior wszystkich takich p bedzie oznaczony przy
pomocy symbolu P;.

Parametryzacja elementéw P; moze by¢ dokonana przez podanie warto-
sci p na wierzchotkach pewnego trojkata zawartego w dziedzinie 2. Ponadto,
kazda funkcja p € P; ograniczona do jednego z jego bokdéw jest zadana w
jednoznaczny sposob przez wartosci na definiujacych go wierzchotkach. O ile
state a, (i v charakteryzujg konkretny element P; w naturalny sposob, to
wybor wartoéci p € P; na wierzchotkach tréjkata jest bardziej uzyteczny z
punktu widzenia dyskretyzacji dziedziny i okresla lokalne stopnie swobody
tej przestrzeni.

Dowolna dziedzina ) moze by¢ pokryta trojkatami w taki sposéb, ze
przylegte do siebie figury majg wspolny wierzchotek lub caty krawedz. Zbior
elementow takiego rozkladu (triangulacji) oznaczany bedzie przez 7j. Dolny
indeks h jest miarg najdtuzszego sposrod wszystkich bokéw tworzacych troj-
katy nalezace do 7;,. Triangulacja dziedziny €2 jest wykorzystywana do przy-
blizenia dowolnej okreslonej na niej funkcji przez te przedziatami liniowe,
ograniczone do pojedynczego elementu 7;,. Co wiecej, ze wzgledu na wtla-
snos¢ jednoznacznego okreslenia p € P; na boku tréjkata przez wartosci na
wierzchotkach tworzacych ten bok, przyblizenie to jest ciggle na calej dzie-
dzinie. Prowadzi to do nastepujacej definicji,

Vi = {uhEC(Q) Zuh|T€,P1\V/T€771}. (D?)

Przestrzen liniowych elementéw skonczonych Vj, reprezentuje funkcje okre-
slone na Q. Wartosci u na wierzchotkach (weztach) triangulacji determi-
nuja wybor odpowiedniego uy, € Vj, bedacego jej przyblizeniem. Co wiecej,
uy, € Vj, implikuje uy, € H' (Q).

Kazdy element V), moze by¢ zapisany w nastepujacy sposob,

up, = Zuh (ps) ¥i, (D.8)

gdzie p;, i = {1,2... N} numeruje kolejne wezly, ¢; € V}, oraz

1dlak=j,

0 dla k # j. (D-9)

¢; (pr) = {

Wymiar V}, jest wiec réwny N. Ograniczenie nalozone na v € H}, (v =0 na
0€2) motywuje wprowadzenie oznaczenia przestrzeni liniowych elementow
skonczonych znikajacych na tej czesci brzegu,

VhaQ =V, N Héﬂ (Q) = {Uh eV, :v, =0na 892} (DlO)
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Wymiar N’ = dim (V;??) jest réwny dim (V},) pomniejszonemu o liczbe we-
ztéw znajdujacych sie na 9y (kazda funkcja nalezaca do V;% przyjmuje na
nich wartos¢ zero).

Stabe sformutowanie zagadnienia brzegowego (D.1) moze by¢ poddane
dyskretyzacji w nastepujacy sposob. Po zadaniu triangulacji dziedziny €2 szu-
kana jest taka funkcja uy, ze dla dowolnego vy, € V;2,

/(vhzu,z) dV + j{ (vpfo) dy — 7{ (vngup) dy—l—/(’vhfl)dV:O, (D.11)

Q o o Q

oraz uy (p;) = 1 dla kazdego p; € 0. Ze wzgledu na liniowy charakter
(D.11) i mozliwo$¢ wyrazenia v, € V2 przez skoticzona kombinacje liniowa
funkcji weztowych ; wystarczy ograniczy¢ sie do

/ J o fremo]

dla i = {1,2..N'}. Ostatnim krokiem jest zastosowanie rozkladu (D.8) z
uwzglednieniem wartosci uj, na brzegu 0€s,

Y wpit D ey, (D.13)

pj 69\892 pj €0y

gdzie zastosowana zostala skrocona notacja u; = wy (pj). Po wstawieniu
(D.13) do (D.12) mozna otrzymac,

> uj/ Deg;- Do) dV + > /Dgoz D) dV—

; EQ\OQ p;1 €0Q

" : to (D.14)
- > ukf PigPr dy+/(sozf1)dV+ ]{ (¢if2)dy =0,
PrEIN o0 Q o0

Uktad rownan (D.14) okresla wartosci uy, na kazdym wezle p; € Q\ 0, co ze
wzgledu na rozktad (D.13) pozwala odtworzy¢ te funkcje na catej dziedzinie.
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Dodatek E

Test poprawnosci algorytmu
numerycznego

Poprawnos¢ algorytmu numerycznego wykorzystanego do wyznaczenia czyn-
nika konforemnego danych poczatkowych Bowena—Yorka moze byé¢ zweryfi-
kowana w przypadku znikajacego pedu i momentu pedu ADM. Poréwnanie
roznicy rozwiazania numerycznego 13 i analitycznego 1y pozwoli na oszaco-
wanie stopnia jego wiarygodnosci.

Stabe sformutowanie zagadnienia brzegowego dla rownania Lichnerowicza
(3.25), przeniesione do ograniczonej dziedziny (x,z) € [3,1] x [~1,1] poprzez
transformacje zmiennych

r

T = z = cosf
%—'—T’ )

dla znikajacej konforemnej krzywizny zewnetrznej A;; to

/ ((1 — )t o, + L0 G _92)¢,yv,y> =2 e ©

Q

Parametrem poréwnawczym ) i 1y = 1/x bedzie euklidesowa’ norma L2

roznicy tych funkcji,
1\2
0 = /(1/){]\7 — 5) dzdy. (E.2)
Q

Ponizej zostata ona przedstawiona dla kilku wybranych wartosci m.
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m 5 - 107
10° 1.17309
10! 1.17304
102 1.17335
103 1.171

10* 1.17232
10° 1.1727

Algorytm numeryczny oparty na metodzie elementu skonczonego daje wiec
w tym przypadku znakomita zbieznos¢ z analitycznym rozwiazaniem ).

65



Dodatek F

Istnienie rozwigzania roGwnania
Lichnerowicza dla
maksymalnych zaburzen
danych poczatkowych
Schwarzschilda

W dowodzie istnienia bedzie wykorzystana nastepujaca wersja twierdzenia o
funkcji uwiktanej,

Twierdzenie 4. Niech X, Y, Z bedq przestrzeniami Banacha oraz odwzoro-
wanie f: X XY — Z posiada ciggla pochodng Frécheta. Jesli f(xg,y0) =0 i
D fl(@owo) (linearyzacja f ze wzgledu na y, obliczona w punkcie (xo,y0)) jest
izomorfizmem przestrzeni Banacha'Y w Z, to istniejg otoczenia U punktu x
oraz V punktu yo oraz funkcja g : U — V 2z dobrze okreslong pochodng
Frécheta, taka ze f(x,g(x)) = 0 i f(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
y = g(z), dla kazdego (x,y) € U x V.

Kontrola asymptotycznego zachowania si¢ rozwigzania rownania Lichne-
rowicza wymaga wykorzystania wazonych przestrzeni funkcyjnych Sobolewa
WP, z norma zdefiniowana jako

lullyro = Y Nlw™ "2 0| 1o, (F.1)
1BI<k

gdzie w = /1 + |z|?, 3 jest wielowskaznikiem a 2 = R3\ B (O, %)
Mamy
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Twierdzenie 5. Niech sktadowe tensora A;j bedg proporcjonalne do matego
parametru €. Wtedy nastepujgce zagadnienie brzegowe

Ay + %Aiinj@ﬁ_?,
U+ Ly — 14,073 dla r =m/2,

ma dodatnie osiowosymetryczne rozwigzanie w postaci zaburzenia czynnika
. . - m
konforemnego metryki Schwarzschilda o =1+ 3.

Dowdd. Niech X =R, Y = W2, oraz Z = W2,
ee X,Y=1+uoraz u € Y. Wtedy

Au+ LAAT (14 u)77,

UT‘I’%(l_I'u) - iArr(l_‘_u)ig dlar:m/2,

0=flew) = { (:2)

=17, Jo- Ponadto, niech

0= fle,u) = { (F.3)
Mamy f(€p, up) = 0 dla €g = 01 ug = 5. Linearyzacja f ze wzgledu na u,
obliczona w punkcie (e, ug) to

Av,

F4
v, + =v dlar =m/2, (F4)

Df|(60ﬂm)<v) - {
Operator sprzezony do Df moze by¢ wyznaczony po wykorzystaniu catko-
wania przez czesci,

/wAv = —%wvm - /Vw Vo = f (wﬂ —|—w,rv) + /va. (F.5)
m
Q Q

Q 9 o9
Mamy
Aw,

w, + ~w dlar =m/2,

Df*|(eo,uo)(w) - { (FG)

wiec zlinearyzowany operator D f jest samosprzezony. Z [30, Proposition 3.1
i Proposition 5.3] wynika, ze jest on izomorfizmem jesli posiada trywialne
jadro. Jest to prawda, poniewaz z Av = 0 oraz v = v(r, ) otrzymujemy

v = Z (Anr” + rfL) P,(cos ), (F.7)
n=1

natomiast warunki brzegowe implikuja A, = B, = 0 dla kazdego n. Z Twier-
dzenia 4 wynika wiec, ze istnieje rozwiazanie (F.3) w otoczeniu U punktu
(€0,up) € X X Y w postaci zaburzenia funkcji ug. Ponadto, ze wzgledu na
nature v, istnieje réwniez podzbior U dla ktérego

w:l—i—uo—'—vzwo—i—’(}}O_ (F8)
0
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