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Struktury geometryczne w klasycznej teorii pola z cechowaniem — redukcje,
algebroidy Atiyaha, trdjki Tulczyjewa

Rozumienie struktury geometrycznej teorii fizycznych towarzyszyto wiel-
kim odkryciom fizyki i stymulowalo rozwéj matematyki. Jednym z naj-
wazniejszych przyktadow istotnosci struktur geometrycznych w fizyce sg la-
grange’owski i hamiltonowski formalizmy oraz relacje pomiedzy nimi, u pod-
staw ktorych lezy transformacja Legendre’a. W latach 70 XX wieku W. Tul-
czyjew w serii prac opartych na wariacyjnym sformutowaniu statyki wypra-
cowal nowe podejécie do transformacji Legendre’a, w ktorym gltéwna role
odgrywaly struktury geometryczne zwiagzane z iterowanymi wigzkami stycz-
nymi i kostycznymi do rozmaitoéci konfiguracyjnej. Podejscie to jest wolne
od ograniczen ,klasycznego”’ podejscia, powiazanych z nieregularnoscia la-
granzjanow wielu teorii fizycznych i w pewnym sensie samo juz zastuguje na
miano klasycznego, potwierdzeniem czego sg dziesigtki artykutéw poswigco-
nych zastosowaniom i uogolnieniom ,trojek Tulczyjewa”.

Wiérod prac rozwijajacych formalizm Tulczyjewa mozna wydzieli¢ dwie
podstawowe grupy dotyczace: (1) mechaniki geometrycznej na algebroidach
oraz gradowanych wiazek i rozmaitosci (A. J. Bruce, K. Grabowska, J. Gra-
bowski, M. Jozwikowski, M. Rotkiewicz, P. Urbanski); (2) klasycznej teorii
pola (K. Grabowska, J. Grabowski, L. Vitagliano).

Rozprawa doktorska mgr. Marcina Zajaca wpisuje si¢ w druga grupe prac,
aczkolwiek ma tez zwiazek z pierwsza z nich. Dokladniej méwiac, gtéwne wy-
niki pracy dotycza: (1) formalizmu Tulczyjewa dla klasycznej teorii pola z
cechowaniem; (2) przykltadu redukeji trojki Tulezyjewa dla niezmienniczego
uktadu mechanicznego na grupie Liego (jest to nieco osobny, ale tez wazny
wynik rozprawy); (3) geometrycznego podejsécia do redukeji wzgledem syme-
trii cechowania metodg ,dressingu”. Ostatnia z wymienionych sktadowych
pracy nie jest bezposrednio zwigzana z formalizmem Tulczyjewa (aczkolwiek
zahacza tez o wigzki konfiguracyjng i fazowa, ktore leza u jego podstaw) lecz
rozwija koncepcje redukcji teorii z cechownaiem odkryta przez J. Attarda, J.
Francois, S. Lazarriniego oraz T. Massona.



Mozna powiedzie¢, ze wspélnym mianownikiem dla wszystkich trzech
sktadowych pracy jest hasto ,redukcja”, ale kazdemu z trzech przypadkéw
odpowiada inny typ redukcji. Ponizej rozwaze dokladniej strukture rozprawy
1 opisze, o jakiej redukcji mowa.

Praca sklada sie z siedmiu rozdzialow, z ktorych pierwsze cztery, z wy-
Jatkiem podrozdziatu 3.4, zawieraja material przygotowawczy. Podstawowe
wyniki pracy zawieraja sie w rozdziatach 5-7 oraz we wspomnianym podroz-
dziale 3.4.

We wstepie (rozdzial 1) opisane sg gléwne cele i struktura rozprawy oraz
pokazano znaczenie wynikoéw rozprawy w kontekscie klasycznej teorii pola.
Rozdzial 2 rzetelnie opisuje aparat matematyczny stosowany w dalszych cze-
sciach pracy, w szczegélnosci wiazki dzetéw, geometrie wigzek gtownych i
koneksji, algebroidéw Liego oraz sumy afiniczno-wektorowe wigzek. Ostat-
nie pojecie jest wzglednie prostym, ale wlasnym wypracowaniem autora, z
ktérego niejednokrotnie korzysta w dalszych czesciach pracy.

Rozdzial 3 jest wprowadzeniem do formalizmu Tulczyjewa w mechanice
klasycznej oraz klasycznej teorii pola. Wspomniany podrozdzial 3.4 jest
oparty na artykule [23]|, napisanym przez autora rozprawy wspélnie z jej
promotorks, i zawiera jeden z gléwnych wynikéw pracy — przyklad redukeji
trojki Tulczyjewa dla niezmienniczego ukladu mechanicznego na grupie Liego
G. Korzysta si¢ tutaj z trywializacji wigzki stycznej do G i wynikajacej z niej
trywializacji wiazek iterowanych. Nastepnie obliczone sa odwzorowania «, 3,
K, bedace podstawowymi sktadowymi tréjki Tulczyjewa, oraz redukcje tych
obiektéw wzgledem naturalnego dzialania grupy. Ostatecznie otrzymuje sie
szczegblny przypadek trojki Tulezyjewa na algebroidzie [21], gdzie algebroid
jest postaci g — {1} (g jest algebra Liego odpowiadajaca grupie Liego G).

W rozdziale 4 podane jest wprowadzenie do klasycznej teorii pola z cecho-
waniem. Opisane sa tutaj rézne podejécia do opisu transformacji cechowania
oraz szczegotowo rozpatrzone przyklady elektrodynamiki klasycznej oraz teo-
rii oddziatywan elektrostabych.

Rozdziat 5, ktory jest poswiecony strukturze wigzek konfiguracyjnej oraz
fazowej teorii z cechowaniem, zawiera juz czes¢ gtownych wynikéw pracy. Do
nich nalezy w szczegolnosci twierdzenie 3, opisujgce izomorfizm wigzki kon-
figuracyjnej J'C, gdzie C = J'P/G — M jest wigzka konre_lisiji gléwnych na
wigzce gtownej P — M z grupg strukturalng G, z wiazka J2P/G dzetow se-
miholonomicznych zredukowanﬂzglgdem dziatania grupy. Z ogélnej teorii
dzetéw wynika tez izomorfizm J2P/G = J2P/G&c(C Xy N*T*M ®)r adP),



ktory pozwala na wydzielenie w wiazce konfiguracyjnej J 1 skosnie syme-
trycznej sktadowej C' xr A2T*M @)y ad P, istotnej w teoriach pola z cecho-
waniem, gdzie lagranzjan L : J'C — Q™ zalezy tylko od czesci dzetu (krzy-
wizny koneksji). W ostatnim podrozdziale rozdziatu 5 dany jest opis wigzki
fazowej teorii z cechowaniem, w ktérym podobnie do wigzki konfiguracyjnej
wydziela sie ,sko$nie symetryczna skltadowa’.

Rozdzial 6 jest centralnym w catej rozprawie. Opisana w nim jest reduk-
cja formalizmu Tulczyjewa dla teorii z cechowaniem wzgledem symetrii pole-
gajacej na uwolnieniu sie od nieistotnych z punktu widzenia fizycznych teorii
symetrycznych sktadowych” wiazek konfiguracyjnej i fazowej. Obliczone sg
wszystkie skiadniki formalizmu Tulezyjewa, takie jak odwzorowania «, 3,k
i R oraz dynamika D, zredukowane do ,sko$nie symetrycznych sktadowych”
odpowiednich wiazek. Rozdzial koriczy sie ilustracja powyzszej redukcji na
przykladzie teorii Yanga—Millsa.

Rozdzial 7, ostatni w rozprawie, poSwiecony jest redukcji innego typu.
Najpierw autor skupia sie na geometrycznym przeformulowaniu ww. me-
tody dressingu, ktére samo w sobie moze by¢ zaliczone do osiggnie rozprawy,
gdyz autorzy tej metody sformulowali ja w jezyku algebraicznym modutow
nad pierécieniem. Nastepnie, zakladajac najpierw, ze grupa strukturalna G
jest iloczynem pétprostym, a potem — prostym grup J i H, autor pokazuje jak
redukuja sie poszczegolne sktadowe teorii, takie jak wigzka gtowna, wiazka
koneksji, wiazki konfiguracyjna i fazowa, przy zalozeniu wspoélzmienniczosci
dodatkowego pola teorii (tzw. pola dressingu) wzgledem jednej z tych pod-
grup. Istotnym spostrzezeniem mgr. M. Zajaca w tej czesci rozprawy jest
zauwazenie, ze koneksja ,,po dressingu”, czyli po transformacji p6l cechowania
za pomoca pola dressingu, redukuje si¢ do koneksji w innej wiazce glownej z
mniejsza grupa strukturalng (druga z wymienionych grup).

Rozprawa doktorska mgr. Marcina Zajaca sprawia bardzo solidne wraze-
nie: jest technicznie zaawansowana i wymagata od autora gruntownej erudy-
cji matematycznej w dziedzinie geometrii rézniczkowej (specyficznie w takich
jej rozdziatach jak teoria wiazek glownych, koneksje na wiazkach gtownych
oraz ich krzywizny, teoria wigzek dzetow, wiazek afinicznych, wigzek podwoj-
nych, teoria algebroidéw i struktur powiazanych) oraz zawiera duzo oryginal-
nych wynikéw stanowiacych istotny wkiad w rozwoj formalizmu Tulczyjewa
oraz teorii pola z cechowaniem.

Nie pozbawiona jednak ona i mankamentéw. Wsréd nich w pierwszej
kolejnoéci wymienitbym fakt, iz jedyna opublikowana praca autora dotyczaca
tematoéw rozprawy [23| obejmuje istotny lecz bardzo maly fragment rozprawy
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opisany wyzej.

Nastepnie chcialbym nadmienié¢, ze jeden z tematow w tytule rozprawy,
mianowicie ,algebroidy Atiyaha”, pojawia sie tylko w obrebie rozdzialow
przygotowawczych, gdzie podana jest definicja algebroidu Atiyaha (podroz-
dzial 2.4). Odnosze wrazenie, ze wstepny zamysl rozprawy przewidywal ba-
danie struktur algrbroidalnych (czyli nawiasu Liego oraz kotwicy) zwiaza-
nych z wigzks Atiyaha TP/G oraz wigzkami powiazanymi C = J'P/G, J'C
1 t.p., ale z jakich§ powod6w nie zostal zrealizowany. Przypomnijmy sobie,
ze formalizm Tulczyjewa dla mechaniki klasycznej przyczynit sie do odkry-
cia waznych poje¢ matematycznych oraz zwiazkéw miedzy nimi (wigzki po-
dwojne, dualno$é¢ pomiedzy strukturami algebroidéw Liego i liniowych struk-
tur Poissona i t.p.). W tym kontekécie wydaje sie, ze struktury algebroidalne
zwigzane z formalizmem Tulczyjewa w teorii pola i w szczegélnosei pola z ce-
chowaniem s3 bardzo wazne i ich badanie moze byé jednym z ewentualnych
kierunkow perspektywicznych.

Zauwaze rowniez, ze ze wzgledu na duza objeto$é czytanie rozprawy
utrudnione jest niewystarczajaca, ilosciag doktadnych odwotan do notacji oraz
wynikow z rozdzialéw poprzedzajacych. Z pewnoscig pomocy czytelnikowi
poshuzytaby lista oznaczeri. Ponizej wymienie tez kilkanascie literéwek oraz
niescistosci, ktore zakradly sie do tekstu rozprawy. Dla ulatwienia czytania
rozprawy warto bytoby w rozdzialach przygotowawczych doda¢ wprowadze-
nie do relacji symplektycznych i obiektéw generujacych, ktore pojawiaja sie
w wielu miejscach.

Podsumowujac, zwazywszy na to, ze przedstawiona rozprawa $wiadczy o
dojrzaloci badawczej autora oraz spetnia wszystkie formalne wymogi, uwa-
zam, ze jej autor mgr. Marcin Zajac zastuguje na nadanie mu tytutu doktora
1 powinien by¢ dopuszczony do dalszych etapow procedury doktorskiej.

Na koniec chciatbym podkreslié, ze mgr. Marcin Zajac oprocz cytowa-
nej publikacji [23| jest autorem 4 prac naukowych, tematy ktorych nie sg
bezposrednio zwigzane z tematem rozprawy doktorskiej, opublikowanych lub
przyjetych do druku w wysoko punktowanych czasopismach. Dodatkowo 4
prace jego autorstwa, w tym jedna dotyczaca ww. metody dressingu, sg zlo-
zone do publikacji. Ma do$wiadczenie wspolpracy z osrodkami zagranicznymi
oraz wygloszenia referatéw na konferencjach oraz seminariach miedzynarodo-
wych (kilka z nich miatem przyjemno$é wystuchaé). Potwierdza to w duzym
stopniu moje powyzsze zdanie, sformulowane na podstawie samej analizy
rozprawy doktorskiej.



Pomytki druku oraz niescistosci formutowari

str. 8, ak. 3: ma byé ;¢ ~ ¢ & d(m) = ¢ (m), Tnd(TM) =
S 7

str. 8, ostatni ak.: jest ,,(z%, u®)”, ma by¢ ,,(¢*, u®)”;
str. 10, ak. 1: jest ,J'E — J'E”, ma by¢ ,J2E — J'E” (2 razy);

str. 10, ostatni ak.: jest ,dowolna krzywa w M”, ma by¢ ,dowolna
krzywa gladka w M”;

str. 11, ak. 1: jest ,podzbiorem elementéw majacych”, ma byé ,pod-
zbiorem par elementéw majacych”;

str. 11, ak. 2: jest ,modelowana na V;”, ma by¢ ,modelowana na
'Vl i V”; :

str. 13, ak. 2: jest ,W* = V*/W®”, ma by¢ ,,W* = V*/W°, gdzie W°
jest anihilatorem podprzestrzeni W,

str. 15, ak. 1: jest ,F' = ¢”, ma by¢ ,F' = g, gdzie g jest algebrg Liego
grupy Liego G”;

tamze: podana definicja odwzorowania Ad : G x g — g jest prawdziwa
wylacznie dla liniowych grup i algebr Liego;

str. 18: diagram (2.22) jest niezrozumialy, gdyz A C I(T*P®g), a nie
ACT"P&g:

str. 20, ak. 3: jest ,Definicja (2.30)”. Formalnie wzoér (2.30) nie jest
definicja;

str. 26, ostatni ak.: jest ,,A jest lokalnie odwracalna”, ma byé , A jest
lokalnie odwracalne”;

str. 27, ak. 2: jest ,wr = A*wyp/”, ma by¢ ,,w; = A*wyy, gdzie wys jest
kanoniczng forma symplektyczng na T M”;

str. 35-36: w podrozdziatach 3.3.2 oraz 3.3.3 uzyto roéznych oznaczen
do przestrzeni odwzorowan afinicznych A4, — U:



str. 46, ak. 1: jest ,{® : P — P, ma byé¢ ,{® : P —- P |" lub
,1® : P — P :”; analogicznie we wzorze (4.2);

str. 52, ak. 1: jest ,0 : G = End(C?)”, ma by¢ ,,p : G — Aut(C?)”;

tamze: jest ,Zalozmy ponadto, ze K jest niezmiennicze”, ma by¢ ,Za-
t6zmy ponadto, ze K jest niezmienniczy”; w tym miejscu warto byloby
nadmienié¢, dlaczego niezmienniczy iloczyn skalarny istnieje;

str. 53, ostatni ak.: jest ,a € T*M ® u(1)” oraz ,a € T*M ® su(2)”,
ma by¢ ,,a € T'(T*M ® u(1))” oraz ,a € I'(T*M ® su(2))”;

str. 81, ak. 4: jest ,zwigzany z grupa H’, ma by¢ ,zwiazany z grupa
H”;

str. 90: pozycje [22] oraz [33] zawieraja niepeine dane bibliograficzne.
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