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»In the Institute in Copenhagen (...) we used, when in trouble, often to comfort ourselves with
jokes, among them the old saying of the two kinds of truth. To the one kind belong statements
so simple and clear that the opposite assertion obviously could not be defended. The other kind,
so-called "deep truths” are statements in which the opposite also contains deep truth. Now, the
development in a new field will usually pass through stages in which chaos becomes gradually
replaced by order; but it is not least in the intermediate stage where deep truth prevails that
the work is really exciting and inspires the tmagination to search for a firmer hold.”

Niels Bohr [1]
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Streszczenie

Kwantowy Efekt Zenona dla pomiaru ciaglego

Stanistaw M. SOLTAN

Kwantowy efekt Zenona polega na spowolnieniu ewolucji uktadu kwantowego wskutek po-
wtarzanych pomiaréw sprawdzajacych, czy uktad jest w swoim stanie poczatkowym. Przy-
spieszenie ewolucji uktadu pod wplywem takiej procedury nosi z kolei miano kwantowego
efektu Anty-Zenona. Przy czasie pomiedzy pomiarami (rzutowymi) zbiegajacym do zera,
uzyskiwany jest paradoksalny wynik, ze ewolucja w czasie mierzonego uktadu jest zupetnie
zatrzymana. Powszechnie przyjmowanym rozwigzaniem tego problemu jest uwzglednianie
modelu detektora w dyskusji pomiaru, czyli stosowanie teorii pomiaréw uogoédlnionych, kiedy
czasy pomiedzy pomiarami sg bardzo krotkie.

W niniejszej rozprawie za uktad kwantowy obrany jest model, w ktérym pojedynczy stan
(wybierany jako poczatkowy) sprzezony jest z kontinuum stanéw. Zastosowanie czynnika lo-
rentzowskiego sprzezenia miedzy nimi ulatwia znaczaco rachunki Sciste i numeryczne dzieki
tzw. metodzie pseudomodoéw. Praca zawiera analize ww. efektéw dla modelu pomiaru cig-
glego (czyli takiego, w ktorym przeprowadzono ww. przejscie graniczne), w ktorym w kazdej
chwili uktad obserwowany oddzialuje stabo z osobna sonda, niezalezna od innych. Mozna
przyjaé, ze ukltad oddzialuje ze strumieniem czastek (sond) o stacjonarnym przeplywie. Wy-
nikiem pomiaru w kazdej chwili jest wielkos¢ ciagta; korelacje tej wielkosci w réznych chwilach
czasu odpowiadaja korelacjom operatorow kwantowych bedacych obserwablami — tu jest to
rzut na stan poczatkowy. Korelacje te mozna obliczy¢ z pomoca réwnania Lindblada dla
uktadu obserwowanego.

Z tych tez powoddéw kryteria na zachodzenie ww. efektéw zdefiniowane sa w oparciu o war-
tosci oczekiwane i korelacje dwupunktowe wynikéw pomiaréw zamiast o prawdopodobienstwo
ciggu pozytywnych wynikéw. To drugie podejécie jest standardowe, wiec w pierwszej kolejno-
$ci nowe kryteria zastosowane sg na probe do powtarzanych pomiaréw rzutowych. Forma tych
kryteriow okazuje sie jako$ciowo taka sama co w podejsciu standardowym. Jednakze, przej-
$cie z wielko$ciami do rezimu rzadkich pomiaréw i ttumionych oscylacji prawdopodobiernistwa
stanu poczatkowego (kiedy nie moze by¢ mowy o ww. efektach) jest tagodne w przeciwienstwie
do przypadku z kryterium standardowym (co zbadano dla czynnika lorentzowskiego). Oprocz
tego efekt Anty-Zenona przydarza sie dla mniejszego zakresu parametréw. Stwierdzono takze,
ze pomiar staby z uzyciem tylko dwoch sond (bez granicy krotkich czasow) pozwala uzyskaé
tzw. wartos$¢ staba obserwabli. Przy malym sprzezeniu stanu poczatkowego do kontinuum
prosty warunek na wartosé staba odtwarza kryteria w standardowym podejsciu.

Ww. wyniki uznaje za uwiarygadniajace zaproponowane kryteria, wiec stosuje je tez w
przypadku pomiaru ciagtego. Dla dlugich czaséw trwania eksperymentu i stabego sprzezenia
z kontinuum poprawki na wskutek pomiaru przyjmuja posta¢ modyfikacji do Ztotej Reguty
Fermiego. Uzyskano takze poprawki dla krotkich czaséw. Przeprowadzono takze obliczenia
bez przyblizeri i analize numeryczng dla czynnika Lorentzowskiego. Wyniki sa tu jako$ciowo
podobne do wynikéw zastosowania nowych kryteriéw dla pomiaréw rzutowych. W zasadzie
zidentyfikowano tym sposobem mozliwy efekt rezonansu uktadu pomiarowego z detektorem,
ale wptyw na wyniki ma ten rezonans znikomy.

W ostatnim rozdziale poza podsumowaniem wskazuje na trudnodci, jakie spotkataby préba
definicji ciggu pozytywnych wynikéow przy cigglym pomiarze. Ten problem jest wart dalszych
badai.






Abstract

Quantum Zeno Effect for continuous measurement

Stanistaw M. SOLTAN

Slowing down of a quantum system time evolution due to repeated measurements that
check, if the system is in its initial state is called the quantum Zeno effect. Conversely,
the speed up of the evolution under such procedure is called Anti-Zeno effect. When the
time between (projective) measurements approaches zero, a paradoxical theoretical result is
obtained, that the time evolution of the observed system is stopped. It is universally accepted
that to solve this problem one has to take detector into account in detection model, that is,
apply the generalised measurement theory when the times between measurements are very
short.

In this dissertation the quantum system is modelled by a single state (taken as initial one)
coupled to a continuum of states. Calculations and numerical analysis are greatly simplified
by taking Lorentzian form factor as describing this coupling. This is due to the so-called
method of pseudomodes. The PhD thesis contains the analysis of aforementioned effects for a
continuous measurement (that is, the limit of zero time intervals has been taken) in which the
observed system interacts weakly with a different probe at any instance of time, independent
of other probes. It could be assumed, that the system interacts with a stationary flow of
particles (probes). The outcome of such measurement is a continuous variable assigned to
every moment of time. Correlations of these values taken at different moments are expressed
by correlations of observables. Here the observable is taken as a projection onto the initial
state. These correlations can be calculated with the help of a Lindblad equation for the
observed system.

Due to these circumstances, criteria for Zeno or Anti-Zeno effects to occur are defined with
the use of the expectation values and the two-point time correlations of the measurement out-
comes. This is in contrast with a standard approach of analysing the probability of a chain of
positive results. Therefore, criteria are firstly tested in the case of repeated projective measu-
rements and are found to reproduce a qualitatively the same form of results as standard ones.
However, the transition to the regime of sparse measurements and damped oscillations of the
probability of the initial state (a case where the investigated effects are undefined) is smooth
as compared to the case of standard criteria (this was investigated for the Lorentzian form
factor). Additionally the Anti-Zeno effect occurs for smaller range of controlled parameters.
Furthermore, a weak measurement using exactly two probes (with no limit of short times)
allows to obtain the so-called weak value of the observable. A condition for this quantity
reproduce standard criteria provided the coupling of initial state to the continuum is small.

I consider these results justify the proposed criteria. Thus, I apply them to the case of
continuous measurements. For long duration time of the experiment and weak coupling with
a continuum, the corrections due to the measurement take the form of modified Fermi Golden
Rule. Corrections for short times are also obtained. Exact calculations and numerical analysis
were performed for the case of the Lorentzian form factor. In principle, a possible effect was
identified of a resonance between a detector and a measured system, but the influence of this
resonance on outcomes are negligible.

In the last chapter I also point out the difficulties in defining a chain of positive results of
the continuous measurement. This problem is worth further investigations.
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Wstep

W sytuacji gdy uktad kwantowy przygotowany w stanie zanikajacym w czasie podlega czesto
powtarzanym pomiarom rzutowym, mechanika kwantowa przewiduje efekt Zenona (ZE, od
ang. Zeno effect) lub anty-Zenona (AZE, od ang. Anti-Zeno effect): oczekiwana ewolucja za-
nikowa w czasie podlega spowolnieniu przy ZE (lub przyspieszeniu przy AZE). Sa to zjawiska
potwierdzone do$wiadczalnie [2—-11|. Teoria ZE jest ogolnym wynikiem mechaniki kwantowej
charakterystycznym dla wlasciwie wszystkich modeli kwantowych poza pewnymi przypad-
kami granicznymi. Stad mozna oczekiwaé szerokiego jego rozpowszechnienia. Mozliwe, ze
stabilizacja chiralnych izomeréw pod wptywem monitorowania ich §rodowiska takze jest przy-
ktadem ZE[12], co stanowiloby prawdopodobnie przyktad najwiekszego uktadu kwantowego,
dla ktorego ten efekt jest znany. Wysuwano tez hipoteze, ze ZE odpowiada za dtugi czas zycia
protonu (tj. za brak znanych przypadkoéw spontanicznego rozpadu protonu), ale hipoteze te
raczej nalezy odrzucié [13].

Przy przejsciu granicznym z czasami pomiedzy pomiarami do zera ewolucja przewidywana
na bazie podstawowych aksjomatéw mechaniki kwantowej ulegataby catkowitemu zatrzyma-
niu. Rezultat ten znany jest pod nazwa paradoksu Zenona [14]. Ogodlniej, dowolna seria
pomiaréw sprawdzajacych przebywanie uktadu w stanie zmiennym w czasie w sposéb ciagty
zadaje we wspomnianej granicy ewolucje w postaci mierzonego stanu |15, 16], stad alter-
natywna, cho¢ mniej rozpowszechniona nazwa: zdominowana ewolucja w czasie (DTE, od
ang. dominated time evolution) [16]. Sama nazwa paradoksu Zenona nawiazuje do rozwazan
przypisywanych przez Arystotelesa Zenonowi z Elei, w szczegdlnosci do tzw. strzaty Zenona
[14]. W skrocie, jak patrzy sie na wystrzelona strzale, to zawsze widzi si¢ ja spoczywajaca w
konkretnym miejscu, a zatem nie moze si¢ poruszaé; stad obserwacje zmystowe sa sprzeczne,
a obserwowane zjawiska ruchu sa iluzja. Odpoér tego argumentu w ramach mechaniki kla-
sycznej daje zastosowanie rachunku rézniczkowego, co pozwala strzale przypisa¢ w dowolnym
momencie predko$é; innymi stowy, stan strzaly jest elementem przestrzeni fazowej obejmuja-
cej nie tylko potozenia ale i pedy, czego migawkowe ’'zdjecie’ lecacej strzaly nie jest w stanie
uchwycié.

7Z kolei zjawisko kwantowomechaniczne opisane wyzej nazwano paradoksem w nastepuja-
cym znaczeniu [14]: dla kompletnosci mechaniki kwantowej przyjmuje sie postulat, ze przejsciu
uktadu pomiedzy dwoma ortogonalnymi stanami kwantowymi (czy, ogdlniej, dwoma ortogo-
nalnymi podzbiorami przestrzeni Hilberta) w jakiej$ chwili eksperymentu przypisa¢ mozna
pewne prawdopodobienistwo. Odnosi sie ono do wyniku pomiaru, w ktérym uktad jest mo-
nitorowany w spos6b ciagly. Jednakze, to ciagle monitorowanie, rozumiane jako przejscie
z czasem pomiedzy pomiarami do zera, zatrzymuje ewolucje. Stad wspomnianego prawdo-
podobienistwa nie mozna zdefiniowaé, co przeczy wyzej wylozonemu rozumieniu kompletno-
sci. Skadinad wypada zauwazyé, ze skoki kwantowe w dawnym rozumieniu Bohra i innych
jako momentalne przejécie pomiedzy jednym stanem kwantowym a drugim mozna fizycznie
zdefiniowa¢ dopiero w kontekscie regularnie i czesto powtarzanych pomiarow [17]. Sposrod
mozliwych rozwiazan tak rozumianego paradoksu (patrz dyskusja w [14]) obecnie powszech-
nie przyjmuje sie, ze opis ciagtego monitorowania uktadu kwantowego jako granica zerowego
czasu pomiedzy pomiarami rzutowymi jest nieadekwatna, i konieczny jest model opisujacy
realistycznie oddzialywanie uktadu kwantowego z obserwowanym detektorem [18-22]|. O tym,
ze pomiar rzutowy jest tu nie do korca wilasciwy, swiadczy tez to, ze rezim krotkich czasow,
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zgodnie z zasada nieoznaczonosci, powinien wprowadza¢ duza nieoznaczonos$¢ energii [15].
Sam efekt DTE sugeruje, ze w tej granicy 'pomiar rzutowy’ traci sens i znaczenie pomiaru.

Przypadek, w ktorym wplyw detektora na uklad jest minimalizowany (kosztem precyzji),
nazywa¢é bede pomiarem stabym. Z modelu stabego pomiaru opartego na gaussowskich opera-
torach Krausa [23] mozna uzyska¢ model pomiaru ciagtego w granicy poprzednio prowadzacej
do paradoksu Zenona [24]. Sama za$ nieodwracalna ewolucja kwantowa jest, standardowo,
modelowana przez uwzglednienie przejéé ze stanu poczatkowego do ciaglego, nieskonczonego
kontinuum stanéw zwanego dalej rezerwuarem. Dla wytlumaczenia specyfiki tego podejscia
na tle innych,nalezy dokonaé¢ nastepujacych obserwacji:

1.

Przede wszystkim, nie jest stosowane przyblizenie unitarne, tj. akt pomiaru detektora
nie jest pomijany [22]. Wiaze sie to z tym, ze zamiast oddzialywania z pojedynczym
detektorem, uktad w modelu oddziatuje z szeregiem sond, w kazdej chwili czasu z inna
sonda, ktérych stan po tym oddzialywaniu jest mierzony. Tak mozna np. symulowaé
oddziatywanie elektronow przeptywajacych przez kropke kwantowa (bedaca tu uktadem
badanym), jak np. w [25, 26]. Sa jednak istotne roznice. Przede wszystkim, zamiast
rozpatrywania uktadu wielu elektronéw stanowiacych detektor, przyjmuje sie istnienie
stacjonarnego przeptywu i rozpatruje oddziatywanie z pojedynczym elektronem w kazdej
chwili (a takze stosuje sie przejscie graniczne dla czaséw pomiedzy oddziatlywaniami z
detektorem). Dalej, strumien czastek jest tutaj przyjety za staly, tj. wplyw ukltadu
obserwowanego na tempo przeplywu jest uznany za zaniedbywalnie maly. Stad tacze,
w ktérym umieszczono badany uktad kwantowy, klasyfikuje sie jako mezoskopowe [27,
28]. Innym mozliwym zastosowaniem prezentowanego opisu bytby dwupoziomowy atom,
ktorego stan monitorowany jest z pomocs stabej wiazki laserowej.

. W standardowej definicji ZE/AZE rozpatruje si¢ nie tyle srednie wartosci obserwabli czy

korelacje, ale prawdopodobieristwo uzyskania szeregu wynikéw pozytywnych, tj. swiad-
czacych o tym, ze uktad pozostaje w stanie poczatkowym. Taki opis jest tu zarzucony
na rzecz badania wartosci oczekiwanej i korelacji drugiego rzedu. Powodem tego jest
przede wszystkim mozliwos¢ zastosowania réwnania Lindblada z cztonem dekoherencyj-
nym [24], co znaczaco upraszcza zagadnienie. Jest jednak tez powod bardziej funda-
mentalny: wynikiem pomiaru w danej chwili czasu jest wartos¢ ciggta, ktérej momenty
statystyczne sa powiazane z korelacjami obliczonymi dla operatora bedacego obserwa-
bla. Definicja w takim przypadku, co stanowi prawdopodobieristwo pozostawania w
stanie poczatkowym, nie jest oczywista.

. Efekt oddzialywania z detektorem mozna w pewnych przypadkach sprowadzi¢ do ba-

dania ewolucji stanu uktadu w oparciu o niehermitowski, optyczny Hamiltonian [21,
29]. W stosowanym za$ rownaniu Lindblada dekoherencji ulegaja tylko pozadiagonalne
elementy macierzy opisujace przejscia miedzy stanem poczatkowym a rezerwuarem.

. Rozpatrywany jest tylko najprostszy przypadek pomiaru bezposredniego, gdy obser-

wabla jest operator rzutowy na stan poczatkowy. Pozadana bylaby analiza pomiaru
posredniego (jak np. |22, 30]), tzn. z uzyciem nietrywialnej obserwabli zdefiniowanej w
oparciu o stany rezerwuaru.

. W standardowym podejsciu wskutek pomiaru z wynikiem pozytywnym rezerwuar po-

wraca do stanu poczatkowego. Nie jest to konieczne, rezerwuar moze ulegaé¢ zmianie
i w tym sensie stanowi¢ 'pamie¢’ uktadu o dotychczasowych wykonanych pomiarach.
Trzeba to uwzgledni¢ np. przy wyjsciu poza tzw. przybliZzenie rotujacej fali [31]. W
niniejszym modelu rezerwuar tez posiada 'pamieé¢’, z dwoch powoddéw: gdyz zamiast
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pomiaru rzutowego stosowany jest pomiar staby, oraz gdyz dopuszczone jest uzyskiwa-
nie negatywnych wynikéw, co i w przypadku pomiaréw rzutowych pozostawiatoby slady
dotychczasowej ewolucji w rezerwuarze.

Ze wzgledu na punkt 2 proste poréwnanie wynikéw ilosciowych ze standardows teorig z po-
miarem rzutowym nie jest tutaj zasadne. Duza czesé przygotowawcza pracy stanowi z tego
powodu analiza alternatywnych definicji z punktu 2 wyzej dla pomiaru rzutowego. Ta ana-
liza sama w sobie moze by¢ uzyteczna przy planowaniu eksperymentéw w oparciu o pomiary
rzutowe czy pulsowe. Demonstracja wykaze, ze tym sposobem mozna réwnie dobrze zdefinio-
waé ZE i AZE. Jakosciowo efekty sa takie same, choé mogg sie réznié ilosciowo. Natomiast
stracony jest kontekst skokéw kwantowych. Przy tej okazji, warunek konieczny na AZE od-
tworzy¢ mozna z pomoca tzw. wartosci stabej operatora, tamigcej klasyczne intuicje dotyczace
pomiaru [32] (cho¢ nie wprowadza ona w tym kontekscie zadnych paradoksow).

Oprécz przyblizonych rachunkéw dla przypadkow, przeprowadzitem tez rachunki nume-
ryczne dla szczegdlnego przypadku oddzialywania ukladu z rezerwuarem, tzw. czynnika lo-
rentzowskiego. Jest to powszechnie stosowany punkt odniesienia dla dyskutowanych zjawisk
[22, 25, 26, 31|, z racji mozliwego sprowadzenia zagadnienia do modelu dwupoziomowego z
zanikiem jednego ze stanow |31, 33-35].

Obliczenia ktore, jak mniemam, nie sa konieczne do §ledzenia wywodu, umiescitem w do-
datkach do poszczeg6lnych rozdziatow. Oprocz tego w trzech pierwszych dodatkach zawartem
dtuzsze obliczenia, po czesci odtwarzajace wyniki ze znanej literatury, i takze niekonieczne
do sledzenia wywodu (ozn. np. C). Odwotanie w rozdziale X do wzoru = zapisywane jest w
konwencji (z). Odwotanie w rozdziale Y # X do tego samego wzoru jest z kolei oznaczane
przez (X.x).






Rozdzial 1

Definicje, metody, cele

Spis tresci

1.1 Konwencje dotyczace transformaty Fouriera . ... ... ... .. 5
1.2 Efekt Zenona . . . . . . . . . e e e e e e 5
1.2.1 Skale czasowe i Zlota Reguta Fermiego . . . . . . . . ... ... ... 6
1.2.2 Niestandardowe definicje . . . . . . . .. ..o 8
1.3 Zlota Regula Fermiego . . ... ... ... ... ... ..., 8
1.4 Pomiarciagly . . . . . . . . . 0 i i e e e e e e e e e 9
1.4.1 Pomiarstaby . . . ... .. ... 10
1.4.2  Przejicie do pomiaru ciagtego . . . . . . . .. ..o 11
1.5 Efekty klasyczne a efekty kwantowe . . ... ............ 12
1.6 Posta¢ Hamiltonianu . ... ... ... ... ..., 12
1.6.1 Ograniczenia modelu . . . . . . . . . ... L o 13
1.6.2 Wartosci funkcyjne zmiennych . . . . . ... ... ... ... 14
1.6.3 Czynnik lorentzowski . . . . . . . ... ... 14
1.7 Szczegolowe cele, przeglad wynikéw, struktura pracy . . . . . .. 15

Przedstawie tu przeglad wiadomosci o efekcie Zenona, jak rowniez podstawowe informacje
o stosowanym modelu pomiaru ciggltego. Opisze przy tej okazji wielkosci, ktore moga postuzyé
do sformutowania niestandardowych kryteriéw na zachodzenie efektu Zenona lub anty-Zenona.
Omowie tez pokrotce Ztota Regule Fermiego i stosowana w pracy posta¢ Hamiltonianu. Na
koniec wskazuje konkretne cele pracy i streszczam uzyskane wyniki z kolejnych rozdziatow.

1.1 Konwencje dotyczace transformaty Fouriera

fo) = [, o) =5 [ dofe,

Fo(x) = / dkf*(K)e %, fo(k) = - / d f* (2)e™,

:271'

B = [ [ dhdguirget=n i

1.2 Efekt Zenona

Niech bedzie dany uktad kwantowy, ktory jest przygotowany w konkretnym czystym stanie
kwantowym i ktory ewoluuje od tego stanu w sposéb nieodwracalny, tj. prawdopodobienistwo
p(t) przebywania w stanie poczatkowym zbiega do zera, kiedy czas t — oo. Mozna wyrazié
p(t) = 1—q(t), gdzie ¢(t) to prawdopodobieristwo opuszczenia stanu pierwotnego. Uktad ten
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poddany bedzie pomiarom rzutowym przeprowadzanym co krétki czas 7, sprawdzajacym, czy
pozostaje on w swoim stanie poczatkowym. Wynik pomiaru $wiadczacy o tym, ze owszem,
pozostaje, nazywaé¢ bede pozytywnym. Niech P(t), ¢t = 7N bedzie prawdopodobieristwem
wyniku pozytywnego w szeregu N pomiaréw. Dla 7 krotkich w poréwnaniu z ¢, P(t) moze
by¢ traktowana jako zanikajaca funkcja wyktadnicza postaci:

P(t)y=e®  R=12 (1)

Dla krotkich czasow zachodzi P(t) > p(t). Wynika to z rozwinigcia prawdopodobienstwa w

szereg dla krotkich czasow: )
o) =1-p(t) = 1, )
TZ
gdzie T, wyznacza skale czasowa zachowania kwadratowego. ZE (AZE) zdefiniowa¢ mozna
warunkiem P(t) > p(t) (P(t) < p(t)). Poniewaz zanik kwadratowy jest wolniejszy od wy-
ktadniczego, dla dostatecznie krotkich czaséw zawsze zachodzi ZE. Dla 7 — 0 obowiazuje
P(t) — 1 — ww. paradoks Zenona. W literaturze spotka¢ mozna takze inne definicje: oparte
na poréwnaniu eksponencjalnego wyktadnika R z wyktadnikiem obliczonym ze Ztotej Reguty
Fermiego [22], czy tez oparte na kryterium dynamicznym dR/dr < 0 (dR/dr > 0): spowolnie-
nia (przyspieszenia) zaniku przy zmniejszeniu czasu 7 identyfikowanego jako ZE (AZE). [36].
W skrajnym przypadku definicja jest rozszerzona na kazde zaburzenie wyktadnika zaniku pod
wplywem otoczenia [22, 37-39].
Ta sekcja obejmuje dalej omowienie zwiazku ZE / AZE ze Ztota Reguta Fermiego oraz cha-
rakterystycznych skal czasowych dla ZE. Dalej, na potrzeby dalszych rozwazan, zaproponuje
inne mozliwe definicje ZE / AZE.

1.2.1 Skale czasowe i Zlota Regula Fermiego

Przy oznaczeniu stanu poczatkowego przez |2) a Hamiltonianu obserwowanego uktadu przez
H, obowiazuje:
h? r o s 1 9
i (QUH7|Q) — (QH|Q) = ﬁz 193] (3)
(2
gdzie wprowadzitem oznaczenie g; = (z\H |2) indeks i przebiega po wszystkich stanach ba-
zowych roznych od |2), ostatnia réwnosé zas zachodzi ze wzgledu na rozktad jedynki 1=
1) (] + >, 14) (i|. Jesli obserwowany uklad mozna rozpatrywaé jako uwieziony w lokalnej
pulapce potencjalu, czas 7, jest przy tym srednig geometryczng z dwoch innych czaséw cha-
rakterystycznych [16]:

T = /TqTt, T < T, < Tq, (¢ = 75). (4)

Czas 13 jest czasem przejscia (indeks ¢t od ang. traversal) przez obszar klasycznie dozwolony,
lub zwigzany z tunelowaniem przez obszar klasycznie zabroniony. W kontekscie ZE ten czas
jest czeScie] nazywany czasem skoku i oznaczany 7; [21] (indeks j od ang. jump). Czas 74
jest charakterystyczng skala zaniku wyktadniczego (indeks d od ang. decay) stanu kwan-
towego, jesli taka skala czasowa w danym ukladzie istnieje — inaczej wzor nie obowiazuje.
By zanik wyktadniczy wskutek powtarzanych pomiaréw byt odréznialny od zwyklego zaniku
wyktadniczego, ze wzgledu na (1) i (2) powinna zachodzi¢ nier6wnosé

tT t . 72
— < —, czyli T< = =15 (5)

T, Td Td



1.2. Efekt Zenona 7

Innymi stowy, czas 7 zgodnie z (4) winien by¢ mniejszy niz 7;. Tu juz czas skoku definiowany
jest bez zawezania klasy dyskutowanych uktadéw kwantowych.

Ztota Regute Fermiego (FGR, od ang. Fermi Golden Rule) bede tu rozumial jako spelniana
przez wiele uktadéw w niestabilnym stanie kwantowym zaleznosé dla dlugich czasow:

p(t) = Zygre™ o, (6)

przy czym Ryg, = % jest wyrazone konkretnym wzorem. Zagadnienie ZE / AZE mozna ujaé¢
jako modyfikacja do FGR ze wzgledu na pomiary [19, 30].

Stala Zy, w powyzszym wzorze zalezy od ukladu i jego poczatkowego stanu. Jej war-
tos¢ pozwala napisa¢ kryterium, czy w danym uktadzie mozliwe jest zachodzenie AZE przy
definicji opartej na poréwnaniu R z Ryge. Kryterium to nie opiera si¢ na przyblizeniu (1).
Rozumowanie, za [22|, jest nastepujace. Jako, ze dla czasow 7 zbiegajacych do zera zawsze
zachodzi ZE, AZE moze zaj$¢, jesli istnieje rozwigzanie rownania:

R(T") = Rygp- (7)
AZE zachodzi dla T > 7%, przy czym dla 7 — oo zaczyna obowiazywaé Ztota Reguta Fermiego.
Asymptotyczna posta¢ R(7) w tej granicy, z (6) to

log Z
R(r) = Rpgr — ———, (8)
z czego wynika, ze jesli Z < 1, R(7) dazy do Ryg4r od gory. W przeciwnym przypadku dazy
od dotu. Oba zachowania zilustrowano na rys. 1 Poniewaz, zgodnie z paradoksem Zenona,

1.5 1 1.5 1
S1.0q ==mmmm e ——— - 1.0
~
~
O
2 0.5 A 0.5 1
0.0 - T T T T T 0.0 1 T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
T T

RYSUNEK 1: Przykladowy stosunek R(7) do Ry, dla Z < 1 po lewej, i Z > 1
po prawej. Czas 7 w jednostkach umownych.

R(0) = 0, w tym pierwszym przypadku zaleznos¢ R(7) musi przyjmowac wartos¢ Ry, dla
jakiegos 7 € [0, 00[. Stad (7) ma rozwiazanie. Kryterium

Z<1 (9)

nazywane bedzie warunkiem koniecznym na zachodzenie AZE (ale nie wystarczajacym). Do
podanych skal czasowych mozna dodaé¢ czas optymalny dla obserwacji AZE. Zgodnie z po-
wyzsza dyskusja wypadatby on w maksimum R(7).

Jedli wyrazenia g; uznaé¢ za mate wielkosci, to dla krotkich czaséw mozna rozwinaé operator
ewolucji w szereg w kolejnych potegach g; zamiast kolejnych poteg 7, co prowadzi do wzoru
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22, 36]

q(t) =12 Z |gi|*sinc? (EZ;/h> =TR(T) (10)

gdzie sinc(z) = Sinz(m), za$ E; = (i|H|i), przy czym baza stanéw i zadana jest teraz przez

wektory wlasne Hamiltonianu po odjeciu oden operatoréw przejsé pomiedzy |Q2) a dowolnymi
innymi stanami. Wzér ten w oparciu o kryterium dynamiczne pozwala zidentyfikowaé¢ odpo-
wiednie efekty w zaleznosci od przekrywania sie dwoch zsumowanych funkcji. Wyznaczenie
maksimum R(7), o ile istnieje, z warunku zerowania sie pochodnej prowadzi do uwiklanej
definicji 7,, czasu optymalnego do obserwacji AZE.

1.2.2 Niestandardowe definicje

Badanie prawdopodobieristwa p(t) przebywania w stanie poczatkowym wiaze zagadnienie spo-
wolnienia (tudziez przyspieszenia) ewolucji z obserwacja ’skokow kwantowych’. Ponizsze kry-
teria wciaz pozwalaja kwantyfikowaé opdznienie ewolucji, lecz potencjalnie nie wiaza si¢ juz z
mozliwoscig wykrywania skokéw kwantowych. Zreszta, inne modele pomiaru moga by¢ tego
zjawiska pozbawione. Oznaczam:

ho(ty,t2) = p(t1, t2) — p(t2) = p(t1)p(ta — t1) — p(t2), (11)

gdzie p(t1,t2) to prawdopodobieristwo wykrycia za pomoca pomiaréow rzutowych w chwilach t;
i t5 za kazdym razem stanu pierwotnego. Wartosé ho(7,27) /72 kwantyfikuje natezenie ZE lub
AZE (zaleznie od znaku hy) w kontekscie poczatkowego zachowania sie prawdopodobienistw.
Dla 7 — 0 to wyrazenie dazy do swej najwyzszej wartosci. W uktadach, w ktérych obowiazuje
FGR, wskaznikiem ZE / AZE w rozumieniu poréwnania R z Rpgr jest wartosé¢ ho(t,t +
7)/p(t + 7) dla dlugich czasow t. wreszcie w takich ukladach dla ¢; i to — t; dazacych do
nieskoriczonosci, h(t1,t2) < 0 odtwarza warunek konieczny do AZE (9). Niech O oznacza
rzut na stan poczatkowy; wyrazenie (11) mozna przepisa¢ jako roznice korelacji i wartosci
oczekiwanej dla tego operatora w pomiarze rzutowym:

ho(t1,t2) = (o(t1)o(t2)) 0 — (0(t2)),0 (12)

(indeks P od ang. projective — rzutowy, indeks 0 by zaznaczy¢ brak innych pomiaréw poza
tymi w chwilach ¢; i t2). Wypada zauwazy¢, ze przypadek h(t1,t2) < 0 Swiadczy o tym, ze na
pewno p(t1,ta)/p(ta) # p(ta|t1), czyli innymi stowy pomiar rzutowy jest inwazyjny, i rozktady
prawdopodobieristwa dla scenariuszy z jednym i z dwoma pomiarami sa rozne.

Dla poréwnania, zachodzi P(t1)P(t2 —t1) — P(t2) = 0 z racji wyktadniczej postaci P(t).
Takze, jesli pomiary sa przeprowadzane z czestoscig v = %, obowiazuje

{o(t1)o(ta)),, — {o(t2)), = 0, (13)

gdyz w tym przypadku i korelacja i warto$é oczekiwana oparte sa na tym samym rozkltadzie
prawdopodobieristwa, a wynikiem kazdego pomiaru jest albo 0 albo 1.

1.3 Zlota Regula Fermiego

Niech uktad bedzie taki, ze prawdopodobienistwo stanu poczatkowego dla dtugich czaséw ma
postac asymptotyczna:
p(1) = ngTe_Rth. (14)

Jak powiedziano, dla krotkich czaséw i odpowiedniej klasy Hamiltonianéw stosowaé mozna
wzor (10). Po rozwinieciu (10) i (14) w kolejnych potegach g;, powinno uzyskaé sie zgodnosé w
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kazdym rzedzie. W szczegdblnosci zatem mozna wyprowadzié¢ réwnania w najnizszym rzedzie:
1—=p(t) =14 Zgr — Rygrt. (15)
W konsekwencji, co pokazano w dodatku A,

Rpge = 21G(0),  G(E)=)_|g:l’6(Ea — E), (16)
Zspr = 1+/dzZ|gi]2|z|e_iEiZ,

przy czym FEqo = <Q|f[ |2), za$ na baze |i) obowiazuje to samo ograniczenie co we wzorze
(10). Jest to standardowe sformutowanie FGR, uzupetnione o wyrazenie na Z¢4.. W dodatku
A przedstawiono takze wyprowadzenie FGR lacznie z postacia wykladnicza (14) w oparciu
o biegun amplitudy prawdopodobieristwa w reprezentacji potozeniowej. Jest to uproszczone
podejscie bazujace na identyfikacji rezonansu (bieguna) propagatora [40-43|. Szczegdlowa
analiza rezonansu pozwala wprowadzi¢ poprawki lub wyznaczy¢ odstepstwa od FGR [42]. W
praktyce fizyki wysokich energii i nie tylko rezonanse propagatora identyfikuje sie jako §lad
nietrwalego stanu kwantowego lub czastki. Ta sama zasada moze by¢ przyjeta i w tym przy-
padku. W istocie, w rozdziale 5 wyprowadzone sg rozwigzania zanikowe rownan Schrodingera,
spoza przestrzeni Hilberta, z ktérych jedno charakteryzuje sie w przyblizeniu zanikiem z wy-
ktadnikiem Ry,.. Takze, schemat obliczent oparte na transformacji Laplace’a z dodatku A
mozna powtérzy¢ w reprezentacji czasowej i znalezé takie rozwigzania zanikowe. To z nich,
ktorego wyktadnik przyblizy¢ mozna przez Ry, nazywacé bede stanem Fermiego. Obliczenia
prowadzace do modyfikacji FGR w réznych przypadkach bede rownowaznie nazywal oblicze-
niami dla stanu Fermiego. Sens fizyczny takiego stanu samego w sobie nie bedzie dyskutowany,
lecz gwoli wyjasnienia, wchodzi on wraz z innymi rozwigzaniami zanikowymi w sktad sumy
tworzacej fizyczny stan ukladu, ze wspoélezynnikiem Zy,,. Przyklad tego jest w rozdziale 5.
Stan Fermiego rozumieé¢ bede jako stan zanikowy o najmniejszym wyktadniku (tj. jego czesci
rzeczywistej). Stad dla diugich czaséw pozostale rozwigzania zanikowe sa do zaniedbania w
poréwnaniu ze stanem Fermiego, co prowadzi wtasnie do FGR.
Istotnym warunkiem dla obowiazywania FGR jest to, by oddzialywanie uktadu z rezerwuarem
byto mate w poréwnaniu z szerokoscia zakresu stanéw rezerwuaru, z ktérymi uktad dostatecz-
nie silnie oddziatuje. Gdyby wspoélczynniki g; zastapi¢ funkcja ptaska i uciagli¢ zagadnienie,
model przewiduje zanik wykladniczy zgodny z FGR, przy Z = 1. Z kolei gdy ograniczy¢
przestrzen stanéw |i) do ich dyskretnej liczby, model sprowadza si¢ do uktadu ze skoriczona
liczba stanéw i przewiduje oscylacje Rabego. Pomiedzy tymi dwoma przypadkami jest taki
zestaw parametrow, dla ktorego zachodzi przejscie od zaniku wyktadniczego z FGR dla dhu-
gich czaséw do ttumionych oscylacji funkeji prawdopodobieristwa. W tym drugim przypadku
identyfikacja ZE i AZE nie jest mozliwa dla dtugich czaséw, i musi sie opieraé na zachowaniu
dla krotkich czasow.

Oproécz tego, przy ograniczeniu od dohu spektrum energetycznego uktadéw kwantowych,
dla bardzo dtugich czasoéw zanik wykltadniczy jest zastepowany przez potegowy [41, 44]. Tego
efektu takze nie bede tutaj dyskutowac.

1.4 Pomiar ciagtly

Niech P, bedzie rzutem odpowiadajacym wynikowi a pomiaru. Stan konicowy po pomiarze za-
pisa¢ mozna jako P,pP, po znormalizowaniu. Na potrzeby konstrukcji spéjnej teorii ciagltego
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pomiaru operator P, zastapiony bedzie tzw. operatorem Krausa w postaci gaussowskiej:
K(a) = (2g/m) e 9%, (17)

gdzie a bedaca liczby rzeczywisty jest wynikiem pojedynczego pomiaru. Operator ten opisuje
wplyw detektora na obserwowany uktad [23]. Teoria motywujaca taka konstrukcje i sama
konstrukcja przedstawione sa w dodatku B. W tym co nastepuje, przedstawiona zostanie
koncepcja tzw. pomiaru stabego i wreszcie procedura uciaglenia pomiaru.

1.4.1 Pomiar staby

W granicy ¢ — 0 pomiar zadany przez (17) nazywany jest stabym. W szczegolnosei, w
tej granicy dla pomiaréw obserwabli A, B, C' (dla ktorych wskazniki odpowiadajacych im
detektorow to a, b, ¢) obowiazuja wzory [28, 45]:

<a(t1)>w0 = < A(t» = p0
(a(t)b(t2)un = ({Altr), B(t2)}) /2.
= A(tr), {B(t2), C(ta)}},) /4

i td dla wickszej liczby pomiaréw, przy czym t; < to < t3. Nawiasy klamrowe oznaczaja
antykomutator:

(18)

—~

a

{A, B} = AB + BA. (19)
Operatory zalezne od czasu wyrazone sa w obrazie Heisenberga, za$ przez (-) rozumie sie
warto$é oczekiwana wzieta dla poczatkowego stanu uktadu obserwowanego. Indeks w (od
ang. weak) odnosi si¢ do typu pomiaru, natomiast indeks 0 do faktu, ze nie sa wykonywane
inne pomiary poza wyr6znionymi chwilami ¢1, ts, t3 1 td. Jesli stan poczatkowy oznaczyé jako
p, to korzystajac z wlasnosci sladu i antykomutatorow wzory (18) mozna przepisaé:

(a(t))y = Tr[{A(t1), p}]/2

tl 7/3 ) (20)
(a(t)blta)), = Te{B(ta), {A(h), }})/41 td
Scigle rzecz biorac, z racji zastosowanego przejscia granicznego g — 0 mogta by¢ w zasadzie
wykonana dowolna skoniczona liczba pomiaréw. Lecz gdy liczba pomiaréw rozbiega do nie-
skoriczonosci, a czas pomiedzy nimi do zera, nalezy zastosowa¢ wyniki z nastepnej podsekcji.
Poniewaz obserwabla O jest rzutem, wyrazenie

(o(t1)o(t2)) o
(0(t2))wo

jest tzw. wartos¢ staba operatora O (ang. weak value). Przez warto$¢ staba operatora A
rozumie sie wartosé¢ érednia wynikéw stabych pomiaréw po dokonaniu post-selekcji standow
detektora — czy, rownowaznie, wielko$¢ srednig z pomiaru stabego bezposrednio po ktérym
wykonano rzutowanie, po znormalizowaniu. Zwiazek pomiedzy uzyskanymi wzorami a naszki-
cowana wyzej procedura mierzenia wartosci stabych naswietlony zostanie w rozdziale 3. Ist-
nieje propozycja, ze mierzone wartosci stabe konstytuuja pomiar wartosci operatora podczas
przejscia od stanu przygotowanego do wybranego stanu, dla ktérego dokonuje si¢ post-selekcji
[46]. Jednakze, wskutek takiej post-selekcji wartos¢ staba operatora moze przyjmowaé wiel-
kosci wykraczajace poza zakres zmiennosci wartosci wlasnych danego operatora [15, 28, 32].
Stad tez ztamanie nieréwnosci

W.V.(tl,tg) = (21)

(o(t1)o(t2)) o
o) 22)
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bytoby przyktadem takiego wlasnie zachowania. Postaé¢ funkcyjna wielkosci stabej jedno-
cze$nie przypomina wielkosé (11), czy tez raczej p(t1,t2)/p(t2), ktora pozwala sformutowac
odpowiednie kryterium ZE / AZE.

Nieréwnosé (22) jest przyktadem nieréwnosci Leggetta-Garga [55], choé¢ bez ograniczenia
na mozliwe wyniki pomiaréw — wskaznik o(¢) (nie $rednia (o(t)) czy korelacja) w pojedynczym
eksperymencie moze przyjmowaé wartosci wicksze niz 1. Stad tez nie jest to ztamanie klasycz-
nej nieréwnosci na rozkltad prawdopodobienistwa. Problem ten bedzie nizej skomentowany.

1.4.2 PrzejScie do pomiaru cigglego

Sekcja ta stanowi przeglad wynikow z [24|. Poniekad sa one uzyskane w dodatku C, lecz
dla niehermitowskiego Hamiltonianu — na potrzeby dalszej dyskusji. Niech pomiar wyrazony
przez (17) bedzie powtarzany co czas 7. Mozna przej$¢ do granicy 7 — 0, g — 0 utrzymujac

jednak staly stosunek

=12 (23)

T

Wtedy prawdopodobienistwo zaobserwowania wynikow zgodnych z jakas funkcja a(t) mozna
wyrazié¢ jako splot:

Pla] = /Da' Pyla — d'|P[d], (24)

gdzie P,la] opisuje Gaussowski szum zwigzany z pomiarem: Pyla] oc e~ 22/ @*(0dt a5 P,lal
jest kwaziprawdopodobieristwem na wzor dystrybucji Wignera [47-49]. W istocie, rowna-
nia (18) i ich odpowiedniki podane nizej dla pomiaru ciagltego wprowadzaja szczegdlny typ
uporzadkowania czasowego operatoréw, ktére obliczyé mozna w ramach podejscia Wignera
uogolnionego z pomoca caltek po trajektoriach [50].

Macierz gestosci opisujaca stan zmieszany uktadu podleglego ciagtym pomiarom ewoluuje
zgodnie z nastepujacym réwnaniem Lindblada:

dp_ e .

o =LA) = [H, pt)] = Al4, [4, p@)]]/2, (25)
gdzie L oznacza superoperator Liouville’a-Lindblada. Jesli wyrazié p(t) w bazie stanow wila-
snych fl, to mozna pokazaé, ze wyrazy pozadiagonalne sa ttumione. Wprowadzajac supero-
perator ewolucji U(t) = T exp fot L, tzn. p(t) = U(t)p, mozna obliczyé, ze (t; < ty < t3)

(alt)), = T[AU(t1)p] = Te[Ap(t1)), (26)
(alt)alt2)), = T[AU(t = t2)Ap(t)],
(a(t)a(t2)alts)), =  Tr[AU(tz — ta) AU (t — t1)Ap(t1)] i td,

przy czym indeks ¢ odnosi sie do korelacji obliczonych na bazie kwaziprawdopodobienistwa
P,la], zas AB = {A, B}/2. Dla A = 0 réwnania te sprowadzaja si¢ do (20), czyli rownowaznie
(18). Z racji (24), tak dtugo jak wyrazenia nie zawieraja autokorelacji (tzn. poteg a(t) dla
tego samego czasu t), obowiazuje:

un = (g (27)

Kwaziprawdopodobienistwo P,[a], tak samo jak i prawdopodobietistwo Pla], speinia warunek,
ktory mozna powiazaé z nieinwazyjnoscia pomiaru:

/da(tl)Pq(a(tl), a(ta), ..., a(ty)) = Pyla(ta), ..., a(ty)) (28)
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(i tak samo dla dowolnych innych chwil czasu), lecz jednoczesnie, jak wida¢ z (26), pomiary
w liczbie wiekszej niz dwa tamia symetrie czasowa [51].

Przy przejsciu A — 0 funkcja Pyla] ma jasno okreslona granice, ktora pozwala stosowac
uzyskane kwaziprawdopodobieristwo do przypadku pomiaréw stabych. Stad powyzsze obser-
wacje odnosza sie tez do nich.

1.5 Efekty klasyczne a efekty kwantowe

Poczynione wyzej uwagi odnosnie wartosci stabej operatora i rozktadach prawdopodobieristwa
wymuszajg szerszy komentarz odnosnie ZE i AZE jako efektéw kwantowych. Proponuje na
potrzeby tego komentarza nastepujace, nieostre definicje: dane zjawisko jest efektem kwan-
towym w szerszym znaczeniu, jeéli jest w duzym stopniu powszechne, wiaze sie z ogblnym
teoretycznym wynikiem realizowanym przez nawet bardzo rézne uktady; zas efektem kwanto-
wym w wezszym znaczeniu jest wtedy, gdy nie ma ono analogu w mechanice klasycznej. W
takim rozumieniu ZE i AZE nie sa efektami kwantowymi w wezszym znaczeniu [16]. Jednakze,
ZE wynika z dwoch zjawisk obecnych wg mechaniki kwantowej w kazdej fizycznej sytuacji:
zaniku kwadratowego (2) i inwazyjnosci pomiaréw rzutowych. Stad tez wypada go wrecz na-
zywaé efektem kwantowym w szerszym znaczeniu. Podobnie jest z powiazanym problemem
‘skokow kwantowych’. Z kolei AZE i nietypowe zachowanie wartosci stabych sa co prawda
mniej powszechne, ale tez sa efektami kwantowymi w szerszym znaczeniu.

Rozne sposoby, w jaki pomiar moze by¢ inwazyjny, demonstruja najlepiej korelacje trze-
ciego 1 wyzszego rzedu, poczynajac od trzeciego rownania w (18). Jest ono w ogolnosci
niesymetryczne ze wzgledu na zamiane czaséw pomiaréw — np. gdyby zmieni¢ ¢3 na moment
pomiedzy to i t1. Ta wlasnos¢ wystarczy do pokazania tamania klasycznie rozumianych zasad
zachowania |52, 53] co $wiadczy o inwazyjnosci pomiaréw stabych. Z drugiej strony, pomiar
w chwili 3 (kiedykolwiek by to nie bylo) nie wplywa na korelacje drugiego rzedu wynikow
pozostalych pomiaréw czy na wartosci oczekiwane tamtych [51], co jest cecha nieinwazyjnych
pomiaréw klasycznych.

Przykladami zjawisk kwantowych w znaczeniu wezszym jest tamanie nieréwnosci Bella [54]
czy Leggetta-Garga [55]. Lamanie ich jest niemozliwe przy klasycznych rozktadach prawdopo-
dobienistwa (o ile inne postulaty, jak niezaleznos¢ pomiaréw lub brak komunikacji pomiedzy
danymi obserwatorami, sa spelnione). Formalnie rzecz biorac, do wykazania ltamania tych
nieréwnoéci potrzeba odwotaé sie do korelacji czwartego rzedu — wynika to z przyjetych dla
nich ograniczeri na wyniki pomiaru (tylko £1 sa mozliwe). W przypadku pomiaru ciagtego,
jak napisano, tego ograniczenia na wyniki pomiaré6w nie ma. Zatem tamanie nieréwnosci (22)
przez pomiary stabe lub ciagle nie jest co prawda efektem kwantowym w wezszym znaczeniu,
ale istnieje mozliwy zwiazek z ta klasa zjawisk.

1.6 Posta¢ Hamiltonianu

Cala analiza oparta bedzie na hamiltonianie postaci:

H=Hy+V, (29)
Floz/dk k|k) (k| Vz/dk(V(k)lm (k| +V7*(k) k) (€]).

Czlon Hy iV beda nazywane dalej, odpowiednio, Hamiltonianem swobodnym rezerwuaru, i
cztonem oddziatywania uktadu z rezerwuarem. Nazwy te zostana za moment wyjasnione. Jest
to Hamiltonian dzialajacy w przestrzeni Hilberta rozpietej przez stan |(2) i ciagle kontinuum
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standéw k. Stanem poczatkowym we wszystkich rozwazaniach bedzie |2). W Hamiltonia-
nie pominieta jest energia tego stanu. Ta jednak moze byé uwzgledniona w funkeji V(k),
przez przesuniecie o wartos¢ energii catej funkcji. Nie jest to zatem ograniczenie modelu ani
przyblizenie.

W dalszym ciggu pracy bede tez stosowaé reprezentacje potozeniowa:

) = / (—ihd () [B)|) + / daV (x)ole) + / Ve @)p@)dalQ),  (30)

dla stanu [¢) = 1o |2) + ¢(x) |z). Zastosowanie transformaty Fouriera (TF) by uzyska¢ takie
postacie funkcji moze byé formalnie niemozliwe ze wzgledu na brak unormowania rozwigzan
w nieskoriczonosci. Bede zakladal, ze rozwiazania da sie zawsze unormowaé, wprowadzajac
np. zanik ze znikajacym wykladnikiem € — 0%.

1.6.1 Ograniczenia modelu

Hamiltonian (29), zblizony jest do tzw. modelu Friedrichs’a [56]. Stosujac odpowiednig trans-
formacje, mozna rezerwuar w wielu przypadkach sprowadzié¢ do takiej postaci [22]. Takze, za-
leznos¢ stanéw rezerwuaru definiujacych V od pojedynczego, jednowymiarowego parametru
k mozna wyprowadzi¢ dla szeregu ukladéw dwupoziomowych oddziatujacych z polem elek-
tromagnetycznym, wykorzystujac przy tym kwantowa teorie pola [57]. Tym niemniej nalezy
zwrocié uwage na szereg stosowanych tu przyblizen.

Fizyczny uklad moze byé¢ opisany przez stan z przestrzeni Hilberta H,® H,, gdzie s od-
nosi do przestrzeni Hilberta dwupoziomowego ukladu rozpigtego przez stan wzbudzony [Q),
i podstawowy |0),; z kolei r odnosi do rezerwuaru, z ktorym uktad jest sprzezony. Moze
on opisywaé pole elektromagnetyczne, czy np. stopnie swobody czastki, ktora opuszczajac
stan |2) uciekla ze studni potencjalu. W rezerwuarze pojedyncze wzbudzenie to |k),, a stan
podstawowy bez wzbudzen to |0),. Te przestrzeri Hilberta mozna obcia¢ do przestrzeni roz-
pietej przez |Q2), ® |0), oraz kontinuum |0), ® |k),., o ile caly uklad kwantowy zaczyna w tej
podprzestrzeni, a ewolucja zadana Hamiltonianem z niej nie wyprowadza, tak jak to zachodzi
dla (29). Przy obcieciu wprowadzonym powyzej przyjete jest zatem zalozenie, ze uktad dwu-
poziomowy jest przygotowany w stanie |(2),, a rezerwuar jest w stanie podstawowym |0),.
O ile uktad dwupoziomowy bedacy na poczatku w superpozycji nie zmienia wtasciwie istoty
przewidywan, to np. przyjecie rezerwuaru w jakiej$ temperaturze T' > 0 wymaga uzycia calej
przestrzeni Hilberta FIS ® I:IT.

Odwotanie sie do kwantowej teorii pola (np. gdy rezerwuar jest polem elektromagnetycz-
nym) wskazuje, ze w uzyciu jest takze tzw. przyblizenie rotujacej fali (RWA, od ang. rotating
wave approximation): w pelnym operatorze pola pomijane sa czlony, ktore nie zachowuja
liczby wzbudzeri. Argumentem za tym przyblizeniem jest to, ze w obrazie oddzialywania te
czlony sa mnozone przez wyrazenia silnie oscylujace z czasem, tak ze wskutek usredniania po
oscylacji sa one istotnie znacznie mniejsze od innych wyrazen. Analiza ZE/AZE dla pomiarow
rzutowych, bez RWA i dla dyskutowanego Hamiltonianu i lorentzowskiej postaci V' (k) zostata
przeprowadzona [31] — w takim przypadku pomiar rzutowy nie powoduje powrotu stanu rezer-
wuaru do swego stanu poczatkowego i rezerwuar petni role 'pamieci’ dotychczasowej ewolucji.
Takiej pamieci spodziewam sie i w tutaj rozwazanych przypadkach, gdyz omawiana bedzie
warto$é oczekiwana operatora O = |Q) (€] bez jakiegokolwiek ograniczenia na wynik pomiaru
w trakcie eksperymentu.

Oprocz tych ograniczen, wykorzystywany czesto przyktad lorentzowskiego czynnika |V (k)
nie ma dolnego ograniczenia w widmie energii. Stosowane jest zatem przyblizenie, ze ze
wzgledu na zanikajacy charakter czynnika spektrum energii mozna rozszerzy¢ na catg o$ rze-
czywista. Tym samym wspomniane wyzej zachowanie niewykltadnicze dla bardzo dlugich
czasOw nie jest w ogdle dyskutowane. Oprocz tego, przy tym przyblizeniu nie da si¢ uog6lni¢

‘ 2
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rozwazan do przypadku rezerwuaru bedacego w stanie termicznym, ze wzgledu na brak stanu
podstawowego o najnizszej energii.

1.6.2 Wartosci funkcyjne zmiennych

Przy Hamiltonianie (29) zachodzi, zgodnie z (3) i FGR:

1
2

L (CIE

Na bazie nieréwnosci (4) oczekuje

, Rygr = 27|V (0)]2. (31)

=

*{j > 27|V (0)]?, (32)

czyli, mozna powiedzie¢, by czynnik |V (k)|? byt bardziej szeroki niz wysoki. Przy tym wa-

runku zachodzi takze wzor (10), czyli

olt) = 12 / dk|V (k) [2sinc? (";) | (33)

W przypadku niespeliania warunku (32) przestaje obowiazywaé FGR, o czym bedzie mowa
w rozdziale (A). Niech czynnik |V (k)| podlega faktoryzacji |V (k)[? = v - g(k), gdzie g(k)
jest dodatnia funkcja znormalizowang do jedynki. Jesli \/7 mozna uzna¢ za wielko$¢ mala
w porownaniu z innymi wielkosciami, wtedy RHS nieréwnosci (32) jest rzedu drugiej potegi
w malym parametrze (i, co wiecej, jest na pewno utamkiem tej wielkosci), podczas gdy LHS
jest rzedu pierwszej potegi. Wtedy nier6wnosé (32) jest bezpiecznie spetniona.

Wreszcie, dla takiego Hamiltonianu FGR, przyjmuje postaé

Rpgr = 21V(0)[%, (34)
Ztgr= 1+42Re /dk/dz\V(k)|2\z|e““.

W dodatku A wyprowadzona jest tez wersja FGR dla amplitudy prawdopodobieristwa stanu
poczatkowego o (t) = zfgre” “iort | gdzie

1 e
wrp= o [ o [ AV @V () (3)
1 o
o= 1+4 /dx/dyﬁ(ar —y)V @)V (y)(r —y).
Zachodzi Ry = ilm wyg, (co latwo sprawdzi¢) oraz Zpg, =~ |2fgr|?.

1.6.3 Czynnik lorentzowski

Jako punkt odniesienia rozpatrywana bedzie lorentzowska postaé czynnika |V (k)|?:

k)2 = a

= on (k k)? 4 (T2 (36)

Jest on stosowany z powodzeniem np. dla przypadku elektronéw w kropkach kwantowych
mogacych z nich tunelowaé¢ [25, 26|, ale takze w rozwazaniach ogolnych [22, 31]. Dla tego
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przypadku zachodzi

1 AT K20
Rpgp=— =t = 37
S LT RETT TR (2 g

za$ dla tzw. przypadku symetrycznego:

4y _AR?

Rygr =
Przypadek obliczenia amplitudy prawdopodobieristwa stanu |Q) dla |V (k)|? bedacego suma
Lorentzianéw badz ich poteg mozna sprowadzié¢ do obliczeri dla przypadku o skoriczonej liczbie
pozioméw energetycznych poza |Q) — tzw. pseudomodéw — podlegajacych niehermitowskiej
ewolucji [33]. Analiza pojedynczego Lorentzianu jest najprostszym zastosowaniem tej metody.
Tutaj pozwoli ona uzyskaé $ciste wyniki.

1.7 Szczegbdlowe cele, przeglad wynikéw, struktura pracy

W $wietle powyzszego przegladu cele szczegdlowe niniejszej analizy dzielg sie na dwie grupy.
Pierwsza grupa dotyczy nowych kryteriow ZE/AZE w odniesieniu do oryginalnego schematu
pomiaréw rzutowych:

1. Poréwnanie kryterium ZE/AZE dla wartosci oczekiwane]j opartego na wielkosci (o(t)),,, —
p(t) z kryteriami standardowymi opartymi na (11). Okazuje sie, ze przy stosunkowo pla-
skim czynniku |V (k)|> wprowadzona jest poprawka:

(o(t)) = P(t) cosh(rt) = e B cosh(rt), (39)

przy czym czynnik r jest mniejszy od R. Zatem dla bardzo dtugich czaséw obserwuje sie
zmodyfikowany zanik z wyktadnikiem R — r; dla mniejszych czaséw jest pewne odejscie
od czystego zaniku wyktadniczego. Punkt ten jest omdéwiony w rozdziale 2.

2. Zbadanie na tej samej zasadzie kryterium opartego o wartos¢ staba operatora 0. W
stosowanym rezimie kryteria na bazie wartosci stabej sg dokladnie takie same, jak dla
odpowiednich wielkoéci w pomiarze rzutowym, co pokazuje w rozdziale 3. Na przyklad,
w granicy nieskoriczonych czaséw wartosé staba przyjmuje postac:

w.v.(t1, ta) = Re zpgr — 1, gdzie Zygr = |2fgr]%, (40)
co tez dla matych « pozwala sformutowaé kryteria na AZFE tak samo dobrze, jak kwadrat

modulu po prawej.

7 kolei powyzsza prezentacja pomiaréw cigglych sugeruje nastepujace analogi powyzszych, tj.
kryteria oparte na:

3. wartosci oczekiwanej
{0(£)) (41)

Nalezy ja poréwnac z (o(t)),, = p(t). Kryterium to uwiarygodnitaby zasadnosé¢ kry-
terium z pkt. 1. Przy malym ~ lecz dla dlugich czaséw uzyskuje sie znany z innych
modeléw [22] wynik, uzupetiony o czynnik Zy:

_ 2 [ V()
(0O = Zre 2 Rpgra == [ g0 (42)
A

2 2
Zy=1- h/dQW(QN 3qm-
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Z kolei dla krotkich czaséw zachodzi:

i e—ik‘t-‘r)\t _
(o(#)), = 1+ 2Re % /dk|V(k)|2 <k fm + +M)21> . (43)

Oba rezultaty mozna uzupetlié¢ o poprawki wyzszych rzedéw. Schemat do dalszych
krokéw jest tez zarysowany.

4. wielko$ci przypominajaca wartosé staba:

(o(t1)o(t2)) wx
(o(t2))r

Zastosowanie tego wzoru do kryterium ZE / AZE nie jest oczywiste, jako ze przypadek
A = 0 (wartosci stabe) w rezimie obowiazywania FGR odtwarza kryterium dla pomiarow
rzutowych oparte na hg z (11), czyli dla A\ — co. Roznica tu jednak polega na tym, ze
w przeciwieristwie do hg i do wartosci stabych, tu uktad podlega pomiarowi caly czas,
nie tylko w chwilach ¢; i t3. Z tej perspektywy powyzsza wielko$¢ nalezy poréwnaé
po prostu z wartoscia staba, tu traktowana po prostu jako przypadek pewnej wielkosci
dla A = 0, nie potencjalne kryterium. W ogdélnym przypadku, postaé tej korelacji dla
malych v jest podobna co w réownaniu (40). Brak jednak tutaj ogdlnej analizy dla
krotkich czasow.

(44)

Powyzsze wyrazenia uzyskane sa w rozdziale 4.

W przestrzeni mozliwych parametréw uktadu i pomiaru mozna wykresli¢ obszary, w ktorych
majg miejsce ZE, AZE czy inne efekty. Przyktad takiego ,wykresu fazowego” jest na rys. 2.
Tego typu wykresy i identyfikacja ,przejsé fazowych” beda istotnym narzedziem przy dyskusji
rozwiazan. Bede uzywaé okreslenia ,faza”, przejscia fazowe” i tp. wzorem [22] na pewne
rezultaty ze wzgledu na podobienstwa do tych poje¢ w fizyce statystycznej, lecz nie jest
to Scisty uzytek i do takiego nie pretenduje. Wykresy (i zwiazane z nimi obserwacje) dla
Scistych rozwiazan dla przypadku Lorentzowskiego uzupelniaja analizy w wyzej wyliczonych
rozdziatach. Obliczenia &ciste i dalsza dyskusja dla tego przypadku zawarta jest w rozdziale
5.

Prace zamyka podsumowanie 6, w ktorym takze wskazane sa mozliwe kierunki dalszych
badan w zarysowanym temacie. Z dodatkéw do nn. rozprawy wypada wymienié trzy pierwsze.
Dodatek A po$wiecony jest wyprowadzeniu reguty Fermiego w oparciu o identyfikacje rezo-
nansu w amplitudzie prawdopodobieiistwa w reprezentacji energetycznej. Dodatek B omawia
elementy wspolczesnej teorii pomiaru na przykladzie. Dodatek C zawiera powtodrzenie wy-
nikow [24], lecz przy zalozeniu niehermitowskiej ewolucji badanego ukladu. To zalozenie
poczynione jest na potrzeby rozdziatlu 5 i nie zmienia metod ani istoty wywodu. Pozostate
dodatki zawieraja szczegdtowe uzupelnienia rachunkowe do konkretnych rozdziatow.
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RYSUNEK 2: Odtworzony wykres z [22]. Kolorem zaznaczono warto$é

R/Rpggr. Po lewej T' = 10,/7, po prawej I' = 40,/y. Linia ciagla oddziela

ZE na dole od AZE powyzej. Linia kreskowana to warunek Z = 1. Linie
kropkowane to lokalne maxima AZE.
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Rozdzial 2

Pomiar rzutowy

Spis tresci

2.1 Standardowe kryteria ZE / AZE ... .. ... ... ... .. ... 19
2.2 Warto$é oczekiwanarzutu . ... ... ... ... 0000, 20
2.2.1 Przyblizenia prawdopodobienistw powrotéow . . . . . . . ... .. .. 22
2.2.2  Poréwnanie kryteriow . . . .. ... oL oo 24

Rozwazania zaczne od obliczenn dla kryteriow standardowych ZE / AZE. Dalej przepro-
wadze obliczenia wartoéci oczekiwanej operatora 0. Ogolna postaé¢ wartosci oczekiwanej jest
takze dobrym przyblizeniem w przypadku ogélnym, co argumentuje dalej. Rozdzial zamyka
analiza kryterium ZE / AZE dla wartosci oczekiwane;.

2.1 Standardowe kryteria ZE / AZE

Prawdopodobienstwo szeregu wynikéw pozytywnych wynosi P(t) = exp(—Rt), gdzie R =
q(1)/7, q(7) jest prawdopodobieristwem opuszczenia stanu poczatkowego po czasie 7, T za$ jest
odstepem pomiedzy pomiarami rzutowymi. Uzyskaé ten wynik mozna, stosujac przyblizenie:

(1—2)N = (1 - Z@)N ~ et (1)

W najnizszym nieznikajacym rzedzie mozna wykorzysta¢ wzor (1.33):

gt) = 12 / dk[V () [2sinc? <’“;> , ()

gdzie sinc(z) = w Wzér ten zostanie za moment wyprowadzony.

Gwoli przypomnienia, wyrazenie (1.11) moze postuzy¢ do dyskusji ZE / AZE w poréwna-
niu z zachowaniem p(t) dla krotkich i dla dtugich czasow. W pierwszym przypadku, odwotujac
sie do (1.11), mozna badaé¢ wielkos¢:

h(r,2r)/m% = [1—q(r)]*/7% = [1 = q(27)}/7* = p(27)/7* = 2p(7) /7> (3)

= 2/dk\V(k)|2sinc2 (k;) cos(kT).



20 Rozdziat 2. Pomiar rzutowy

2.0

1.6

- 1.2

- 0.8

0.4

0.0
0.5 1.0 1.5 2.0

RYSUNEK 3: Stosunek —[log P(7)]/7 do Rygr, dla czynnika Lorentzowskiego,

przy v = 0.01A2. Odcienie niebieskiego (odp. czerwonego) odpowiadajg war-

tosciom mniejszym (odp. wiekszym) od 1, czyli ZE (odp. AZE). Obszar w pra-

wym dolnym rogu wykresu odpowiada oscylacjom Raabego mierzonym rzadko,

tzn. czas pomiaru jest dtuzszy od okresu oscylacji. Dla wyzszych wartosci cze-

stotliwosci i1 szerokosci A linie stalej wartosci owego stosunku rozchodza sie
jakby radialnie.

Wyrazenie to dla 7 = 0 przyjmuje swa najwyzsza wartosé 2 [ dk|V (k)|?. Z kolei dla dtugich
czasow, z pomoca FGR (1.34) mozna zbadac:

1 p®p(T)\ _ p(7)
—log <m> ~ Rrgr— = (4)

Na rys. 3 przedstawiono zalezno$é wyktadnika zaniku prawdopodobieristwa od czestosci 1/7
dla lorentzowskiego czynnika (1.36) w przypadku symetrycznym ko = 0 przy roéznej jego
szerokosci A. Zakres maltych A i 1/7 odpowiada sytuacji, gdy ttumione oscylacje Raabego
sa sondowane przez pomiar co czas dluzszy niz okres oscylacji. Powoduje to chaotyczne (w
znaczeniu chaosu deterministycznego [58]) zachowanie prawdopodobieristwa, tj. duze zmiany
wyniku (prawdopodobienistwo) przy malej zmianie parametru (czestos¢). Dla szerszych czyn-
nikow i wciaz niskich czestosci obserwuje sie AZE (ktory dla naprawde maltych czestosci
powinien by¢ nieodréznialny od FGR). Zakres czestosci, przy ktorych obserwuje sie AZE,
zmniejsza sie wraz ze wzrostem A (‘sptaszczaniem’ czynnika |V (k)|?).

Z kolei na rys. 4 kryteria (3) i (4) sa zilustrowane na przykladzie tego samego czynnika
dla kg # 0.

2.2 Wartos$é oczekiwana rzutu

Niech g, bedzie prawdopodobienistwem uzyskania wyniku negatywnego w n-tym pomiarze, zas
pn = 1 — g, prawdopodobienistwem powrotu, tj. uzyskania wyniku pozytywnego w n — tym
pomiarze po wyniku negatywnym (w tym po jako prawdopodobieristwo pozostania w stanie
poczatkowym). W przeciwieristwie do wyniku pozytywnego, uzyskiwane pod rzad wyniki ne-
gatywne nie wiaza si¢ ze zresetowaniem ukitadu do konkretnego jednego stanu. Natomiast
na bazie tego, jak dluga seria negatywnych wynikéw nastgpita do danej chwili mozna jed-
noznacznie okresli¢ aktualna funkcje falowa. Tym samym poszczegdlne stany inne niz [€2)
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RYSUNEK 4: Wziete dla lorentzowskiego czynnika $ciste wartosci h(r, 27)/7 po

lewej oraz %log (%) po prawej (gdzie funkcja h(tq,ts) dana jest wzorem

(1.11)) podzielone przez v. Oba wykresy w tej samej skali; A = 10,/7, choé¢

wykresy sa w duzej mierze niewrazliwe na zmiany A tak dtugo, jak /¥ moze

by¢ uznane za malte. Ciaggta linia oddziela przypadek ZE ponizej tej linii od

AZE powyzej. Kropkowanymi liniami zaznaczono zerowanie sie pochodnej po

7 — kropkowana linia najblizsza cigglej linii odpowiada maksimum AZE. Linig
przerywang zaznaczono Zysg, = 1.

zindeksowaé¢ mozna dlugoscia poprzedzajacej je serii negatywnych wynikéw. Z kolei indeks
0 mozna przypisa¢ stanowi przygotowanemu, czy tez odzyskanemu wskutek pomiaru z po-
zytywnym wynikiem. W takim ujeciu eksperyment z powtarzanymi pomiarami mozna ro-
zumieé jako proces Markowa, jako ze stan po ostatnim pomiarze zalezy wytacznie od stanu
po poprzednim. Dla procesu Markowa mozna zdefiniowaé¢ jednostkowy wektor stanu, ktérego
poszczegdlne sktadowe to prawdopodobienistwa przebywania w ktéryms ze standéw, oraz ma-
cierz transferu o jeden krok czasowy (tu: o jeden pomiar). Przyjmuje, ze kolejne sktadowe
wektora odpowiadajg stanom o rosnacym indeksie opisanym wyzej. Dla tej konwencji macierz

transferu to
Po P1 P2 P3

@ 0 0 0
Pp=| 0 &« 0 O . (5)
0 0 g O
Wielkosé, ktorg nalezy zbadaé, to
(4) = XTPVX, (6)

gdzie XT = (1,0,0,0,...) odpowiada przygotowanemu stanowi przed wykonaniem pomiarow.
Problem mozna znacznie uproscié¢, jesli poszczegdlne wyrazy ze wspomnianego ciggu mozna
zapisa¢ (przynajmniej w przyblizeniu) jako:

qo g1 p2 = W qo P1, (7)
QG q @p; = w qp,
90 91 92 93 P4 = w? qo p1 1 td.
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Fizycznie czynnik w jest pewnego rodzaju miarg podobienistwa standéw rezerwuaru przed i po
negatywnym wyniku. W dodatku D.1 pokazano, ze wzor (6) przy obowiazywaniu (7) da ten
sam wynik, jesli zastapi¢ P macierza 2 x 2:

p— <p0 p1> (8)
go w
a wektor X — wektorem x = ((1)) Macierz P nie jest macierzg transferu i nie pozwala uzyskaé

prawdopodobienstwa przebywania uktadu w innym stanie niz pierwotny. To jednak wystarczy
do obliczenia wartosci oczekiwane;j:

. AL AN (A = AY)
(O(t)) = : (9)
VA
gdzie Ay = %(po +w £ VA), zas A = (py — 2)? + 4qop1 > 0. Wynik ten wyprowadzony jest
w dodatku D.2. Dla czynnika postaci Lorentzowskiej (1.36), rownania (7) obowiazuja $cisle,
przy czym w = pg, CO upraszcza wyrazenia do postaci:

(O(t)) = AY ‘; AN _ (po + vaop1)™ ‘;‘ (po — vaop)™ o)

Nizej twierdze, ze wzér powyzszy jest tez dobrym przyblizeniem w przypadku ogélnym, o ile
czynnik |v(k)|? traktowaé mozna raczej jako plaskie wyrazenie. Dalej przeprowadze w oparciu
o te wzory analityczne poréwnanie kryteriow na ZE i AZE.

2.2.1 Przyblizenia prawdopodobiernistw powrotow

Oznaczam »
U= e tHT/h, (11)

Do wyznaczenia qg, potrzeba wpierw znalez¢ amplitude prawdopodobieristwa:
Bl k) = (k|U|). (12)

Dla krotkich 7 wystarcza dwa najnizsze nieznikajace wyrazy z rozwiniecia:

) . t t v
e~ HH/h — g—iHol <1 - z/ dt'v(t') + (—z')2/ dt’V(t’)/ dt"Vv (") + ) . (13)
0 0 0
V(t) = ettty e—itot — / dkV (k) |e) (k| e~ + H.c.,
co prowadzi do wzoru (2):

w= [ a5 P = [ awve Pine (’“2) =1 (14)

By wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo powrotu po pierwszym negatywnym wyniku, pi, po-

trzebny jest tym razem analog amplitudy prawdopodobienstwa p; = |a(27)|%:
~ [ dk|k) (k| A
a(21) = (Q]UMU]Q) (15)

V4o
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Dla standardowego ZE, przyblizenia w niskich potegach ~ przeprowadzane sa dla wielkosci
log P(t). W duchu tego przyblizenia kazdy wystepujacy powyzej operator ewolucji bede roz-
wijal osobno az do potegi \ﬁ2 (co oznacza w tym przypadku rozwiniecie do potegi pierwszej
V7, gdyz w rozwinieciu pozostaja tylko nieparzyste potegi):

~ t . I A t R
Vi a(2r)  =— / e / AV (¢ (Fle—iflom / WVEnQ  (16)
0 0
= 72/dk:]V(k:)|2e_ikTsinc2 <k27> .

. k
/ dk|V (k)2 *7sinc? (;)

Analogicznie, by wyznaczy¢ prawdopodobienistwo powrotu po dwoch pierwszych negatywnych
wynikach, nalezy znalez¢:

Stad
2

qopr = 7* (17)

o) dk k) (K|~ [ dalg) (gl
a(3r) = (Q|U = Ve ). (18)

Stosujac to samo rozwiniecie, z operatoréw ewolucji po lewej i prawej stronie zostaje tylko
jeden wyraz, natomiast ze srodkowego — dwa: 1 oraz wyraz kwadratowy. Wyraz 1 prowadzi
tu do takiego samego wyrazu jak uzyskany wczesniej. Wprowadzam oznaczenie

Vo o) ARk Kl o [ dglg) {al -
o/(37) = QU= 2 (0 - )10 (19)

Przy czym, jak tatwo zauwazyé, a(37) = a(27) + o/(37). Szczegdtowe rachunki przeprowa-
dzone w dodatku D.3 prowadza do:

e—ikT -1
BHA(37) = Jao(2r) / AV (R (20)

—ikT _ iqT _ — e—ilk—g)T
9€ 1 9€ 1 _ggrl—ce
s [avnp— [dalvieP e

| 2

W dodatku D.4 argumentuje, ze przy szerokim czynniku |V (k)|* ostatnia linia jest zaniedby-
walnie mala — w szczegdlnosci, znika dla ptaskiego |V (k)|?. Stad pomijam calte to wyrazenie.
Skoro zas$ «(37) = «(27) + o/(37), to w najnizszym rzedzie przyblizenia:

e—ikT -1
qoqip2 =  qop1 (1 + 2Re /dk\v(k)’2]€2> (21)
k
= qop1 <1 —TQ/dk|V(/€)\QSinCQ <2T)>
= qopP1Po,

gdzie ostatnia nierownos$¢ wynika z (14). Zatem w przyblizeniu goq1p2 = wqop1, przy czym
w = po. W dodatku D.5 na koncu tego rozdziatu pokazuje, ze pozostate zaleznosci (7) takze
sg w przyblizeniu spelnione dla tego w. W rozdziale 5 jest wykazana Scisto$é¢ tego wyrazenia
dla czynnika lorentzowskiego bez stosowania przyblizenia stabych oddziatywani.
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2.2.2 Poroéwnanie kryteriow

W réwnaniu (10)

(o(t)) = (1 = g0+ vaor)™ + (1 — g0 — /qop1)™
2

zar6wno qo wyrazone w (14) jak i gop1 zadane przez (17) sa przy malym ~ wielkosciami

malymi w poréwnaniu z 1. Z racji, ze N = t/7, mozna zastosowaé¢ przyblizenie (1):

(22)

(O) = e Rl cosh(rt), R=r / dk[V () [2sinc? <’“27> , (23)

/ dk|V (k) [*e~*Tsinc? (g) ' .

W poréwnaniu z P(t) = e~ ZE (AZE, jesli mozliwy) jest dla wartosci oczekiwanej silniejszy
(stabszy). Wspotczynnik r znika dla 7 — co. W tej granicy funkcja sinc?(z) oc §(z), mozna
|2 spod calki i uzyskac:

/dke_”‘“'Tsilrlc2 <k‘27>‘ =0, (24)

co tatwo sprawdzi¢, korzystajac z informacji z dodatku A. Dla 7 = 0 takze zachodzi r = 0.

Ze wzoru (23) wynika, ze wraz ze wzrostem t wartos¢ oczekiwana coraz bardziej zbliza si¢
do exp(—(R—7)t). Innymi stowy nalezy sie spodziewaé, ze ZE dla wartosci oczekiwanej bedzie
bardziej powszechny niz dla prawdopodobienistwa — co zreszta ilustrujg gérne wykresy na rys.
5. Dla mniejszych szerokosci A linia przejscia fazowego ZE / AZE dla wartosci oczekiwanej
odbiega istotnie od linii obliczonej dla prawdopodobienistwa. Dla wartosci 7 rzedu ¢ oba
podejscia powinny dawaé zblizone kryteria, co ilustruja dolne wykresy na 5. W sytuacji
posredniej nastepuje odejscie od ksztaltu zadanego przez eksponent, co widaé¢ wyraznie przy
poréwnaniu rys. 3 z 6.

Przyblizenie (23) jest btedne przy nie-matym -, czyli w szczegolnosci w przypadku ttumio-
nych oscylacji Rabego. Lecz w tym rezimie moze si¢ tez zdarzy¢ przypadek 1 —qo < \/qop1-
Wtedy srednia (o(t)) zadana przez (10) moze zmieniaé¢ si¢ dramatycznie przy zmianie liczby
pomiaréw o 1. W celu jednak utemperowania zachowania, mozna usredni¢ warto$é¢ oczekiwang
w czasie, po dwoch kolejnych pomiarach:

T=T

wiec wyciagnaé |V (k)

7~ |V(0)|27'

{o(t)) + (ot + 7))
2

{o(t)) = (25)
lub tez po wiekszej liczbie pomiaréw. Efekty tej procedury ilustruje rys. 6. Wida¢, ze dla
ttumionych oscylacji Rabego rzadkie pomiary wprowadzaja jedynie niewielkie oscylacje wraz
ze zmiang czestosci do niezaburzonej wartodci sredniej. Oprocz tego warto zwrocié uwage, ze
linie stalego wyktadnika rozchodza sie pod mniejszymi katami niz na rys. 3.

Poréwnanie rysunkow: 5 z 4 oraz 6 z 3 pozwala stwierdzi¢, ze ZE / AZE w obu przy-
padkach sa jako$ciowo te same; moga jednak rézni¢ sie w przewidywaniach ilociowych, tj.
we wskazaniu przejscia fazowego miedzy ZE i AZE, czy tez maksimum AZE. Dla tltumionych
oscylacji i rzadkich pomiaréw nie mozna moéwi¢ ani o ZE i AZE. Tym niemniej warto zwro-
ci¢ uwage na odmienne zachowanie kluczowych wielkosci. Wartosé oczekiwana (usredniona
po dwoch kolejnych pomiarach) przejawia duzo bardziej utemperowane zachowanie i tagod-
niejsze przejscie fazowe z obszaru ttumionych oscylacji do obszaru (zmodyfikowanego) zaniku
wyktadniczego.
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RYSUNEK 5: Powyzej: wzieta dla czynnika Lorentzowskiego zaleznosé [Rpar—
log((o(t)),,)/t]/ obliczona Scisle dla dlugiego czasu ¢, przy A = 10,/ po le-
wej i A = 40,/7 po prawej. Czarna linia jest dla tego stosunku réwnego 1.
Czerwona ciagla linig zaznaczono granice miedzy ZE a AZE dla prawdopodo-
bieristwa, czarng ciagla zas§ — dla wartosci oczekiwanej. Linia kreskowana to
warunek Zpggr = 1. Linie kropkowane to lokalne maxima AZE. Ponizej: ta
sama analiza przeprowadzona dla wielkosci [(o(27)) — p(27)]772 /7, przy czym
czarna ciagla linia prawie catkiem przekrywa czerwona.
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RYSUNEK 6: Po lewej: Scisty stosunek —[log O(t)]/t do Ry, dla symetrycz-

nego czynnika Lorentzowskiego, przy v = 0.01A2, t = 375,/7. Obszary puste

to te, dla ktérych 1 — qo < /qop:i. Po prawej: ten sam wykres, w ktorym
jednak zastapiono O(t) przez srednia [O(t) + O(t + 7)]/2.
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Rozdzial 3

Wartosci stabe 1 korelacje dla
pomiaréw stabych
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Wielkosé

{o(t1)o(t2)) wo
{0(t2))wo

jest, Scisle rzecz biorac, czescig rzeczywista wartosci stabej operatora O [46]. Czesci urojonej
nie bede jednak szerzej dyskutowaé, cho¢ jesli jej wartosé jest mata, to cze$¢ rzeczywista moze
stuzy¢ do wykrywania ZE / AZE rowniez wtedy, gdy oddzialywanie z rezerwuarem nie moze
byé do koiica uznane za matle.

W tym, co nastepuje, najpierw dyskutuje pokrotce pomiar wartosci stabych, tj. uzasad-
niam zdanie, ze wyrazenie (1) mozna uzyska¢ dokonujac post-selekcji wynikow pomiarow.
Nastepnie odtwarzam kryterium ZE / AZE w oparciu o wartosci stabe dla stabego oddzia-
lywania z rezerwuarem tudziez krotkich czaséw, by potem przejsé do czasow diugich (przy
obowiazywaniu FGR).

W.V. (tl, tg) =

(1)

3.1 Pomiar wartosci stabych

Jak wynika z analizy rownan (1.18) zastosowanych do korelacji operatora rzutowego O (r6zno-
czasowych), ostatni pomiar staby potrzebny do zmierzenia korelacji mozna zastapi¢ pomiarem
rzutowym. Widaé to od razu z rownan (1.20). W tych réwnaniach najbardziej zewnetrzny
komutator, ze wzgledu na cyklicznosé sladu, sprowadza sie do wziecia wartodci oczekiwanej
pozostalych wyrazen w ostatniej wyréznionej chwili czasowe;j.

Nadto, pomiar staby w chwili ¢; nie wplywa na wartosé¢ oczekiwang w chwili ¢ pomiaru
rzutowego czy, rownowaznie, pomiaru stabego [51]. Otoz korelacje (1.26) obliczy¢ mozna z
dystrybucji P,la] bedacej kwaziprawdopodobienistwem, tj. spelniajacym wszystkie wymogi
dla prawdopodobienistwa oprécz warunku dodatniosci. W granicy A — 0 to kwaziprawdopo-
dobieristwo ma jasno okreslong granice a wzory (1.26) przechodza w (1.20). W szczegolnosci,
po scalkowaniu po wszystkich a(t) poza wartosciami w chwili ¢; i to, z Pyla] w tej granicy
pozostaje dystrybucja Q(a1,a2), gdzie a; = a(t;). Ta dystrybucja spetnia warunek nieinw-
zayjnosci w tym znaczeniu, ze

/dalQ(ahaQ) = Q(az), /dazQ(al,a2) = Q(a1), (2)
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gdzie Q(a;) jest dystrybucja pozwalajaca obliczy¢ wartosé¢ oczekiwang aj. Innymi stowy,
wartos¢ Srednia i korelacja opisywane sa przez te sama dystrybucje:

<a1a2>w0 = /daldag alagQ(al, ag), (3)

<a2>w0 = /daldag aQQ(al,ag).

Stad tez po zebraniu danych z dwoch pomiaréw stabych da sie uzyskaé¢ warto$é oczekiwana w
drugim pomiarze niezaburzong przez obecno$é¢ pierwszego. Powyzsze wzory mozna rozumieé
jako przejscie graniczne A — 0; dla niezerowego A istnieje wszak rozktad prawdopodobieristwa.
W rozwazanym przypadku poszukuje sie wartosci oczekiwanych operatorow rzutowych 0.
Pomiar rzutowy tego operatora daje wynik 1 jesli uktad jest w stanie |Q2) i 0 w przypadku
przeciwnym. Stad znalezienie wartosci oczekiwanej w tym kontekscie jest réwnowazne post-
selekcji wynikéw ze wzgledu na stan koncowy uktadu.

3.2 Kryterium ZE / AZE

W dalszej czesci tej sekcji bedzie badana uzytecznosé wartosci stabej, a $cislej jej wartosci
rzeczywistej, do kryterium ZE / AZE dla krotkich czasow tudziez stabego sprzezenia z re-
zerwuarem, oraz dla czasow dlugich. Na wstepie zaznacze tylko znaczenie czesci urojonej
wartodci stabej dla zagadnienia, co moze by¢ tematem osobnych badan.

Niech f(t) bedzie amplituda prawdopodobieristwa stanu [€2):

() = Qe M) (4)

Wielkosé (1.11) uzytecznag w kryterium ZE / AZE mozna przeksztalcié w:

2

plti ta) _ ‘f(tl)j;(t? —t1) (5)

p(ta) (t2)

Z drugiej strony, z pierwszego i drugiego ze wzorow (1.18) zastosowanych do korelacji O
wynika natychmiast, ze

J(t) f(t2 — t1)

— (6)
f(t2)

Przypominam, ze zgodnie z przyjetymi definicjami jest to czedé rzeczywista wartosci stabej,

podczas gdy czes¢é urojona zadana jest przez komutator, czyli w efekcie [46]:

f(t2)

w.v.(t1, t2) = Re

W.V./(tl, tg) =Im . (7)
Stad
p(t1,t2)
p(t2)
Punkt przejscia miedzy ZE a AZE wystepuje dla powyzszej wielkosci rownej 1. Jesli czesé
urojona jest zaniedbywalnie mata, to réwnie dobrze do tego kryterium wykorzysta¢ mozna
funkcje w.v.(t1,t2).

= w2ty ty) 4+ wov. 2t t). (8)
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3.2.1 Krétkie czasy i stabe sprzezenie z rezerwuarem

Jak mozna tatwo pokazaé przez odwotanie sie do wzoréw z rozdziatu 2, w przypadku krétkich
czasoOw tudziez stabego sprzezenia z rezerwuarem zachodzi f(t) = 1+ b(t), gdzie

1 _ it e Rt 1
b(t) = — [ dklV(E)*(— + —5— |- 9
0= [ v R (F+ ) )
Stad réwnanie (5) w najnizszym nieznikajacym rzedzie daje:

p(t1,t2)
p(t2)

za$ z drugiej strony,

~ |14 b(t1) + b(t2 — t1) — b(t2)|* ~ 14 2Re (b(t1) + b(ta — t1) — b(tz)),  (10)

(1) f(ta —t1)
f(t2)

Wielkos¢ w.v.(t1,t2) — 1 rézni sie w tym rezimie tylko o czynnik 2 od p(t1,t2)/p(t2) — 1,
odtwarza wiec to samo kryterium. Na rysunku 7 przedstawiono Scista zaleznosé w.v.(7,27)—1
od parametréw zawartych w |V (k)|? dla Lorentzianu. Poréwnanie z lewym wykresem na rys.
?? zgadza sie z wnioskami z tej sekcji. Z kolei na rys. 8 poréwnano (??) i (11) dla Lorentzianu
w przypadku, kiedy v jest duza.

W.V.(tl, tg) = Re ~ 1+ Re (b(tl) + b(tz — tl) — b(tg)) . (11)

—0.2

—0.4

RYSUNEK 7: Wzieta dla czynnika Lorentzowskiego zaleznosé p = (w.v.(r, 27) —
1) /72 obliczona cigle przy I' = 10,/7 po lewej i I' = 40,/ po prawej. Czarna
linia jest dla tej wielkosci réwnej 0. Linia kreskowana to warunek Re z = 1,
gdzie z to asymptotyczny czynnik w wykladniczej postaci amplitudy prawdo-
podobienistwa. Linie kropkowane znacza zerowanie sie pochodnej dp/dr.
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—-0.4

-0.8

RYSUNEK 8: Poréwnanie dla czynnika Lorentzowskiego wyrazenia (9) po lewej
i (11) po prawej, podzielone przez 7, obliczone Scisle przy I' = 1.5,/7. Czarna
linia jest dla danej wielkosci réwnej 0. Linia czerwona po lewej odtwarza czarna
po prawej. Wida¢, ze wyrazenia zachowuja sie réznie gdy 7 zbiega do zera, oraz
zachowanie rezonansowe dla wartosci stabej przy czerwonej linii dla matego k.

Po podstawieniu postaci b(t) z (9) otrzymuje sie:

[/ 2
2oltloltn))g = 1+ 55 [k

_ 1 ol 2 w2 (Rl 2 .o (Kt
= 2 ﬁ/dk|V(kz)| [tl sinc <7 + 5 sinc >

F(ty — t1)? sinc? (M) }

(e—iktl + e—ik(tg—tl) + eikt2 _ 3) +ecec. (12)

2
(o(ta)o(tr)) — (o(ta)) = % ak[V (k)| 3 sine? (%)—tf sinc? (%) (13)
+(ty — t1)? sinc? (M) ]

3.2.2 Dtugie czasy i FGR

Przyjmuje, ze mozna stosowa¢ FGR, tj. dla dlugich ¢ obowiazuje asymptotycznie f(t) =
zfgre_iwfgrt, gdzie wyg, oraz zpg zadane s rownaniami (1.35), za§ Ry = —2Im wyg, oraz
Ztgr = |2pgr|* — réwnaniami (1.34). Niech ¢; i t2 beda diugie, lecz ich réznica to —t; — krotka.
W takim przypadku

p(tla t2)

. 2
o) e~ Wror=t) ] 4 bty — 11)]| ~ efor2=0[1 4 9Re bty — t1)].  (14)
2
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Logarytm tego wyrazenia podzielony przez ta — t; wynosi w przyblizeniu Ry, — R, jak we
wstepie. Z kolei:

w.v.(t1,t2) >~ Re e_i‘*’ng(tl_”)[l + b(ta — t1)] (15)
eftrar (27412 [cog(Re wygr (ta — t1))[1 + Re b(ta — t1)]
— sin(Re ngr(tg — tl))Im b(tz — tl)]
~ engr(t2_t1)/2[1 + Re b(tQ — tl)].

Zatem i tutaj kryterium jest odtworzone:

Rrgr — R (p(tl, t2))

— =1 ——=2) /2(ty — t1), 16
; o) ) a0)

co ilustruje rys. 9 bazujacy na Scistych rozwigzaniach dla czynnika Lorentzowskiego — mozna

go poréwnaé z prawym wykresem na rys. ?7. Widaé¢, ze zgodnosé nie jest tak dobra jak w

poprzedniej sekcji, jednak linia podziatu ZE/AZE jest obliczona z duza pewnoscia.

log[w.v.(tl, tg)]/(tg — tl) =

3.0 3.0
2.0
2.5 1 2.5 1 1.6
2.0 1 2.0 1 12
0.8
= 1.5 1.5 7
= 0.4
0.5 jmm———————————————— 0.5 fmmmm e ————— —0.4
—0.8
1 2 3 1 2 3
TA TA

RYSUNEK 9: Wrzieta dla czynnika Lorentzowskiego zalezno$¢ p = w.v.(¢,t +
7)/~y7 dla duzego t obliczona $cisle przy I' = 10,/ po lewej i I' = 40,/9 po
prawej. Czarna linia ciagta jest dla tej wielkosci réwnej 0. Czerwona linig
zaznaczono standardowe kryterium ZE / AZE — na wykresie po prawej ta linia
jest niemal calkowicie przekryta przez ciagla czarng linie. Linia kreskowana
to warunek Re z = 1, gdzie z to asymptotyczny czynnik w wykladniczej po-
staci amplitudy prawdopodobienstwa. Linie kropkowane znacza zerowanie sie
pochodnej dp/dr.

Takze w przypadku dlugich to — t; obowigzuje roznica miedzy kryteriami o czynnik 2, z
powodu postaci 2’ = 1+ ¢ z rownania (1.35). Stad tez analog kryterium koniecznego do AZE
(1.9):

Re zpgr —1 <0 (17)

dla stabego sprzezenia z rezerwuarem bedzie mial taka sama postaé¢ co oryginal.
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Rozdziat ten podaza wedlug schematu takiego jak w dodatku A. Najpierw uzyskuje mo-
dyfikacje do stanu Fermiego, tj. odpowiedniki réwnan (1.34) w rezimie stabych i silnych
pomiaréw. Przyblizenia sa wykonywane dla malych A i . Moze istnie¢ taka kombinacja
cztonu oddzialywania i sity pomiaru A, dla ktérej takie rozwiniecie nie bedzie zasadne. W
szczegblnosci, w nastepnym rozdziale taki przypadek jest zidentyfikowany dla czynnika lorent-
zowskiego, aczkolwiek nie dla stanu Fermiego.

Warto zwréci¢ uwage, ze wiele wyrazen zawiera scaltkowany w przestrzeni pedowej iloczyn
czynnika |V (q)|? i amplitudy prawdopodobieiistwa (tudziez jej modutu) stanu poczatkowego
dla zmodyfikowanego, niehermitowskiego Hamiltonianu H — ih.

W dalszym ciagu wywodu powyzsza analiza stuzy konstrukcji i dyskusji ewolucji stanu
przygotowanego i obliczeniom korelacji do kryteriow ZE / AZE.

4.1 Konwencje dotyczace transformaty Laplace’a

Bede szuka¢ rozwiazania postaci

p(t) Zpo(t)|9><9|+/dl‘ﬂ(l’,t)|$><9|+/d$p*($,t)|9><$|+/dxdyp(w,y,t)lfv><y!a (1)

gdzie ze wzgledu na hermitowskos¢ zachodzi p*(x,y,t) = p(y, x,t). Uzywaé bede transformaty
Laplace’a tego operatora, zdefiniowang wzorem:

. o) c+iTA
po) = [ s e o, a0 =5 Jim [ @)

271 T—o0 c—iT
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i tak samo dla poszczegélnych funkeji z (1). Wprowadzam oznaczenie:

p(x,s) = /000 ds e 'p(x,t). (3)

Alternatywnie, mogtbym zapisa¢ p/(z, s) = p*(x, s*). Cho¢ wypisana jest tu zaleznosé¢ od s*
to jednak implicite wyrazenie zalezy od s. Dlatego tez preferuje powyzszy zapis, w ktorym
zaleznosé od s jest jawna.

4.2 Rozwiazanie zanikowe réwnania Lindblada

Przy warunku poczatkowym p(t = 0) = Q) (Q|, réwnanie Lindblada (1.25) dla A = O po
transformacie Laplace’a, z uzyciem (1) zapisa¢ mozna jako

ihspo(s) = ih+/d1?‘7*($)ﬁ($,5) —/dm‘_/(x)ﬁ'(x,s) (4)

ihs(e,s) = 05, + Va)pls) — [ oV ()7, .5) - Gz,
s (o) = 00, (0.5) ~ V (0)pos) + [ daV (@)Ca.v.5) — AT (,5)
ihsﬁ(xaya 5) = _ihall?ﬁ(x>ya 5) - ihﬁyﬁ(:ﬁ,y, 3) + V(l’)[}/(y, 5) - V*(y)[)(x, 8)'

Wprowadzam funkcje postaci nawigzujacej do rozwiazan rownania Schrodingera (zob. dodatek

A):

pla,s) = ez, 9)po(s),  F(y,s) = e Y (y, 5)fo(s), (5)
pla,y,s) = O Y (2., 5)po(s),

przy czym

w(s) = ;/dxv*(x)eiw(%p(x,s), W'(s) = fli/de(x)e_iw,(s)rw’(x,s). (6)
Powyzsze funkcje sa zalezne. Tutaj tez, podobnie jak powyzej dla funkcji p(x, s), mozna by
napisa¢ w*(s*) zamiast w'(s). Wtedy opisywane rozwiazanie jest jawnie hermitowskie, za§ w
rozwiazaniach beda pojawiaé sie funkcje Re w(s) i Im w(s). Zamiast stosowania tych dwoch
funkeji, zapisalem wyrazenia tak jakby w(s) i jego sprzezenie byty funkcjami niezaleznymi,
ktorych wzajemny zwiazek wyznacza dopiero réwnania Lindblada. Nie ma tutaj mozliwosci
uzyskania niehermitowskiego rozwiazania, gdyz warunek poczatkowy naklada hermitowskos¢,
a rownania Lindblada te ceche zachowuja.

Pierwsze z rownan (4) mozna przepisa¢ w postaci:

1

Pols) = s+ iw(s) —iw'(s) ()

By znaleZ¢ rozwiazanie w obrazie czasowym, potrzeba obliczyé¢ bieguny mianownika. Z kolei
pozostalte rownania (w ktorych nie zapisuje juz explicite zaleznosci od s):

0y (x) = —ihAp(x) + fi(is — w)ip(x) + V(2)e ™" — /dyV(y)e_w/yd)(m?y), (8)

oy (y) = —ihAY! (y) — h(is + W)y (y) — V* (y)e™"? + / daV*(z)e" p(z,y). (9)
ih(0s + 0y (w,y) = V(2)e ™"/ (y) — V*(y)e™ Vi(x), (10)
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wraz 7z definicjami (6) stanowia uktad rownan na wyrazenia w i w’. Poszukuje rozwiazan w
biegunie wyrazenia (7). Tam, w granicy A\ — 0 réwnania te powinny separowac sie na dwa
rownania Schrodingera niezalezne od siebie nawzajem. Dla A # 0 wzory na w i ' (traktowane
jako zmienne niezalezne) sa powiazane. Jak napisano wyzej, ostatecznie rozwiazanie bedzie
hermitowskie.

4.2.1 Funkcje pomocnicze

Na potrzeby dalszej dyskusji potrzebuje wzoréw na w(s) i w’(s). W tym celu zdefiniuje funkcje
pomocnicze:

w(a,s) = /d:cV*(:c)eiwzw(x +a), (11)
o' (a,8) = /di(w)eiw/xw’(az +a),
5y (a) = % / deV* @)V (x + a)e“

1 =D w
i\ (a) = ~7 dzV (z)V*(x + a)e™ *.

Z definicji (6) spelniaja one réwnania
w(s) =w(0,5),  W'(s)=u(s,0). (12)

Przy przejsciu do reprezentacji pedowej, do funkcji primowanych nalezy stosowaé¢ wyrazenia
na TF w konwencji jak dla funkcji sprzezonych. Stad:

ik, s) = 20V (k + wy(k),  ox(k) = %W(k +w)l, (13)
W (k,s) = 27V*(k + W )(k), oh\(k) = 3—2|V(k’+w')|2.

Wyrazenie V (k4 w) 1 tp. jest zapisane formalnie na bazie definicji, lecz nie jest to TF, bo tez
w(s) 1 w'(s) moga by¢ zespolone. W dodatku E.1 jest wykazane, ze z rownani (8)-(10) oraz
(6) wynika nastepujaca posta¢ funkcji pomocniczych po TF (ponownie dla wygody pomijam
argument s):

wk) = - 23— (z’h—;’(k)> (14)

hk — ihA + ihs — hw — o', ()

W (k) = k) _ (m+é(k>> .
hk + ih\ —ihs — hw' — o)\ (k)
gdzie
< 0 _ ,
fy= [ et = [ag K0 (15)
< 0 B ) /
f'(k) = /_ de/(Z)emz = _/dqi(qil(j—)l—ie)'

Warunki (12) po TF sprowadzaja si¢ do:

huw — /dkw(k) =0, hw — /dkw’(k) = 0. (16)
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4.2.2 Granica braku pomiaréw
Latwo sprawdzié¢ z rownan (22) i (7.9), ze dla A = 0 zachodzi

50(0) — hw = 0. (17)

Wydaje sie zatem, ze wtedy mozna potozyé

oo(k)
= 1
“) = T —i0 (%)
Postugujac sie relacja
1 1 1 1
- — — = - . . — — - . (19)
i(q—k —ie)i(q —ie) ik —1e) \i(q—k—ie) i(q— ie)
uzyskuje sie
< 1 < < 1 /<
50 = =5y (9000) = 60(0) = g1 (Go(k) — ) (20)
i tak samo dla funkcji primowanych. Po podstawieniu do réwnan (14), wychodzi np.:
5
oo(k) oo(k) o og(k) — b
= — h4+ ——— 21
ik —ie) < T (21)

hk + ihs — hw — oy (k)

Przy warunku —w’ = is —w zadanym przez biegun (7) uzyskuje si¢ zgodnos¢, czyli propozycja
jest wlasciwa.

4.3 Rachunek iteracyjny dla stanu Fermiego

W tej sekeji poszukiwany bedzie stan zanikowy o matym, rzeczywistym wyktadniku. Oczekuje
tym sposobem uzyska¢ poprawki do stanu Fermiego. W pierwszej podsekcji przedstawiam
przyblizenia stosowne dla matego wyktadnika. Dalej, postuluje rozwigzanie, ktére moze by¢
pierwszym krokiem rozwiazania iteracyjnego, tzn. rozwiazanie z jednego kroku podstawiam
do RHS rownan (14) — LHS jest wtedy przyblizeniem w nastepnym kroku. Postulowana
postaé ujmuje systematycznie zaréwno rezim silnych jak i stabych pomiaréw. Na koricu sekcji
podane jest tez wyrazenie na w(k) w nastepnym kroku iteracji.

Kluczowe znaczenie w tym podej$ciu ma tu postaé¢ funkcji:

1 (0 , _ _ ,
éx(k) = = dae_Zka/d:):V*(:):)V(m +a)e (22)

ih J_
= %/d:c/dy@(x—y)ei<w+k)(xy)V*(x)V(y)
i

i jego primowanego odpowiednika. Dzieki temu uzyskane wyrazenia bedzie mozna wyrazié¢ z
uzyciem amplitudy prawdopodobieristwa obliczonej dla niechermitowskiego Hamiltonianu.
4.3.1 Przyblizenia dla matego wykladnika

Kiedy wykladniki iw oraz iw’ sg male, mozna za male tez uwazac s, z racji, ze poszukiwane
sa bieguny (7). Mozna zatem rozwinac:

w(k,s) = wO (k) + w0 (k)s + 0@ (k)s® + ... (23)
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i analogicznie dla wielkosci primowanej. Stosowaé bede te sama metode co w rozdziale A. Tak
na przyktad, w oparciu o (16) mozna przyblizy¢:

w(s)=(1- z;l)is + Wegr, (24)

WgrA = /dkw(o)(k), slt=1 —i—i/dkw(l)(k).

Jak uzasadni¢ w nastepnej sekcji, tak obliczone wyg, » 1 2\ stanowia zmodyfikowana FGR dla
uktadu z dekoherencja. Uzupeliam je o wzor na wyktadnik:

Rigra = iwpgry — gy = —Im / dke'O (k), (25)
Zil= ottt -1

Poprawka wyzszego rzedu w potedze v do wyg  Wyrazalaby sie przez

l—wl — (1—001)2—4(.4}2(.4)0
hwigrx = v 2n ; (26)

gdzie oznaczylem w, = [ dk:w(")(k‘). Wyprowadzenie analogicznego wyrazenia znajduje sie w

dodatku A.

4.3.2 Punkt wyjscia

Dla malego A rozwiazanie (14) powinno by¢ bliskie wyrazenia (18), bedacego rozwiazaniem

granicznym dla przypadku A = 0. Z drugiej strony, mozna zaproponowaé funkcje
oo (k)

27

ik — N 27)

odpowiadajaca modelowi, w ktérym tlumieniu ulegaja takze wyrazy diagonalne i pozadia-

gonalne rezerwuaru. Najlepsza opcja jest jednak rozwiagzanie sugerowane przez postaé (14),

<

mianowicie rownanie to z potozonym w’(k) = 0 po RHS:
w'(k) = — = (28)
hk — ih\ + ihs — hw — o', (k)

i tak samo dla wielkosci primowanej. Twierdze, ze jest to dobry punkt startowy dla krétkich
<

czasow, z racji podobienstwa do wyrazen (18), jak rowniez dlatego, ze wyrazenie hw' — a:\*(k)
(pojawiajace sie, jesli podstawi¢ —w’ = is —w) zgodnie z (17) znika w granicy braku pomiaru,
odtwarzajac (18). Jednoczesnie jest to tez drugi krok w podejsciu iteracyjnym zastosowanym
do silnych pomiaréw ciaglych — wartos¢ 0 podstawiona po RHS réwnania (14) to przewidy-
wany paradoks Zenona przy A — oo.

Obliczenia przeprowadzane sa w biegunie —w’ = is — w. Wtedy mianownik w (28) jest,
jak pokazano w dodatku E.2, amplituda prawdopodobienstwa stanu poczatkowego |w) w
reprezentacji pedowej dla niehermitowskiego Hamiltonianu:

/

H —ih\|Q) (9. (29)

Fakt ten zapisuje jako: }
W'(k) = —ior(k)Yi(k + ). (30)
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4.3.3 Modyfikacja FGR

W pierwszym kroku zatem uzyskuje sie:

/ dkw' (k) = / da / dzV*(z)V (z — a)e™? / dke® )y (k + o). (31)

gdzie przy okazji dokonano zamiany zmiennej caltkowania ¢ — —a, a obliczenia przeprowa-
dzono w biegunie s + iw — iw’ = 0. O$§ calkowania w ostatniej calce mozna przesunaé o
Im ' w dziedzine zespolong. Lecz model, w ktérym wystepuje bezposrednie ttumienie wy-
razu diagonalnego, powinien charakteryzowaé sie wiekszymi wyktadnikami stanéw zanikowych
niz odpowiedniki w modelu fizycznym bez tego jawnego tlumienia. Stad jesli poszukiwane
sg poprawki do stanu Fermiego, czyli stanu o najstabszym zaniku, to najpewniej wszystkie
bieguny mianownika leza po tej samej stronie osi. Stad to przesuniecie nie zmienia wyniku.
Moge zatem w tym przypadku zapisaé:

[ansit = —i [ da [ agviapemetreg a) (32)

= i / e / dq|V (q)]e'"e "¢ (a),

gdzie ostatnia rownosé zachodzi w biegunie wyrazenia (7), za$

e*ikt
WP ) = i / dk 8 . (33)
k—ix— a0 /n
w'—k
Z rownan (24) moge obliczy¢:
i iqa, /) *
wprr= / Vi@l [ dacu3(a), (34)

o .
S = g fav@Py [dadm.

Dla duzych A mozna przyjaé, ze decydujacy wklad ma zachowanie si¢ (33) dla krotkich czasow.
Jak to byto dyskutowane w rozdziale 2, w tym rezimie mozna rozwing¢ wyrazenia w potegach
~v. Wyrazenia na (33) wyprowadzone sa takze w dodatku E.2. W szczegolnoscei:

b (1) = O(t)e M {1 + % / dk|V (k)| ( - fi S+ e(::;);lﬂ (35)

o efikt _ 67/\)&
_ —At 2
= o) [e +i 6/\/dk:|V( P ]

czego TF to

Ligt 1 i dk|V (k)|?
Jerwor= e G o

W rozwinieciu do pierwszej potegi v potrzeba tylko pierwszego wyrazu z powyzszego wzoru.

Wtedy, z (25), AWV@P
AV (g
Rygry = /d 2“2 ; (37)
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a nadto

A

T (38)

—1 1/ |V (qﬂ2 7-1 2/ Va2

Dla A — 0, R — 0. Z kolei dla A — 0 wyrazenie to odtwarza FGR. Zdaje sie¢ zatem, ze
zastosowane przyblizenie kréotkich czaséw jest takze skuteczne dla maltych A.

Wydaje sig, ze dla stabo-zmiennego czynnika |V (k)|?
a stad do ¥y(a) mozna zastosowaé FGR. Dla tej funkcji wyktadnik w eksponencie wynosié¢
bedzie A + iwyg,, natomiast stala przed eksponentem — wecigz zyp4-. Jednakze, wyrazenie
uzyskane tg metoda nie odtwarza FGR w granicy A — 0, wiec nie jest to dobre przyblizenie,
przynajmniej dla stabych A. Zachowanie 1y (a) dla malych a (krotkich czasow) zdaje sie mie¢
tu wplyw, ktérego nie mozna pominaé w przyblizeniach.

W dodatku E.3 rozdzialu pokazano, ze w nastepnym kroku iteracji

znaczenie maja podzZniejsze czasy,

/dkw”(k) - /dkwi(k) + ;/dqlV(q)F/dq’lV(q’)!Q (39)
1 00 ’¢A(a)|2€i(q—q’—w+w’)a
- (z'(q—q'—ww') ) e )

4.4 Wartos$é oczekiwana

Wartosé¢ oczekiwana wyraza si¢ z wykorzystaniem (7) przez:

T eits
(o), = (@Up(019) = 5 Jim [ ds (10)

Dla dtugiego czasu stosuje zmodyfikowana FGR, tj.:

- 2 ANV (g)
_ Rygrat _
<O(t)>q = Z)\e fgrA s ngr,/\ = ﬁ /dq q2 n 2 (41)
2 A
Zy=1-= | dg[V(q)|?0,———.
A h/ qlV(q)| qq2+)\2

7 kolei dla krotkich czasow poszukuje rozwiniecia w parametrze v do pierwszej potegi. Naj-
pierw mozna rozwina¢ (40) w potegach 3 [ dklw(k) — ' (k)]:

o), = 1-— /m dsi;/dk[w(k)—w’(k)] (42)

B 2mih — 00

1 o [0 et st ’
= 1+ —= [ dq|V ds— dt'e " e Y (t') — c.c.
i [Vl [ sty [T i) - e

I /d|V()\2/md€St L
= — —= S———— — C.C.
Th? avie Cice 82 q+is—iA

1 it e—ikt-l-)\t_l
= 1+ 2Re — [ dk|V(k)|? .
* eh2/ IV k) <k+i)\+ (k;+m)2>
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Innymi stowy, do pierwszej poprawki w vy wartosé¢ oczekiwana rézni sie od |1by (¢)|? obliczonego
w E.2 tylko o czynnik e~ *. Wynik przepisa¢ mozna jako:
2 cos(kt)eM — 1
_ At 2
ey = 1= [anvm PR (13)
2\t 2k sin(kt)
dk|V (k)|? —eM :
+/ ‘V( )| <k2+)\2 € (k2+)\2)2>

Pierwsza linijka przechodzi na wlasciwe wyrazenie w granicy A — 0, za$ ostatnia linijka wtedy
znika.
4.5 Korelacje

By obliczy¢ wyrazenie (o(t1)o(t2)), trzeba zbada¢ ewolucje operatora x(t) z zadanym warun-
kiem poczatkowym:

X(t=0) = po(t2) [2) (2 + % /dw [o(z, 1) [2) (2 + p* (2, 12) [2) (=[] (44)

Dlatego nalezy zmodyfikowaé¢ rownania (7)-(10). Wskutek tych operacji, w rozwinieciu do
pierwszej potegi v pojawia sie kolejna stata multiplikatywna podobna do Zy:

(o(t1)o(t2)), = (o(t1)) (o(ta — 1)), - Z)(t1)- (45)

Pozostaje wreszcie rozpatrzy¢ to wyrazenie w réznych rezimach czasowych, jak rowniez przy
A = 0 w zakresie t € [0, t1].

4.5.1 Rownania Lindblada

Rownanie (7) nie ulega zasadniczej zmianie, tj. zachodzi

po(t1)
s +iw(s) —iw'(s)

X(s) = (46)

Takze, bez zmian pozostaje (10). Natomiast jesli chodzi o réwnanie (8) (i, analogicznie, (9)):

ihdp)(x) = ihe ™" pla.ty) ihAY () 4 h(is — w)(z) + V(z)e ™ — / dyV (y)e ™ Yip(z, y).

X(s)
(47)
Stad zamiast rownan (14), odpowiednie funkcje pomocnicze spetniaé¢ beda roéwnania:

1 Ly <
w(k) = (Wv*(k +w)plk, t1) — oa(k) (m - w'(k))) (48)

ho po(t)

< ~1
X <hk: —ihA +ihs — hw — a&(k‘)) ,

W (k) = <15+M_MIV(I€ Yo (k1) + o) (ih+ 5(k))>

B ,OO(tl) 1Y s U1 A

—1
X (hk +ih\ — ihs — o' — ai(k;)) .
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Zgodnie z (5) i z dodatkiem E.4, w najnizszym rzedzie zachodzi:

|V (k)

V¥ (k+w)p(k,s') = ﬁo(sl)mv (49)

a w konsekwencji, w tym rzedzie (i uwzgledniajac wewnatrz funkcji a(s) i b(s), ze obliczenia
wykonywane sa dla bieguna s + iw(s) — iw'(s)):

s+iw(s) —iw'(s) = s+ b(s) +a(s)(s +iw(s) —iw'(s)), (50)
_ 1 V)PP 1 V()P
als) = h/dk(hk e T h /dk(hk IRTSVERE
b = i [ dn ihoy (k) i o (k)

Rk — b Bk + A\

Zatem w okolicy bieguna w wyrazeniu (46) pojawia sie dodatkowa funkcja 1 — a(s):

X(s) = [1 = a(s)]po(t1) (51)

s+ b(s)’

przy czym mianownik s+ b(s) prowadzi do takich samych wzoréw co we wezesniejszych obli-
czeniach. Stad tez, po odwolaniu sie do réwnan (24) i (38), w najnizszym rzedzie

(o(t1)o(t2)), = % (oft), folt2 — 1), (7 + 5. (52)

4.5.2 Wyrazenia przy dlugich czasach

Tym sposobem uzyskuje sie analogi wyrazen z rozdziatu 3. Tak na przyktad dla dlugiego
czasu t; obowiazuje na bazie (25):

1 o
{olt1)o(tz))y = 5(2x + 23)e Proralt (o(ty — 1)), , (53)
a kiedy takze czas to — t1 jest dtugi:

Oftolt), 1, .
W—1—2(z>\+z/\ 2). (54)

1 J—
<O(t1)0(t2)>q = §ZA(Z>\ + z3)e Rygrta

Jesli natomiast réznica czaséow jest krotka:

olt)olta))y | =t 3
(o(t2)) Z

gdzie wartosé oczekiwana po RHS dana jest wzorem (43). Ta metoda nie uzyskuje jednak
bezposrednio analogu rownania (3.11) stosowanego dla krotkich czasow.

eftrara2=0) (o(ty — 1)) (55)
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Przypadek szczegolny, lorentzowski
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Korzystajac z metody pseudomodow [33], mozna znalezé $ciste wyrazenia poszukiwane w
tej rozprawie w przypadku wyrazu oddzialywania postaci lorentzowskiej (1.36), tj.:

A
VI = o =+ (a2 &

Taki przypadek jest najprostszym zastosowaniem metody pseudomodéw. Stosujac te samag
technike, uzupelniong co prawda o dodatkowe przeksztalcenia, mozna podobnie rozwazaé
przypadki sum czy poteg Lorentziandéw. Jednak w przypadku pomiaréw rzutowych nie obo-
wiazuje juz wtedy Scista faktoryzacja (2.7). Szkic tego przypadku zawarty jest w dodatku
F.1.

W tym co nastepuje, przedstawiam najpierw metode pseudomodéw i konstruuje stosowne
rozwigzania z niej wynikajace. Dalej, obliczam stosowne elementy macierzy przejscia P z
rownania (2.6) i pokazuje, ze rownania (2.7) dla z = py obowiazuja w tym przypadku scisle.
Dalej jest dyskusja dla tego przypadku wartosci stabych operatora 0. W sekcji 5.3 metoda
pseudomodéw zastosowana jest przy rozwiazywaniu réwnania Lindblada i obliczaniu korelacji
dla pomiaru ciagtego.

Analiza skupia sie na przypadku symetrycznym, kg = 0.

5.1 Metoda pseudomodoéow
Podstawiam 1) (k, t) = ¢(k,t)e”, gdzie 1 (k,t) to amplituda prawdopodobiefistwa stanu |k).

Z kolei 9(t) to amplituda prawdopodobienstwa stanu |€2). Roéwnanie Schrodingera mozna
zapisa¢ jako uktad rownan:

ihovbo(t) = / dk V* ()6 (k. £)e ™, B (k,t) = V(K)o (8)e™. 2)
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Scatkowanie drugie rownanie:

]

Pk, t) = %V(k) /0 dt' o (t') e (3)

podstawione do pierwszego daje réwnanie:

I _ .
Oibo(t) = —712/ dt'G(t — ") o (), G(s) = /dk|V(/c)y?e”“. (4)
0
Lorentzowski czynnik (1) sprowadza funkcje G dla s > 0 do postaci
G(S) _ ,ye—ikos—As/Q. (5)

Oznacza to, ze rownanie (4) przechodzi na

t
8tw0(t) _ _% i dt/e—(zk‘o—i—A/Z)(t—t )7,/}0(15/). (6)

Oto6z powyzsze rownanie mozna uzyskaé takze z zestawu réownarn:

ihdpbo(t) = A1(t), ihOy1(t) = h(ko — iA/2)11(t) + /2o (t), (7)

czyli innymi stowy, jest to réwnanie spelnione takze dla stanu nieunormowanego w dwuwy-
miarowej przestrzeni Hilberta. Dla ustalenia uwagi bedzie ona rozpieta przez ortonormalne
wektory bazowe |Q2) i |kg). To samo oznaczenie jest stosowane dla pierwszego z tych wektorow
co dla stanu fizycznego. Ow stan nieunormowany spelnia réwnanie:

ima o (0)) = | A~ o) (ol | 6 )

gdzie H' = ko |ko) (ko| + VY ([ko) (| + [Q) (ko|). Zamiast stosowania osobnej przestrzeni
Hilberta, mozna dokonaé transformacji w przestrzeni Hilberta rezerwuaru do postaci z wy-
roznionym modem sprzezonym z uktadem badanym i z kontinuum stanéw sprzezonych z tym
modem za pomoca plaskiego czynnika V'(k) =const [31]. Czlon niehermitowski w niniejszych
wzorach jest skutkiem oddzialywania z tym kontinuum. Zatem stosowanym nizej przejsciom
do przestrzeni Hilberta pseudomodéw mozna daé takze uzasadnienie z odwotaniem sie do tej
fizycznej transformacji.

5.1.1 Rozwigzania r6wnania Schrodingera

Rozwiazanie zanikowe rownania (8) zapisz¢ w postaci

[9:(t)) = e Q) + Xe ™™ ko) . (9)
Wtedy z réwnan (7)
iA
hw = /X, hXw= <hk0—2>X—i—ﬁ. (10)

co sprowadza sie do rownania na w:

A
ﬁ/d(ﬁw—hk‘o—i-g)—’y:o. (11)



5.1. Metoda pseudomodéw 45

Rozwiazania:

. . 2
mi:% hko—lﬁi\/<hko—1§) +47), (12)

2y
hko—12 "

przy czym w_ w granicy malych ~ spelnia FGR: hw_ ~ Dla uzyskanych wartosci

hw4 obliczy¢ tez mozna
_ hws

v
Uktad przygotowany w chwili ¢ = 0 w stanie |2) mozna zapisa¢ jako superpozycje uzyska-
nych wyzej stanéw zanikowych z amplitudami, odpowiednio, a4 i a—: |1(t)) = a4 |14 (t)) +
a_ |[_(t)). Ze wzgledu na warunek poczatkowy |1(0)) = |©2), spelnia¢ one musza roéwnania:

X+ (13)

a +a_ = 1, X+CL+ + X,a, = 0, (14)

czyli
+Xy  dwr

Xe— Xy we—wi

ay = (15)

Na mocy metody mozna stosowaé podstawienie ponizej, gdzie RHS obliczona jest w dwuwy-
miarowej przestrzeni Hilberta pseudomodoéw:

~

Qe Q) = (e, G = (hko — iA/2) ko) (k| + VA (ko) (2] + |9) (Ko|). (16)

Tym sposobem (ozn. W = e‘iGT):
N w e—zwa _ wie_lUJJrT
go=1-[{QWQ) P =1-]|— (17)
W4 — wW-
Oprocz tego wspotezynnik a_ zadaje wyrazenie:
2 )
1 hko —iA/2
Zir=| 2| =5 018 (19
Wi —W— 2 V (Rko —iA/2)% + 4y

5.1.2 Prawdopodobienistwa powrotéw po negatywnych wynikach

Metode pseudomoddéw przedstawiona wyzej uzupelni¢ mozna o nastepujaca obserwacje: jesli
poszukiwane jest prawdopodobienstwo przebywania ukladu w stanie innym niz €2, to mozna
dokona¢ takiego przeksztatcenia:

<QU/dk‘|k><k|UIQ>= QU1 ~ ) (Q)U1Q) = (19)
= (QUQ) — (QUI2) (QU19).

Wszystkie wyrazenia powyzej mozna teraz obliczy¢ w dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta
korzystajac z rownosci:

~

Qe Q) = (Qe7CNQ), G = (ko — iA/2) ko) (ol + v/A(lko) (2 + 192) (ko). (20)
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Idac dalej, rownanie (19) mozna sprowadzi¢ do postaci:

<Q|U/dk k) (k| U1Q) = (QIW?|Q) — (QW|Q) (QW|Q) (21)
= (QIW |ko) (ko| W)

przez odwolujanie si¢ do rozkladu jedynki: 1 = |ko) (ko| + [€2) (2|. Zauwazam, ze podobnych
operacji nie mozna by wykonaé¢, gdyby zastapic¢ jeden z operatordéw U przez Ut booile UUT =
1, to Wi # 1. Zatem nie mozna bezposrednio obliczy¢ ta metoda prawdopodoblenstwa
przebywania w innym stanie niz pierwotny.

By znalez¢ «(27) z (2.15), wystarczy obliczy¢:

2w w_

ko|W Q) = (QW ko) = eTIHT _ =T 22
(RalTF190) = (W o) =~ ( ) (2
bo tez owo réwnanie przepisa¢ mozna jako
1— 1) (€ - ko) (Kol 1z

e QU—LL0 0 QW 22N 0 23
(27) = (Q Vo €2) = (] N 2) - (23)

W efekcie .

 hwjwo s

qop1 = qo|a(27)| e T —e )| (24
‘ \/} W — W+) ( ) )

Rozumowanie mozna powtorzy¢ dla kolejnych p,,, uzyskujac rownania (2.7) z
~ 2
= | (koW ko) | (25)

Wyraz wewnatrz modutu mozna obliczy¢ jako 11 (7) z réwnan (7), przy warunkach poczat-
kowych 1(0) = 0, ¢1(0) = 1. Rozwiazanie to jest takie samo co dla przypadku stanu
poczatkowego [Q2), tj

e W-T _ y pTiwtT

(kolW ko) = (W]Q) = =+ - . (26)

Wy — W—

Wynika z tego, ze 1 — qo = pp = w, tak jak to przyjeto w rownaniu (2.10).

5.2 Wartosci stabe

Najsampierw (O = Q) (Q]):

wie—zw_‘_t _ ere—zw_t

Olp(t)) = (aye ™ +a_e ™ ") |Q) = PR 9Q), (27)

gdzie |1(t)) to stan przygotowany opisany wyzej. Tym samym

) _3 2
w_e wyto —wye w—_to

(o(t2)) = : (28)

W— — Wy

By obliczy¢ korelacje drugiego rzedu, trzeba znalezé¢ dalsza ewolucje (27), bo jak tatwo spraw-
dzié:
2 (o(t2)o(t1)) = (QUT|2) (QUTI) (QIU?|RQ) + c.c. (29)
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W rezultacie:

w_e—iw+(t2—t1) _ w+6—’iw7 (ta—t1) w_e—iw+t1 _ w+e—iw7t1

2 (o(t2)o(t1)) = 30
(o(t2)o(tr)) S e (30)
w_efiw+t2 _ w+€7iw_t2 *
X + c.c.
W — W4
Korzystajac z korelacji i wartoéci oczekiwanej, mozna obliczy¢ wartosé staba z (3.1):
w_e—iw+(t2—t1) —w e—iwf(tg—tl) . w_e—iw+t1 —w e—iwftl
w.v.(t1,t2) = Re ( ki — 2 ( —— h ) (31)
(o —wy) (woe @+t — e i ta)
Dla dtugiego czasu t; mozna napisaé
w,eiiw+(t27t1) —w e*iw_ (tzftl) w e*iw_h
w.v.(t1,t2) = Re ( A ) s (32)
(wo — wy)wpe -tz
pamietajac o tym, ze to > t;1. Z kolei jesli rowniez czas to — t1 jest dtugi:
w.v.(t1,t2) = Re — (33)

w_,_—w_'

5.3 Przypadek pomiaréw ciagltych

Powstaje pytanie, czy dla nieunitarnej ewolucji dla pseudomodéw mozna powtérzyé rozumo-
wanie z [24], odtworzy¢ wzor na korelacje i uzyskaé¢ rownanie Lindblada postaci

o . N VAN ihA .

() = [p(0), ')~ A0, ko) (hol} — 5 (1) 491, (1)} — 2190) (2 poo(t)) , (34)
gdzie poo(t) = (Q|p(t)|2). W dodatku C pokazano, ze tak jest istotnie — przy traktowaniu
to jako chwili w ktorej pomiar ciagly zostal zakonczony. Czy ten warunek jest konieczny, na
szczescie nie jest wazne dla obliczent z wykorzystaniem pseudomodéw, ktére przy natozonym
wyzej ograniczeniu odtwarzaja wyniki zgodne z oryginalna teoria [24].

Sekcja ta jest uporzadkowana nastepujaco: wpierw jest dyskusja rozwiazan zanikowych
typu p(t) = e~ 5(0) rownania (34)Dalej przedstawione sa obliczenia prowadzace do wartosci
oczekiwanych i korelacji.

5.3.1 Rozwiagzania zanikowe réwnania Lindblada

Jesli przyja¢ rozwiazanie postaci p(t) = e Fp
R[R—(A/)][R—(A/2h)— (A/2)]* +k§R[R— (A /R)]+4~[R— (A /2h)][R— (A /2h) —(A/2)] = 0,

(35)
z kolei w przypadku symetrycznym ko = 0

RIR — (A/R)][R — (A/2h) — (A/2)] + 44[R — (A/2h)] = O, (36)

tzn. rozwiazanie R = A/2h + A/h rownania (35) przy ko — 0 nie jest juz fizycznym rozwia-
zaniem. Oba réwnania (35) i (36) wyprowadzone sa w dodatku F.2 do niniejszego rozdziatu.
Z (36) wynika, ze dla ko = 0 istnieja trzy niezalezne rozwiazania postaci wyktadniczej. Tym-
czasem ogdlny stan poczatkowy macierzy gestosci dla dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta
scharakteryzowany jest przez 4 niezalezne state. Oznacza to, ze brakuje jednego niezaleznego
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rozwigzania réwnan Lindblada w niniejszej dyskusji, i ze to rozwiazanie nie jest postaci wy-
ktadniczej. To rozwigzanie nie jest jednak potrzebne w niniejszej rozprawie, jest ono pokrotce
omoéwione na konicu dodatku F.2.

Roéwnanie wielomianowe trzeciego rzedu z rzeczywistymi wspotczynnikami ma co najmniej
jedno rozwiazanie rzeczywiste. Wykaze, ze w zwiazku z tym rownanie (36) przewiduje w bada-
nym zakresie parametrow (y < A2/4h?) stan Fermiego, tj. stan o rzeczywistym wyktadniku
R, ktory jest najmniejszym wyktadnikiem (jesli porownywacé czesci rzeczywiste). Na potrzeby
dowodu wprowadze oznaczenia:

A

Z uzyciem tych wyrazen rownanie (36) przechodzi na:
—4yL — (L? — A%/4R?)(L + \/2) = 0. (38)

Niech r bedzie rzeczywistym rozwigzaniem tego rownania, ktére mozna znowu przepisaé, tym
razem do postaci:

4y = (;r + 1) (A%/4R* —1?). (39)

Dla r € [0, A/2h] RHS powyzszego rownania jest funkcja ciagla przechodzaca od 0 dla
r — A/2h do oo dlar — 0. Rownanie to ma zatem rozwiazanie lezace w zakresie r € [0, A/2h]

dla dowolnej wartosci v. Przyjmuje, ze r jest wlasnie takim rozwiazaniem. Traktujac (39)
jako wyrazenie na v od r i A, mozna podstawi¢ (39) do (38):

2
<L2+L(T+A/2)+;Ah2> (L —7)=0. (40)

Rozwiazaniami zawartego tu réwnania kwadratowego sa

Li:;<—r—;\i\/(r+/\/2)2—z7§;>, (41)

skad wynika, ze wzgledu na to, ze r > 0:

Re Ligé(—r—g—i—\/]g—i—r]?):& (42)

Zatem r > L., skad odpowiadajace mu R = %(1 — 1) jest mniejsze od pozostalych wyktad-
nikéw.

Dla przypadku r = % zachodzi R4 = 0, a wigc ewolucja stanu Fermiego zostaje zatrzy-
mana. Dzieje si¢ to dla v = 0, a wiec kiedy brak zaniku wskutek braku oddzialywania, ale
rowniez gdy A — oo w taki sposob, ze (39) pozostaje spelnione. To przejscie graniczne odnosi
sie do bardzo silnych pomiaréw, stad sygnalizuje tu efekt (badz paradoks) Zenona.

5.3.2 Zachowanie rezonansowe wskutek oddzialywania z detektorem

Wspblczynnik + traktowaé bede jako maly w poréwnaniu z pozostalymi. Wtedy rozwigzania
do réwnania ogolnego (35) beda poprawkami do rozwiagzan tego rownania dla v = 0:

0, A/h, AJ2h+ N2+ iko, AJ2h+ /2 — iko. (43)
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Jednak nie zawsze wystarczy okreslenie v jako matlej. Mozna sie o tym przekonaé, znajdujac
poprawke do pierwszej potegi v np. dla A/2h:

A 4\ -A/n
R B A=A/

2h " (A\— A/h)? + 4k (44)

Mianownik w drugim wyrazeniu moze by¢ mata wielkoscia rzedu v dla pewnych parametrow,
a wtedy to wyrazenie nie jest male. Jesli zreszta w wyrazeniu (35) potozyé A = A/h, uzyskuje
sie mozliwe rozwiazania: R = 0 (ktore nie jest fizyczne) oraz rozwiazania rownania trzeciego
stopnia:

(R — (A/B)] - [R? + K] + 49[R — (A/2R)] = 0. (45)

Stosujac i tym razem rozwiniecie w malych v, uzyskuje sie poprawki do rozwiazan A /h, iky, —iko.
Z racji podobienistwa tej redukeji do redukeji rownania (35) do postaci (36), bede i to zacho-
wanie nazywal rezonansowym. Przy parametrach uktadu ustalonych, jest ono wywolywane
odpowiednim dopasowaniem sprzezenia z detektorem A do parametru A.

Dla przypadku k = 0 w przestrzeni parametrow A, A, « linia A = A wypada w obszarze,
w ktorym wyrdznik wielomianu z (36) jest dodatni, tj. istnieja dwa zespolone sprzezone ze
soba rozwiazania rownania (36). Wskutek tego w stanie fizycznym bedacym zlozeniem stanow
zanikowych znajduje sie oprocz stanu Fermiego takze czlon oscylujacy tlumiony. Caly ten
obszar nazywa¢ bede obszarem rezonansowym. Jest on wyznaczony przez warunek A > 0,
gdzie A to wyroznik wielomianu z (36):

_ (N (p)? _ Lo 1y A (a2 (MY
A—(2>+<3>, p=—AYR - SNy, q= S (AR (5) +87). (49)

Poza obszarem rezonansu rozwiazania réwnania sa rzeczywiste.

Na rys. 10 przedstawione sa wartosci wykltadnikow (tzn. ich czesci rzeczywiste) dla
wszystkich stanéw zanikowych. Zgodnie z obserwacjami z 5.3.1, wykladnik stanu Fermiego
jest (duzo) mniejszy od czesci rzeczywistych pozostatych wykladnikéw. Oprocz tego wykresy
dla pozostatych wyktadnikow charakteryzuja sie pewnym podobieristwem do odpowiednich
wyrazeni (43) (dla ko = 0). Nalezy takze odnotowaé¢ obecno$é¢ obszaru rezonansu z detek-
torem. W celu zmniejszenia zaburzenia ewolucji wprowadzonego przez detektor, parametr
sprzezenia powinien leze¢ poza tym obszarem. Z powodu wprowadzenia oscylacji, zaburze-
nie wprowadzane przez rezonans z detektorem rozni sie zasadniczo od zaburzenia dla bardzo
silnych pomiaréw.

Z kolei na rys. 11 zilustrowane jest zachowanie stanu Fermiego dla niezerowego kgy. Klasy-
fikacja réznego rodzaju zachowania sie rozwigzania pod wptywem detektora mozna tu oprzec,
oprocz wyroznika, na innych funkcjach parametrow wielomianu [59]

5.3.3 Korelacje

Niech macierz gestosci p(t) zadana bedzie w czasie rownaniami Lindblada i warunkiem 5(0) =
O = |Q) (Q2|. Macierz gestosci w chwili ¢o mozna zapisaé jako:

t2

pt2) = p(t1) + t dr0rp. (47)

Z kolei niech macierz gestosci p/(t) zadana bedzie warunkiem p'(t1) = {6, p(t1)}/2. Takze i
ona spetnia réwnania Lindblada. Co wiecej, macierz postaci

1 1 1

p"(ta) = p'(ta) — 5p(t2) — =

39(ta) = 5 {ot1)), plt2 — 1) (48)
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RYSUNEK 10: Czesci rzeczywiste wyktadnikow stanow zanikowych, podzielone
przez Ryg,: dla stanu Fermiego na goérze i dla dwoch pozostalych stanow za-
nikowych na dole. Dolne wykresy w skali logarytmicznej. Skale po prawej
stosuja sie do obu wykreséw w danym rzedzie. Wartosci wykltadnikéw podzie-
lone sg przez /7. Pomigdzy czarnymi liniami znajduje si¢ obszar rezonansowy
wskutek oddzialywania z detektorem. Na dolnych wykresach wykladniki sa
takie same dla parametréw z obszaru rezonansowego. Ponizej linii kreskowanej
zachodza ttumione oscylacje Raabego.
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RYSUNEK 11: Stosunek R/Rjy, dla stanu Fermiego przy A = 10,/7, wykre-
Slone dla parametrow kg oraz 1/A (po lewej) oraz A (po prawej). Wyroznik
wielomianu ma wszedzie ten sam znak, i dla tych parametréw nie obserwuje
sie zachowan wskazujacych na szczegdlne oddzialywanie z detektorem. Oprocz
wyré6znika, do klasyfikacji roznych faz potrzebne bylyby tez wspotczynniki wie-
lomianu (35) w postaci zredukowanej: x*+qz?+7rz+s =0, gdzie v = R—1/4.
takze bedzie spelniaé¢ réwnania Lindblada, bedzie zadana warunkiem poczatkowym:
A~ 1
pr(t) = —§p11(t1) ko) (kol , (49)
wreszcie, bedzie spelniaé¢ réwnanie:
" 1 1
(o(t1)o(t2))q — {o(t2))q = poo(t2) — 5 (o(t2)) + 5 (olt1)), (o(t2 — t1))q. (50)

gdzie wprowadzilem oznaczenia na elementy macierzowe: Agy = (Q|A|Q), A1y = (ko|A|ko) i
tp. Pozostaje rozwigza¢ réwnania Lindblada dla p i p”, przy czym warunki poczatkowe sa
znacznie uproszczone. W dodatku F.3 pokazuje, ze przy warunkach poczatkowych poo(0) = x;,

p01(0) = p10(0) = p11(0) = 0 obowiazuje, po transformacji Laplace’a:
i 2vzi(s + A/h)(s + A/2h + N\ /2)

pools) = s sW(s)
pun(s) = - LR,
gdzie
W(s)=  s(s+A/R)(s+ AJ2h+ \/2)% + kis(s + A/R)

+27(25 + AJR) (s + AJ2h + A/2).
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Funkcja W(—R) jest naturalnie rowna LHS réwnania (35). Z kolei przy warunkach poczat-
kowych p!f;(0) = x4, pi1(0) = pip(0) = piy(0) = 0 tatwo juz stwierdzi¢, ze wynikiem bedzie

- 2l

(54)

przy czym ; zadane jest przez —3pi1(t1). Tym samym poszukiwane wielkosci to

2y cHT (s + AJR)(s + AJ2h+ \/2)
{olt))g =1 2mi :Flgréo C—iT dse sW (s)

(55)
oraz

(o(t2)o(t1)) — (o(t2)) = | (56)
2,}/2 c+iTh dst /c+zT2 d52€31t1 632(t2—t1) s1 + A/2h + /\/2 ‘ So + A/2h + )\/2

lim
27rZ)2 Ty, To—00 c—iTy —iTy W(Sl) W(SQ)

(0(t2)) + 5 (o(t1)) folt2 — 1),

—

N |

Z postaci tych funkeji oraz poprzedniej dyskusji rownan (35) i (36) widac, ze rozwiazania beda
superpozycja eksponentéw z wyktadnikami bedacymi rozwiazaniami (35) i (36). Okaze sie,
ze biegun s = 0 w wyrazeniu na (o(t2 — t1)), odpowiada za wyraz, ktéry skraca sig ze stala:

(s +A/R)(s+ AJ2h+ N/2)
sW(s) ’

(o(t), = —2v Z Res;—.e

—z€{R}

(57)

gdzie { R} stanowi zbior uprzednio dyskutowanych wyktadnikow. Dla dtugich czasow wystar-
czy uwzglednié¢ tylko stan Fermiego. Zatem dla dlugiego czasu t1, w konsekwencji dtugiego
czasu tg > t1, ale dowolnej réznicy to — ty:

_ _Rots (Ro — A/R)(Ro — AJ2h — \/2)
olia)lg = e i Row(—Ry) ,
1 c+iT

1= T T (s+Ro)(ta—t1)
(o(t2)o(t1)) / (o(t2)) — 1 5 T 3y Hm e dse

<R0(s +A/2h+)X/2)  (s+A/h)(s+ A/2h+ >\/2)>

(58)

(Ro — A/R)W (s) sW(s)

gdzie przez Ry oznaczylem wyktadnik stanu Fermiego, zas w(s) = W(s)/(s+ Ryp). Jesli takze
czas to — t1 jest diugi:

{ot2)o(t1)) / (o(t2)) =1 =1

Ro—A/2h—\/2 (Ry— AJh Ro
w(—Ry) ( Ry  Ro-— A/h) ' (59)

Ostatni wzor dla przypadku symetrycznego przedstawiono na rys. 12. Z kolei na rys. 13
przedstawiono zalezno$¢ wyktadnika w (o(t)). Rysunek ten ilustruje interpretacje czynnika
1/X jako czasu reakcji.
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RYSUNEK 12: ko = 0, (o(t1)o(t2)), / {o(t2)), — 1 dlat, ta—t1 — oo. Pomiedzy
czarnymi liniami znajduje sie obszar rezonansu z detektorem. Ponizej linii
przerywanej jest obszar ttumionych oscylacji wtasnych uktadu obserwowanego.
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RYSUNEK 13: Wartos¢ —log[(o(t)), /(Rygr - t) przy A = 10,/7. Obszar re-
zonansowy znajduje sie pomiedzy czarnymi liniami, lecz w tym zakresie para-
metréw rezonans z detektorem nie wpltywa istotnie na postaé rozwiazan. Dla
danego A wykres pozwala wskazaé tez moment, w ktorym zanik robi sie czy-
sto wykladniczy. Warunek na to dla matych 1/A jest postaci w przyblizeniu
At =const. Pewna symetria pomiedzy zaleznosciami od 1/)\ i ¢t wskazuje na
interpretacje 1/A jako czasu reakeji detektora. Posta¢ wykresu jest w rezimie
malych v malo wrazliwa na zmiany ~.
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Rozdzial 6

Wnioski 1 podsumowanie

Ponizej przedstawiam wnioski dotyczace roznych kryteriow na ZE / AZE, jak rowniez propo-
zycje dalszych badan.

6.1 Kryteria na ZE i AZE

Jedli nie istotna jest obserwacja skokoéw czasowych, to dla ukladéw z dostatecznie ptaskim
czynnikiem |V (k)|?, dla ktorych obowiazuje FGR, warto§é oczekiwana operatora rzutu na
stan pierwotny jest wygodnym narzedziem do obserwacji ZE i AZE — aczkolwiek AZE jest
tutaj nieco rzadszym zjawiskiem. Podane rezultaty moga postuzyé albo za alternatywne
podejscie do zagadnienia ZE / AZE, albo za pomoc w badaniu nieidealnych obserwacji skokow
kwantowych.

Bardzo uzyteczna w tym kontekscie okazuje si¢ technika pseudomodéw, tj. pewnych trans-
formacji przeprowadzanych na przestrzeni Hilberta rezerwuaru. Prowadzi ona do Scistych
wynikéw w tym kontekscie, i daje sie uogélnié¢ na bardziej skomplikowane przypadki. Nato-
miast stosowane metody raczej trudno zastosowaé dla np. stochastycznie wariowanego czasu
pomiedzy pomiarami.

Pokazano takze, ze wartosci stabe pewnych pomiaréw sa powiazane z efektami ZE/AZE,
tj. umozliwiaja wykrycie, czy w danym ukladzie mozliwa jest obserwacja AZE, czy nie.

Wzoér (4.41), a konkretnie wyrazenie

2 AV (g)|?
=2 [ qgfl L

jest odpowiednikiem wzoru (1.33):

R(r)=r / dk|V (k) |2sinc? (k;) . 2)

Na podstawie przekrywania sie dwoch funkcji podcatkowych mozna w obu przypadkach ocenié¢
zachowanie sie tych wykladnikow wraz ze zmiana czestosci lub sity pomiaru. Taka analiza
zostala dla (1.10) przeprowadzona w [36]. Ponizsza analiza dla pomiaru ciagtego bedzie jej
powtorzeniem, przy zastapieniu czestosci 1/7 przez A. Tak samo jak tam, przyjme, ze czyn-
nik |V (k)|?> ma wyréznione maksimum, przesuniete o hky od poziomu energetycznego stanu
podstawowego. Szeroko$¢ czynnika oznaczam przez A. Wtedy gdy A > A, ko, czynnik
F(q,\) = M\/(¢® + \?) pod caltka w (4.41) jest raczej ptaski w poréwnaniu z |V (k)|2. Wraz
ze wzrostem A robi sie jeszcze bardziej ptaski a jego wysokosé spada. Zatem maleje wtedy
wzajemne przekrycie F(q,\) i ||V (k)|>. Z kolei gdy A\ < ko, czynnik F(q,\) jest skoncen-
trowany po jednej stronie maksimum |V (k)|? i wraz ze wzrostem \ przekrywa coraz wigksza
czesé zbocza |V (k)|%. Jesli wreszcie A maleje, to F(g, \) zbiega do delty Diraca i odtworzona
jest FGR. Wida¢, ze opisana tu zmienno$¢ Ryg. ) Wraz z A odtwarza przyktadowy przebieg
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z prawego wykresu na rys. 1 gdyby zastapi¢ tam 7 przez 1/\ (jesli ko jest bliskie zera, od-
tworzony jest lewy wykres z tego rysunku). Nalezy doda¢, ze podana modyfikacja Ryg, » jest
zgodna z innymi modelami pomiaru [22]. Mozliwe jest uzyskanie dalszych poprawek ze wzoru
(4.39).

Dla czynnika lorentzowskiego symetrycznego przeprowadzono szczegdtowa demonstracje
roznych kryteriow. W poréwnaniu 10 z wykresami 3 i 6 zwraca przede wszystkim uwage
zachowanie sie w obszarze oscylacji ttumionych dla niskich czestosci, czyli poza obszarem ob-
serwacji ZE/AZE. Przejscie do tego obszaru jest w przypadku pomiaréw ciaglych i wartosci
oczekiwanej dla pomiaréw rzutowych tagodne w poréwnaniu ze standardowym podejsciem.
Poza tym efekty ZE / AZE sa jakosciowo takie same, cho¢ granice przejsé¢ fazowych sa rézne.
Wyraznie ilustruje te réznice poréwnanie rys. 11 dla niesymetrycznego czynnika lorentzow-
skiego z rys. 41 5.

Model pomiaru ciagtego przewiduje takze zjawisko rezonansu z detektorem. Mozliwosé
rezonansu trzeba bra¢ pod uwage gdy sita sprzezenia z detektorem jest rzedu odwrotnosci
czasu skoku, 7']-71 ~ A w przypadku symetrycznego czynnika lorentzowskiego. Jak jednak
ilustruje rys. 13, wplyw rezonansu z detektorem nie jest istotny. Dazieje sie tak na pewno
wtedy, kiedy dominujacy wklad w warto$é oczekiwang ma stan Fermiego. Wydaje sie, ze
wartosé oczekiwana rzutu w obecnosci pomiaréw rzutowych nie przejawia takiego zachowania.

Dla dlugich czaséw mozna z (4.41) odtworzy¢ warunek konieczny na AZE (1.9), tj:

Zy < 1. (3)

Powtorzenie rozumowania ze wstepu z niewielkimi zmianami wystarcza za dowod (zwraca
przy tej okazji uwage symetria miedzy zachowaniem si¢ w ¢t i w 1/, zilustrowana na rys. 13).
Jak zaobserwowano w rozdziale 3, dla matych wartosci v ten warunek moze by¢ zastapiony
przez

Re z)y < 1. (4)

Zatem ze znaku drugiej korelacji w (4.54) odczyta¢ mozna, czy w uktadzie da si¢ zaobserwowac
AZE. Zatem wnioskiem z rys. 12 jest to, ze dla lorentzowskiego czynnika symetrycznego
zachodzi w pomiarze ciggtym tylko ZE. Jest to spojne z powyzszymi rozwazaniami dla Ry, »

Natomiast obecnos¢ czynnika Zy w (4.41) wiaze si¢ z tym, ze dla krotkich czasow wartosé
oczekiwana nie zanika wyktadniczo. Dodatkowy czynnik do uwzglednienia opisuje wzor (4.43).

6.2 Mozliwe kierunki dalszych badan

Oprocz zaradzenia brakom niniejszej analizy, wspomnianym wyzej, mozna zaproponowaé sze-
reg systematycznych badan. W pierwszej kolejnosci, mozna zastosowaé¢ metode pomiaréw
cigglych dla innych obserwabli niz operator rzutowy na stan poczatkowy. W szczegdlnosci,
mozna rozwazy¢ nietrywialny pomiar posredni, tj. obserwabli zdefiniowanej dla rezerwuaru,
bedacej rzutem tylko na czesé jego przestrzeni Hilberta, lub niebedacej rzutem. Formalnie
rzecz biorgce stosowany opis teoretyczny zastosowaé mozna i do pomiaru posredniego, ale tylko
przy pelnej kontroli stanu rezerwuaru [22], co jest czesto watpliwym fizycznie zalozeniem. By
moc sformutowaé problem jak tu, z uzyciem obserwabli dzialajacych na przestrzeni obserwo-
wanego uktadu, nalezy sie raczej odwotaé do kontroli, jaka daje pomiar bezposredni.
Niedawna praca o ZE bez przyblizenia RWA [31] daje asumpt do tego, by i w tym opisie to
przyblizenie zarzucié. W tym kontekscie, istnieje solidna teoria oddzialywania uktadéw dwu-
poziomowych traktowanych nierelatywistycznie z polem elektromagnetycznym opisywanym
w ramach kwantowej teorii pola [57|. Pierwszym krokiem mogloby by¢ tu przeprowadzenie
niniejszej analizy w ramach RWA dla wyprowadzonych w [57] czynnikow formy (ktérym tu
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odpowiada czynnik |V (k)|?). Innym sensownym uogélnieniem problemu byloby przyjecie re-
zerwuaru w stanie termicznym; mozna to zagadnienie rozwazy¢ w powiazaniu z wyjsciem poza
RWA [60].

W tej rozprawie trzymalem sie konsekwentnie tezy, ze ZE i AZE jako efekty kwantowe
mozna zdefiniowaé przez odwotanie sie do wartosci oczekiwanych i korelacji. Jedna z waz-
niejszych zalet tej tezy byto uproszczenie problemu. Mozna jednak postawié¢ pytanie, czy da
sie zastosowaé podejscie oryginalne, tj. definicje na bazie prawdopodobieristwa ciggu pozy-
tywnych wynikéw. W tym kontekscie zreszta mozliwe bytoby powiedzenie czego$ o skokach
kwantowych tudziez ich braku. Z racji, ze wynikiem pomiaru jest wartos¢ ciagla, za wynik
pozytywny ciagtej obserwacji stanu pierwotnego nalezatoby uznaé pozostawanie w pewnych
granicach woké!l wartoéci a = 1. W kontekscie skokéw kwantowych nalezaloby tez dyskuto-
waé analogiczne prawdopodobienistwo dla uktadu okolo wartosci a = 0, przy czym by moc
sensownie mowi¢ o skokach kwantowych w rozumieniu Nielsa Bohra, granice dla wartosci a
powinny by¢ dosyé¢ waskie, a catkowite prawdopodobienstwo réznych wynikéw powinno w
wiekszosci skupiaé sie w tych dwoch wyrazeniach. Nalezy dodaé, ze pojawiajacy sie wszedzie
superoperator O(-) = (O(-) + (-)0)/2 ma trzy wartosci whasne: 0, 11i1/2. To moze oznaczac,
ze standardowo rozumianych skokéw kwantowych nie bedzie sie dato zaobserwowad, lub tez ze
wskutek oddzialywania z detektorem bedzie efektywnie istnial jeszcze trzeci stan przejsciowy.

Proponuje dwa podejscia do problemu znajdowania prawdopodobieristw. Po pierwsze,
mozna dystrybucje postaci np: 6(a — (1 — Aa))0(1 + Aa — a) wyrazié jako szereg zbiezny,
a nastepnie obliczy¢ kilka poczatkowych wyrazéow na bazie korelacji coraz wyzszych rzedow.
Tym sposobem daloby sie potencjalnie uzyskaé przyblizenia prawdopodobieristw w dowolnie
dobrym przyblizeniu. To podejécie wymaga naturalnej kontynuacji rachunkéw tu zaczetych i
w pelni wykorzystuje wyprowadzone dla pomiaru ciagltego réwnanie Lindblada. Alternatyw-
nie, mozna zrezygnowa¢ z rOwnania Lindblada i probowaé wyprowadzié¢ poszukiwane praw-
dopodobienistwa bezpos$rednio. Byé moze inne techniki rachunkowe bylyby tu uzyteczne.
W szczegolnosci, zaleznosci wyrazen w rozdziale 4 od funkcji falowej uktadu ewoluujacego
niehermitowsko sugeruja, ze moze pewna role gratyby zaleznosci od propagatoréw dla ta-
kich uktadéw. Probowatem taks analize z wykorzystaniem metod opartych na propagatorach
przeprowadzié; jest jednak ona obecnie wciaz w stanie zalazkowym, a by¢ moze to nie jest
rozsadne podejscie.

Wreszcie, by¢ moze poza zwiazkiem z warto$ciami stabymi, efekt Zenona ma takze zwiazek
z innymi zjawiskami kwantowymi, i to w znaczeniu wezszym. Analiza wyzszych korelacji
mogtaby co$ w tej kwestii ujawnié.
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Dodatek ten po$wiecony jest wyprowadzeniu stosowanej postaci FGR. Wpierw dowodze
(1.34) z (1.14) i (1.33). Positkujac si¢ transformata Fouriera:

G(z) = /dk\V(kz)|2eikz, [V (k)]* = ;r/dzé(z)eikz, (1)

moge przepisaé¢ ostatnie ze wspomnianych réwnan:

p(t) = 217r/dzé(z)t2/dk:e"kzsinc2 (g) . (2)

TF dla sinc? jest funkcja trojkatna:

p(t) =t / ttde(z)< - 'j') (3)

Rozdzielajac te wyrazenia na dwie calki, wykonujac przejécie graniczne ¢ — oo i odwolujac
sie do (1.14), uzyskuje

— Rygrt = _t/ dzG(z) = —t - 27|V (0)? (4)
oraz .
Zpgr =1 —l—/ dzG(z)|z| =1+ /dk/dzyv(k)‘2’2‘eikz’ (5)

co bylo do wykazania. Dla pelnego dowodu, pozostaje uzasadni¢ postaé asymptotyczng z
(1.14). Wyprowadzenie ponizej stosuje te sama metode co rozdzial 4, lecz przypadek jest duzo
prostszy (stan czysty). Z pomoca tego rozwiazania uzasadniona bedzie posta¢ asymptotyczna
oraz znalezione beda poprawki wyzszych rzedoéw do wzoréw (1.34).
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A.1 Rozwiazania zanikowe ré6wnania Schrodingera

Rownanie (1.30) po dokonaniu transformaty Laplace’a, przy warunku poczatkowym y(t =
0) =1, ¢(z,t = 0) = 0 ma postac:

ihsio(s) = ih+ / V()Y (x, s)dx, ihsi(z,s) = —ihdu)(x,t) + V(z)o(s). (6)

Zmienne x i s mozna odseparowaé, proponujac rozwiazanie ¥ (x, s) = ¥(x)e""1y(s). Wtedy,
po zmienieniu oznaczen s = —iw, drugie réwnanie przechodzi na:

hwip () = —ihdyp(x) + V (), (7)
czego formalnie unormowanym rozwigzaniem jest

1

vla) = 5 [ dyble — V)i, )

przy czym przez € oznaczam infinitezymalng dodatnia wielkos¢ (e = 04). Stad tez bieguny
funkeji 1o(—iw) wyznacza si¢ z warunku:

1

W= —=
ih?

da:/dy&(:c — y)V*(z)‘_/(y)ei(“’HE)(“*y). (9)

Rozwigzania sa zespolone. Mozna si¢ o tym przekonaé, korzystajac z transformaty Fouriera.
Po podstawieniu 2 = y + z i zastosowaniu TF réwnanie (9) przybiera postac¢

ih%w = / V*(q)e TV (k)e TR @920 (2 dzdydkdg = 2 / IV (k)|2e@=* 190 2)dzdk.

(10)
Jesli w bedaca rozwiazaniem bylaby rzeczywista (badz miata cze$é urojona dodatnia), mozna
catkowanie po z wykonac:
V(k)|?
h2w = zn/dkw. (11)
w—k+ie

Korzystajac z relacji (z + i€)™' — p.v. 7! — i§(x), uzyskuje po prawej stronie ujemng

czes¢ urojona. Stad w bedaca rozwigzaniem nie moze by¢ rzeczywista i musi by¢ Im w < 0.
Po podstawieniu takiego przypadku do réwnania (8), uzyskuje sie rozwiazanie dazace do
nieskoniczono$ci wraz z rosnacym x. Z kolei ¢ (t) maleje wyktadniczo.

W tej sytuacji takze przejscie od (10) do (11) jest niepoprawne. W réwnaniu (10) catka po
z jest rozbiezna, i powinna by¢ wykonana ostatnia. Jednakze, stosujac formalne rozwiniecie

eiz(w_k)e(z) 4)6—1’1&2—5,2:‘9(2)jL,L-wze—ikz—ez0(2)er7 (12)

uzyskuje sie w rownaniu (10) taki sam szereg, co w przypadku rozwiniecia prawej strony (11)
wokol w = 0. Stad wartosci w uzyskane z rownania (10) beda takie same co z rownania (11).

Do pierwszego z rownan (6), mozna zastosowaé¢ odwrotna transformate Laplace’a, by
uzyskaé:

wn(t) = 5 [ (w55 [as | dy@(:c—y)V*(m)V(y)e“W)“—y))_1. (13)

" or
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A.2 Inne rozwiazania rownan

Zgodnie z dotychczasowa dyskusja, wyrazenie (13) posiada bieguny ponizej osi rzeczywistej.
Z tej racji 1o(t) jest zdefiniowane tylko dla ¢ > 0. Mozna takze skonstruowaé rozwiazania z
biegunami po drugiej stronie osi zespolonej, i rownanie majace bieguny rzeczywiste. Innym
niz (8) rozwiagzaniem (7) jest

1 i(w—ti€)(x—
0) = 55 [ bty = D)V (g)eteI, (14)

Tym razem réwnanie na w to

—/d:):/dy&(y—:B)V*(x)V(y)ei”(x_y). (15)

Po wykonaniu sprzezenia zespolonego obu stron okazuje sie, ze w* spetnia rownanie (9). Wy-
konanie formalnej odwrotnej transformaty Laplace’a doprowadziloby do stanu nieunormo-
wanego, wybuchajacego w czasie. Jesli jednak wykonaé catkowanie wzdluz osi rzeczywistej,
uzyskaloby sie rozwiazanie niezerowe zanikajace dla ujemnych czaséw.

Mozna takze wykorzystaé¢ sume tych dwoch rozwigzan:

1

wla) = 5ip [ dusien(a — )V (g)elremE), (16)

gdzie sign(z) = 0(z) — 6(—z). Dwa czlony wynikajace z rozpisania tej dystrybucji sa swoimi
sprzezeniami zespolonymi, i w efekcie w obliczona na bazie tego rownania bytaby rzeczywista.
Wyznacza ona, jak tatwo to sprawdzi¢, energie wtasne Hamiltonianu.

A.3 Stan Fermiego

Rozwiazanie (13) po wykonaniu catki konturowej mozna zapisa¢ jako:
= Z Zpe” Wt (17)
n

gdzie w, to rozwiazania rownania (9). Przyjmuje teraz funkcje ¥ (w) jako wolno-zmienna w
w. Wiaze sie to z przyjeciem, ze owa funkcja jest 'szeroka’Czy tak jest istotnie w konkretnym
przypadku, mozna odczyta¢ z pochodnej d¥(w)/dw. Niech

n

Un—/dx/dyG r—y)V*(x)V(y ) (fh;n%/) . (18)

Te wspotezynniki uznane za mate prowadza do przyblizenia ¥(w) = 0¢g + o1w + .... Stad, w
przyblizeniu liniowym:

- 1 1 1
¢0(w):w—alw—00:1—alw_M’ (19)
ih—o1
czyli
oo/h 1
_ - 20
Wrgr ih—oy Zfgr 1—oy (20)

co przy rozwinieciu w 7 odtwarza rownania (1.35). Sa to jedyne w i z z réwnania (1.34)
w tym rozwinieciu. Rozwiazanie to w rozprawie nazywam stanem Fermiego, z tej racji, ze
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mozna uzyska¢ niehermitowskie rozwiazanie réwnan Schrodingera zanikajace wyktadniczo z
tym wyktadnikiem. W najnizszym rzedzie v odtwarzaja one (1.34).

A.3.1 Jednoznaczno$é stanu Fermiego
Roéwnanie w — ¥(w) = 0 w przyblizeniu kwadratowym
o9(hw)? = (1 — o1)hw — oy (21)

ma dwa rozwigzania:

B 1—01:|:\/(1—01)2—40200

hw
+ 20‘2

(22)

Dla matej sity oddzialywania w_ odtwarza poprzedni wynik, natomiast drugie rozwiazanie
zachowuje sie jak

1 N (et )
hwy ~ i —zh//dm/dy@(w —y)V (:L‘)V(y)T (23)
Dla malych sit oddzialtywania jest to duza wielko$¢, i nie mozna przyjaé, ze (w4 ) obliczona
jako rozwiniecie wokdt w = 0 jest w ogdle zblizona do poprawnej wartosci. Mozna jednak z
tego rozwazania wnioskowaé, ze w drugim rzedzie rozwiniecia nie znajduje sie zadnego innego
stanu zanikowego o Im w bedacej matg wielkoscig. Zatem, takze zgodnie z FGR, inne stany
zanikowe sa pomijalne dla dtugich czaséw gdyby badaé ich superpozycje. Stan o matym Im w
jest wiec unikatowym stanem Fermiego.

A.3.2 Poprawki do FGR

Zgodnie z obserwacjami z poprzedniej sekcji, metoda stosowanych tu przyblizen nie daje
poprawnych wynikéw dla innych stanéw zanikowych niz stany Fermiego. Ten sam problem
stosuje sie¢ oczywiscie do proby uzyskania wspoétczynnikéw z, dla pozostalych stanow. W
szczegbdlnosci, w przyblizeniu kwadratowym z konieczno$ci wychodza dwa rozwiagzania o z; =
—z9, czyli dla t = 0 przyblizenie przewidywaloby stan rowny z; + zo = 0, co jest sprzeczne
z przyjetymi warunkami poczatkowymi. Wciaz jednak mozna wykorzystaé to przyblizenie do
znalezienia poprawek do z i Z dla stanu Fermiego, gdyz zachowanie sie funkcji:
1 1 1

Alw) = ihw — 09 — o1hw — oa(hw)? 02l (w — w_)(w — wy) 2

jest w okolicy bieguna w = w_ (czyli stanu Fermiego) w przyblizeniu wlasnie takie jak we

wzorze. Stad
271 27

g 25
ooh?(w_ — wy) B/ (ih — 01)% — 4oa00 (#)

i td dla przyblizen wyzszych rzedow.
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Po zarysowaniu teorii pomiaru uogélnionego, wyprowadzam operator Krausa (1.17) wy-
chodzac z opisu oddzialywania detektora z obserwowanym uktadem.

B.1 Teoria pomiaru uogoélnionego

Pomiar rzutowy w mechanice kwantowej (PVM, od ang. Projection-valued measure) opisy-
wany jest przez miare zadang przez zbiér afinicznych map z przestrzeni macierzy gestosci
(reprezentujacych stan obserwowanego uktadu) w przestrzen rozkladéw prawdopodobienistwa
postaci [23, 61]: A

pla) = TepPu, 1)

gdzie P, zadajace poszczegdlne mapy spelniaja:

Ve (@|Plz) >0, Y Pi=1,  VopPuPy=duPu. 2)

a

Mozna te wyrazenia uogélni¢ dla ciaglego wskaznika a i b. Ostatni warunek oznacza natu-
ralnie, ze operatory te sa operatorami rzutowymi. Uogdlnieniem PVM bytaby rezygnacja z
tego ostatniego warunku. Pierwszy z warunkoéw okresla, ze operatory sa dodatnio okreslone,
stad mozliwa do zadania miara jest w ogdélnosci miarg z warto$ciami w dziedzinie operatoréow
dodatnio okreslonych (POVM, od ang. Positive-operator-valued measure). Taka definicja po-
stuzy¢ moze za ogolniejsza teorie pomiaru w mechanice kwantowej [61], co jednak uzupelnié
trzeba o regule, jak pomiar wplywa na stan uktadu p. Z pewnoscig zmiana a prior: operatora
gestosci opisywana jest liniowa mapa dodatnia z przestrzeni Hilberta w te sama przestrzen.
Zgodnie z twierdzeniem Choi [62]| lub, w przypadku nieskonczonej liczby wymiarow, uogol-
nieniem twierdzenia Radona-Nikodyna [63] taka mape mozna opisaé¢ przez operatory:

p— > KpK]. (3)
a

Macierz gestosci postaci p = 1 opisuje plaski rozklad prawdopodobienstwa i w zwiazku z
tym obliczony a priori po pomiarze nie zmienia sie. Stad operatory Kakl, poza pierwszym,
spelniaja takze drugi z warunkéow (2) i mozna z ich pomoca zdefiniowa¢ POVM. Operatory
Ka, zwane w tym kontekscie operatorami Krausa, interpretuje sie jako operatory ewolucji
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podczas pomiaru przy Wymku pomlaru a. Stan a posteriori, przy znanym wyniku pomiaru,
bytby zadany przez operator KapKa po jego znormalizowaniu. Nalezy jednak zwroci¢ uwage,
ze operatory dla danej mapy (3) nie sa wyznaczone jednoznacznie.

Zgodnie z twierdzeniem Naimarka [23, 64|, dowolna POVM mozna uzyskaé¢ z PVM na roz-
szerzone] przestrzeni Hilberta. Innymi stowy, jesli do iloczynu przestrzeni Hilberta Hs ® Hgy,
gdzie indeks s odnosi przestrzen do systemu obserwowanego, d za$ do detektora, zastosowaé
podstawowy postulat mechaniki kwantowej o pomiarze opartym na PVM, otrzymuje sie opis
pomiaru oparty na POVM zadany dla przestrzeni Hilberta systemu obserwowanego. Przy tym
konstrukcja ta pozwala otrzymywaé przewidywania niewrazliwe na dalsze rozszerzanie prze-
strzeni Hilberta o przestrzenie detektorow mierzace detektory [22, 65]. Jest to przestanka dla
hipotezy, ze mechanika kwantowa spetnia zasade psychofizycznego paralelizmu w rozumieniu
von Neumanna [65], tj. ze w zasadzie mozna uwzgledni¢ dowolnie duza czesé¢ sktadowa osoby
obserwatora, cho¢ nie obserwatora w calosci, jako element ukladu pomiarowego.

B.2 Konstrukcja operatoréw Krausa
Niech przez krotki czas 6t oddzialywanie z detektorem bedzie postaci
HI = _MﬁA7 (4)

przy czym czas oddzialtywania jest tak krotki, ze mozna zaniedba¢ wyrazy Hamiltonianu
opisujace ewolucje wltasng uktadu badz detektora. Operator A jest obserwabla uktadu; p
z kolei jest kanonicznym pedem w uktadzie detektora dla jego zmiennej kanonicznej §. W
idealnym przypadku detektor przed pomiarem znajduje sie w stanie poczatkowym o dobrze
okreslonej wartosci p. Za realistyczny mozna jednak uznaé taki przypadek, w ktérym funkcja
falowa detektora jest gaussowska w p (a wiec i w ¢q) [32]:

2 2

1 =4 1 =
[AFES W/dpe P lp)g = W/dpe i 1q)y, (5)

gdzie ag = h?/ 402. Stan ukladu poddanego pomiarowi zapisa¢ mozna w bazie stanéow wita-

snych |a,) (o wartosci wlasnej a,) operatora A:
= an|an>s' (6)
n

Stan wspoélny [¢) ® |v), uktad-detektor, wskutek wzajemnego oddziatywania, przechodzi w
stan:

. 1 N
If) = e —igpA/h ), ® |¢)y = an lan), ® W /dpexp <—47;2> ihandtp Ip)g (7)

p

= an\an W/dqexp< (52”6)> 19) 4

q
1 _( uAQM)Q
-/ dqme )@l
q

Definiuje teraz tzw. operator Krausa dziatajacy w przestrzeni Hilberta stanu obserwowanego,
ale parametryzowany zmienng gq:

N _ A 2
R(0) = e (—@“‘4&)> - )

(2mo? 4o2
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Pomiarowi zmiennej potozeniowej detektora odpowiada w zbiorczej przestrzeni Hilberta ob-
serwabla 1 ® §. Kazdy stan ukltadu jest stanem wlasnym operatora 1. Jesli w wyniku takiego
pomiaru zmierzono ¢, co zachodzi z prawdopodobienstwem p(q) to zgodnie z postulatem o
pomiarze mechaniki kwantowej stan zbiorczy to K(q) V) ® |q); /v/p(q). W jezyku macierzy
gestosci mozna go zapisaé jako:

Pralq) = p(lq)mq) 0 (], K (@) ® |a) (aly. (9)

przy czym gestosé prawdopodobieristwa dla zmiennej g to

pl) = Tr[(1s®lq) {aly) 1£) (] = Tr [K(q) [v) (W], KT(q) @ |q) {al] (10)
1 _(q—uag&)z
= Sl (1)

z czego wynika, ze warto$é $rednia:
@a= [ da apla) = nbt 3 |fulan = bt (01410),. (12)

Po pomiarze stan ukladu w konwencji von Neumana (tj. stan a priori) zapisa¢ mozna jako
operator macierzy gestosci:

Psd = /dqff(Q)lw (Wl K (@) @ 1a) aly = /dqp(Q)ﬁ(Q)- (13)

Dla operatorow pgq i psq(q) wykonaé mozna slad czesciowy w przestrzeni Hgy, tj. po stopniach
swobody detektora, uzyskujac wyrazenia (z pominieciem indeksow s)

pa) = p(lq)ff@ ) (0| KT(), p = K(a) [9) (0] K (). (14)

Powyzsze wyrazenie na p(q) mozna réwnowaznie zapisaé jako

p(q) = Tr p(q) = Tr [Y) ¥i(q),  #(q) = K'(q)K(q). (15)

Operator 7(q) jest zapowiedzianym wyzej operatorem zastepujacym operatory rzutowe w ni-
niejszym modelu pomiaru. Ze jest to rzeczywiscie pomiar obserwabli A, swiadczy chociazby
rownanie (12). Operator p(q) (p) zawiera pelng informacje o uktadzie obserwowanym po po-
miarze (a priori), tj. z jego pomoca mozna uzyskiwaé rozktady prawdopodobienstwa wynikow
przysztych pomiaréw — wlaczajac w to pomiary uogodlnione, oparte na pomiarach Krausa i
POVM.

Operator (1.17) uzyskuje przez pominiecie w (8) wielkosci pdt, tudziez przez wlaczenie jej
w parametr ¢, czy w a jak byt oznaczany w rozprawie.
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Dodatek ten odtwarza rezultaty pracy [24], ale dla przypadku w ktérym Hamiltonian H
zostal zastapiony niehermitowskim operatorem G=H-—il. Jedyna istotna réznica w rozwa-
zaniach w poréwnaniu z |24] to zakonczenie eksperymentu w momencie w ktérym mierzone
sg ostatnie wielkosci potrzebne do obliczenia korelacji. W sekcji C.3 tego dodatku dowodze,
ze zastosowanie metody pseudomodéw do obliczenia korelacji drugiego rzedu fizycznego sys-
temu sprowadza sie do wzoréw uzyskanych w tym dodatku. W sekcji C.4 powtarzam tez
wyprowadzenie rownania Lindblada z [24] i sprawdzam drugie z rownan (1.26) dla niehermi-
towskiego Hamiltonianu. Pelne wyprowadzenie wzorow (1.26) dla zwyklego Hamiltonianu,

zawarte zreszta w [24], pomijam.

C.1 Uciaglenie operatoréw Krausa

Z racji niehermitowskosci G zachodzi (e_(i/h)ét/ﬁ)Jr = (/MG 4le (e_(i/h)@t/h)_1
Operator Krausa dla szeregu N pomiarow:

R({a)) = (23/m)NAemGln—tn) g=Man—-A)?

e—uﬂnéuy¢ge—sz—AFe—uﬂnéur%ﬂe—Xml—Aﬁe—@/mén'

Niech t; —tj_1 = t1 = At oraz X = MAt. Oznaczam tez:

A(ty) = eliIMGts jo=tImGt;

— (i/M)Gt/h

(1)
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(czyli Af(t;) # A(t;)). Innymi stowy:

N
K ({a;}) = (2AAt/m)N/Ae=(/Gtna TT e Mas—Aw)IPAL (3)
j=1

W granicy At — 0, N — o0o:
K[a(t)] = e*(i/h)étCTef)\ fot[a(t’)f[l(t’)]th/, (4)

gdzie C to stala normalizacyjna.
Poszukuje teraz pla(t)] = K|a(t)]pK [a(t)], gdzie p to stan poczatkowy. Korzystajac z TF
mozna zapisac:

Kla(t)] = e~ (/MG / DT el WisMIAWL)—a]-¢>()/4N (5)
a zatem

pla(t) = e (i/mGt / D, Tel dlis+ (OIAD -a(®)]-¢2 (1)/4 (6)

xp / Do Fel dtlio- DAY () -alt) =42 (/4N i/ WGt

Dalej oznaczam y = ¢4 + ¢— i ¢ = (¢4 — ¢d—)/2

pla(t)] = /D¢e—fdt¢2(t)/2A / Dye~ X ®)/8A— [ ix(t)a(t)dt (7)
Xe—(i/ﬁ)@tTeifdt[x(t)/2+¢(t)]f‘i(t)ﬁ7~'eifdt[x(t)/2—¢(t)]m(t)e(i/h)@t‘
Teraz powtarzam dodatek B z [24], ktory prowadzi do wyprowadzenia réwnania (13) ponizej
z (7). Dyskretyzuje wyrazenie z rownania (7):

o~ (/MG i [ At () 240WIA0) _ = (/)G g1 ALY, [x(t)/2+6 () JA() (8)
o (i/Gtng i (N 24NV AltN) i (t1) /24 (t1)]A(t)
o~ (i/MGtn i i/ WGty GiBtx(tn)/2+6(tN)A —(i/h)Gin
o i/MGin_1 bt (tn—1)/2+d(tn-1)]A o~ (i/h)Cin s

w li/MGt jiltIx(t1)/2+¢(t1)]A ,—(i/h)Ct1

Dla At — 0 mozna napisaé

GAUOENIA (~(/MGAL _ ~(/1)(G—holt) A)AL ()

czyli innymi stowy

(8) = e (/MGAtGiAtx(tn)/2A g~ (i/m)(G—ho(tn) DAt (10)
o e AUX(En—1)/2A (/) (G—ho(tx—1) A) At
o eiDthx(t1)/21A .~ (i/h)(G—ho(t) A) At
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Oznaczajac
Ay(ty) = (716“/@ I (@—ﬁqﬁ(t’)/ﬁdt/) A <Te—(i/ﬁ) 5’ (G—hqﬁ(t’)/l)dtl) (11)
— T11 Si/M(G=ho(t) )AL | 4 T earmray
b=y k<
moge z kolei napisaé
(10) = e*(z’/h)ém (7- H e(i/h)(@hd)(tk)A)At) eiﬁt[x(tw)/Z]Ag;(tN) 12)
k<N

e OtX(tn—1)/2]Ap(tn—1)  piltx(t1)/2]Ag(t1)
—y T /) J5(G=he(t) A)dt' i [5Ix(¥') /21 Ag (1)t

Ostatecznie (7) mozna przepisaé jako:

Hlat)] = / Dee—J 2t 0)/22 / Dye~Jdx* @8~ [ ix(Dalt)dt (13)

< Te~ /0 Jo(G=h(t) A)dt' i [5 (') /21 Ag () dt! P

w et Jox(®) /2]A;(t')dt'7~— /) [3(GT=ho(t") A)dt!

C.2 Korelacje

Oznaczam Pla(t)] = Tr pla(t)]. Wprowadzam tez funkcje generujaca momenty statystyczne:
M[x| = /Da eifdtx(t)a(t)p[a] — e*fdtx2(t)/8>\Mq[X]7 (14)
gdzie

Mq[X] _ /D¢e—fdt¢2(t)/2)\ Tr Teifdtx(t)o¢(t)/2 p) feifdtx(t)/ll(t)/Z (15)

T ei/) (G =hs(@) At o= (i) [2(G—ho(t) Aya’

Gdyby G bylo operatorem hermitowskim, ostatnia linijka skrocitaby sie. Ostatecznie mozna
zapisa¢, wykonujac odwrotng TF:

Pla] = /Da/Pd(a —d')Py(d"), (16)
Pyla] = /Dxe—fthZ(t)/S)\e—fix(t)a(t)dt 2N @Bt (17)
P,la] = /Dxe—ifdtx(t)a(t)dtesq[x]' (18)

Miara P, nie jest funkcja prawdopodobieiistwa, ale mozna obliczy¢ dla niej odpowiednie mo-
menty jako:

(alty)..a(ty)), = 0" My[x]

— Six(ty)..0ix(ty) x=0. (19)
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W szczegolnosci dla korelacji drugiego rzedu, to > t1:

(altalt), = (/1) [ DaoTr [Ag(e) dg(tr)s + pAL0)AL() (20)

+Ay(t2)pAl (1) + A¢<t1>ﬁA* <t2>]
x T eli/h) JI(Gt —ho(t! dt’Te h) JT(G—he(t')A )dt/

gdzie Dy¢ = nge_fdt‘b(t)/”.

C.3 Zastosowanie do metody pseudomodéw

Rownanie (20) jest odpowiednikiem (19b) z [24]:

(a(ta(t)), = (1/4) / Dy#Tr [Ag(ta) Ag(t1)p + pAs(t) Ag(t2) (21)

+Ay(ta)pAgy(ty) + A¢(t1)ﬁfi¢(t2)] ;

przy czym to wyrazenie wzicte jest dla H. Interesuje mnie teraz przypadek A = O = |Q) (Q.
Nalezy sprawdzié¢, jaki wynik ma zastosowanie do tego przypadku metody pseudomodéw, oraz
czy podstawienie

G- (ko _ zA) ko) (ko + /(o) (€] + 1) {ol) (22)

do (20) prowadzi do tych samych wynikoéw. Analogiczne rachunki dla wartosci oczekiwanej
sa juz proste.

C.3.1 Zastosowanie metody pseudomodéw do fizycznych wzoréw na kore-
lacje

Jak tatwo sprawdzi¢ z (21):

(o(t1)o(t2)), / Dge™ ] dte(t)/22 (23)
% (<Q|Tez/hf01 dtH¢(t)’Q> <Q|7-ei/hftt12 dtH¢(t)|Q> <Q|T€—i/nfot2 dtf]¢(t)|Q> + QC.) /2.

Przy obliczaniu funkcji podcatkowych, rozumowanie z sekcji 5.1 mozna powtdrzyé dla I:Li)(t).

. + ~ . + ~
Mianowicie, jesli oznaczyc w(t) = (Qfe” "o W@y (k1) = (k, 0]~/ oo D1y 1o

dla tych wyrazen spelnione sa réwnania
hos(t) = ~o(t)ule) + [ AV (o (24
ihop(k,t) = hk(k,t) + V(k)(t).
Po przejsciu do obrazu oddzialywania i scalkowaniu drugiego réwnania, uzyskuje sie

onvt0) = -0 - g [ avte— ) (25)
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gdzie dla Lorentzowskiego czynnika formy, G(s) = ye 05=85/2 To samo wyrazenie na 1(t)

uzyskaloby sie, zastepujac ¥ (k,t) przez ¢1(t), dla ktérego obowiazuje

ihow, (1) = h <k:0 - @) Yo () + VA (2). (26)

Wyrazenie podcatkowe dla Lorentzowskiego czynnika formy jest zatem takie samo, obojetnie,
czy wyrazenia podcatkowe obliczy sie na bazie modelu fizycznego, czy modelu z pseudomo-
dami. To samo tyczy sie tez wszystkich wyzszych korelacji.

C.3.2 Korelacje drugiego rzedu obliczone dla niehermitowskiego Hamilto-
nianu

Niech eksperyment konczy si¢ w to, tj. t = to. Oznaczmy tez Gy(t) = G- h¢(t)0. Wtedy,
zapisujac (20) wyraz po wyrazie:

(o(t)o(t2)), = (1/4) [ Dao (27)
x [(QT e/ Jo? G40 ) (e (/M) Jif Gt oy e/ Jo" Gol)a! |
QT /M ot CLE |0y (| Feli/h) 2 Gy 1) (Q[Te= /M Jo> Gathdt' |y
QT S CLOW |y (e~ G0 S5 Gt |y () Feli/) Jo' GL(t)d g
(T e G/ I God gy (e /M I3 Golt)dt |y (| Feli/M) o G ) 1

= (1/2) [ Dag [Tl A0 g
x (QT /M i CLO ) (e J32 Go®)it |0y 4 e ]
Korzystajac teraz z tego, co uzasadnitem na poczatku sekcji:
(QUF /M I GLEWY 0y i e/ ] LA ¢y (28)

odzyskuje sie wzor na korelacje zapisany wyzej.

C.4 Rownanie Lindblada

Powtorze teraz dodatek E z [24] i pokaze dla szczegdlnego przypadku (22), ze spelnione jest
drugie rownanie (1.26).

C.4.1 Wyprowadzenie
Z rownania (7), wykorzystujac TF [ Da e~ i/ xWa®)dt — 5[y (£)] uzyskaé¢ mozna:

) = [ Dapla) = [ Doe I 10/ (29)
Xe—(i/h)@tTeifdt¢>(t)A(t)ﬁ7”—6—ifdt¢(t)AT (t)e(i/h)éTt.
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Wynik ten mozna zapisa¢ w postaci inkrementalnej:

A+ Al = e /MG t+At)/D¢ — [ ap () /2 (30)

< Teé! AL gy S(VA) i/ WGt p(t)e —(i/WCH (1) G, —i Hm¢(t’)AT(t’)e(i/h)G’T(t+At).

Nalezy teraz z powrotem zapisaé:

Tt [T Ao A) _ (/MG A (G/h) [T e 9()A=G] o~ (i/mGt (31)

by przepisaé
Pt + At)el/M ST AW 6w)A=C] 5y o=Gi/m) [T v o) A-GT), (32)
Pozostaje rozwina¢ eksponenty powyzej do wyrazen dajacych wktad rzedu O(At) — w tym

przypadku bedzie to rozwiniecie do wyrazéw kwadratowych — i skorzystanie z tego, ze dla danej
normalizacji (¢(t)) = 0 oraz (p(t)p(t')) = Ad(t — t'). Wynikiem bedzie rownanie Lindblada:

dp(t) .. p(t+ At) —p(t)
dt AlllfIBO At

= (Go) = p()GT) Jin = XA (A p(0)] /2. (33)

C.4.2 Korelacje drugiego rzedu dla rzutu

Zamiast wzoru (7) za punkt wyjscia mozna wzia¢ wyrazenie (13). Uzyskuje sie tym samym

/Dap /nge J di*(6)/22 (34)
xTe~ (i/h) [{(G—ho(t' dt'pj—e i/h) [J(GT=he(t')A )dt’

wzor rownowazny do (29):

We wzorze (20), przy zalozeniu, ze t = to, moge wpierw powyciagaé czesciowo odpowiednie
wyrazenia z operatorow A wzietych w chwili £; 1 operatoréow ewolucji i potaczy¢ je z p by,
korzystajac z (34), uzyska¢ funkcje podcatkows pg(t1) z (34):

<a(t1)a(t2))q = (1/4)/D>\¢Tr [TG_(i/ﬁ)fotl(é—ﬁ¢(t/)A)dt’A¢(t2) (35)

w Teli/) JoH (G—ha(t )A)dt’Apd)(tl)
+/3¢(t1)/17-67(i/h)fél(GLM(t )A)dt//ﬂ( £)Tel@/M) JSH (G —hg(t)) A)at!

+T e /M o (G At 4 (1)) T e/ Jot (G=hot) At 5 4y 4
+ Apy(t)Te @M Jo (G =no()A bat' 4f (1 o) Tel/h Jo' (GT=ho() Ay

T/ [ (G =ho(t) At - —~(i/h) [ 2 (G—ha(t') A)dt’

To samo teraz powtérzy¢ mozna dla A w chwili to. Wykonawszy te operacje, mozna rozdzieli¢
calke na dwa odcinki: [ Dy¢ = ftt —h D¢ ft =t Dy, i pierwsza z tych calek polaczyc z py(t1)
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uzyskujac p(t;):

t=to
alta(t)), = (1/4) / DAgTr (36)

t
v [ATe 1l/ﬁ ) [{2(G—ho(t)A )dt’Ap( )Te(l/ﬁ) JE2 (G =ng(t) Ayat!
LT WM [ (G=ho) Ayar Pt AT el i/h) /(G =he(t)A)dt' 3
L ATe (i/h) ftl (G—hp(t")A)dt' 4 At )ATe(z/h)ftl (Gt —hg(t')A)dt!
+ Te —(i/h) [;2(G=hg(t") A)dt! Ap(t))Te (i/h) [;2(GT=hg(t)A Dat' ;1
Mozna teraz zsumowac druga i czwarta linijke, oraz trzecia i piata, uzyskujac w obu przypad-
kach operator p' = {4, p(t1)}. Podlega on dalszej ewolucji od t; do t3 zgodnie z rownaniem

(34), a nastepnie ponownie nastepuje antykomutator — jak to przewiduje drugie roéwnanie
(1.26), co bylo do udowodnienia.
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D.1 Uproszczenie macierzy przejscia

Widag, ze przy rozpisaniu (2.6) pojawiaja sie tylko i wytacznie iloczyny typu LHS (2.7) (oraz
po). Jesli zatem obowiazuje RHS (2.7), i skoro te wyrazenia pojawiaja sie w wyniku tylko w
takich kombinacjach, to réwnowaznie mozna zastapi¢ dla n > 0 ¢, przez q; oraz p, przez w,
czyli do obliczenia (2.6) uzy¢ macierzy:

bo|P1 P1 D1
Q| 0 0 0

P = Olw 0 O (1)
0|0 w O

zamiast P. Macierz ta zostata graficznie podzielona na czesci odpowiadajace:
1. lewa gorna czesé: transferowi z |Q2) do |Q2) z 'prawdopodobieristwem’ pg,
2. lewa dolna cze§é: opuszcezeniu stanu [2) z 'prawdopodobienistwem’ g,
3. prawa gorna czesé: powrotowi do stanu |2) z 'prawdopodobienstwem’ py,

4. prawa dolna czesé: ewolucji przy pozostawaniu poza stanem |Q2). Jak widaé¢, uktad
pozostaje w stanie innym niz |{2) z 'prawdopodobienstwem’ w.

Stad widaé, ze jesli rozpatrywaé przestrzen fazowa zadana przez dwa efektywne stany: jest
w |Q) lub jest poza, to dla tej przestrzeni mozna napisa¢ macierz transferu P zadang przez
(2.8). Pamietaé nalezy, ze na etapie zastapienia P przez P’ wyzej fizyczny sens ma juz tylko
element macierzowy (2.6).
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D.2 Obliczenie elementu macierzy przejscia

Jest to powtorzenie elementarnych wiadomosci o obliczaniu wielomianu lub funkeji F'(x) od
macierzy X.Wiadomo, ze w(X) = 0, gdzie w(x) jest wielomianem charakterystycznym X:

w(\) = det (m - X) . 2)

Mozna dalej zapisaé:
F(z) = ¢(z)w(z) 4 r(z), (3)

gdzie ¢(x) jest wynikiem dzielenia F'(z) przez w(x) z doktadnoscia do reszty r(z). Postaé wie-
lomianu r(z), bedacego rzedu o jeden mniejszego niz rzad w(z), mozna obliczy¢ podstawiajac
do powyzszego réwnania miejsca zerowe w(z). Majac juz postaé tego wielomianu, mozna
znalez¢:

F(X) =r(X). (4)

W dyskutowanym przypadku, F(z) = 2V, X = P zadane jest przez (2.8). Wielomian w(z)
(ktorego miejsca zerowe to Ay ) jest drugiego rzedu, zatem r(x) jest rzedu pierwszego. Dalsze
obliczenia sa oczywiste.

D.3 Prawdopodobienstwo drugiego powrotu

Wyprowadzam tu (2.20). Z mysla o obliczeniach dla kolejnych prawdopodobienstw p,, wpro-
wadzam oznaczenie:

= (O =1 [kl (6@ -1 [ dalo) @lT10) = (5)
_ iffor / ds (37 — )~ iV(5)) 12) / d(—i) / dte= MV (k)2
0 0
T t! T
X(—i)ze_ikT/ dtleikt//dq‘V(q)P/ dt//e—iqt”(_i)e—iq‘r/ dt///eiqt’”7
0 0 0
przy czym /qoqic (37) = (Qps). Po wykonaniu catek po ¢, ¢/, ¢ i ¢
ps) = e~iHor / ds (5 —5) —iV(5)) 12) (6)
0
—iks 1 qT 1 )
< [ [y PP e

(6—iq7' . e—ikT (1 - e—ikT))
X + .
q(q — k) gk

Ostatnig linijke powyzej mozna przeksztatci¢ do postaci:

<e—iqr _ e—ikr N (1 _ e—ikr)) _ 1— e—iqT N e—iQT _ e—ikzr ' (7)
qa(q — k) qk

qk k(q — k)
Pierwszy wyraz po uwzglednieniu catek z drugiej linijki prowadzi do sfaktoryzowanego wyra-
zenia:

efiks -1

- Vaa(2r) [ dy PS5, )
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gdzie /qoa(27) powstala z caltki po ¢. Jesli chodzi o drugi wyraz po analogicznym scatkowa-
niu, ma on postac:

—iks _ 1

e etar _ q Y 7-1 _ e—i(k’—q)‘r
Jarvwpeg= [av@pe e

k—q

9)

co razem prowadzi do

pg) = et /0 " ds (5(7 — ) - iV(s)) 1) (10)
~iks _ 1

Vaoa(2r) [ dk[V(R)[PS—g— +(9) ) |
(vaaten o+ 0)

z czego juz wynika (2.20).

D.4 Pominiecie wyrazen ze wzgledu na destrukcyjna interfe-
rencje

Pomijane wyrazenie (9) przepisa¢ mozna jako:

—iks

/dk|V(k)|2ekQ_1/dq|V(q)|2smc (%) sinc <(’€_2Q)T> emiam/2, (11)

Warto wpierw zauwazy¢, ze dla ptaskich funkcji |V (k)|? powyzsze wyrazenie zawiera:

/dqsinc (%) e~/ 2inc <(’€_2Q)T) ~ /dxe(T/z —z)O(r/2—|r + ) =0, (12)

gdzie w proporcjonalnosci wykorzystano postaé¢ transformaty Fouriera funkcji sinc, natomiast
ostatnia rownos¢ wynika z nieprzekrywania sie nosnikow dystrybucji 6. Stad tez dla dosta-
tecznie plaskich funkcji |V (k)|? wyrazenie (9) powinno byé bliskie zera.

Przed obliczeniami dla ogélniejszych, meromorficznych postaci |V (k)|?, nalezy wyrazenie
(9) unormowac, poprzez nalozenie warunku, ze rezultaty sa skoriczone dla 7 — oo. Odwolujac
sie do (5) stwierdzam, ze nalozenie tego warunku oznacza zastapienie:

k— k — ie. (13)

Biegun &k = 0 w (9) zostaje przesuniety w przestrzeni zespolonej powyzej osi rzeczywistej:
k = ie. Z drugiej strony, w catkowaniu po k i po ¢ kontur catkowania nalezy domknaé ponizej
osi 1zeczywistej, zatem nie obejmuje tego bieguna. Niech teraz czynnik |V (k)|? posiada tylko
jeden biegun d ponizej osi rzeczywistej. Mozna wykonaé catke po ¢:

(11) ~ /dk ! |V (k)|?sinc (W) sinc (";) e *3/2 . gine (‘g) e T, (14)

k + ie

a nastepnie po k:

1 dr , ,

(11) ~ =sinc? [ — | e7"ds/2¢ =7, (15)

d 2
Czesé zespolona d opisuje szerokosé funkcji |V (k)|[2. Zatem w stosowanym tutaj zakresie
parametrow, kiedy amplituda |V (k)|? jest mala w poréwnaniu z szerokoécia, to wyrazenie
jest zaniedbywalnie mate w poréwnaniu z pozostalym wyrazeniem. Podobny argument mozna
przytoczy¢ dla wickszej liczby biegunow. Stad wniosek o mozliwosci zaniedbania (9).
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D.5 Indukcja dla dalszych prawdopodobienistw powrotéow

Celem tej sekcji jest uzasadnienie, ze w przyblizeniu obowiazuja réwnania (2.7), przy czym z =
po. Dowdd przeprowadzony bedzie przez indukcje. Pierwsza linia (2.7) zostala udowodniona

wyzej. Oznaczam p,_1 = |a(nT)|?, przy czym

n—2 n—1
1 v@ - alnr) = (€ <U/dk|k> <k:|> UlQ). (16)

=0
Dalej, wprowadzam tez uogoélnienie rownania (5):

n—2
pn) = (U =1) </ dk k) (k| (U ~ 1)) /dCJ|Q> (@ U1, (17)

oraz rownania (2.19):

o (nt) = 7(9\17”) . 18
() = e (18)

Latwo zauwazy¢, ze »
a(nt) = Z <n l_ 2> o ([2+1]7), (19)

=0

przy czym «(27) = o/(27).
W pierwszym kroku obowiazuje rownanie (10). Przyjme teraz hipoteze, ze zasadne jest przy-
blizenie:

pa) = e~if07 /0 s (5(r — 5) — V() ) / deV(k)|2€_H:2_1 (20)
% <\Q>/dk|V(/~c)]2€“:2_1>n_3a(27).

W takim przypadku wychodzi

n—2 eiikT . n—2
[T var-oom = (= [avor=—5=")  atn. (21)
j=0

co pozwala napisaé, z (19):

n—2 e—ikT o n—2
1 var-atur) = atzr) (1= [anvors—;=1) (22)
j=0

co tez juz bezposrednio prowadzi do réwnania odpowiedniego rzedu z (2.7). Pozostaje pokazac,
ze jesli przyjeta hipoteza (20) obowiazuje dla pewnego n, to obowiazuje ona tez dlan+ 1. A
skoro hipoteza jest prawdziwa dla n = 0, to prawdziwa tez bedzie dla kazdego n > 0.
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Zatem, dlan + 1
o) = e [ (50— 9) V() ) (23)
0
X(—Z)Q/dk,|V(kJ/)|2/ ds/e—ik’s’e—ik’T/ ds//eik’s”
0 0
Ze—iks” -1 Ze—iks -1 n—3
Calki po czasie dwoch ostatnich linijek:
s —ik's
—ik'T 1 —ik's' € —1 —ik'T
d = _— 24
e /0 s'e — ¢ (24)
/7’ ds//eik/s” e—iks” 1 _ ei(k’—k)T -1 B eik’T -1
0 k2 k2i(k' — k) 1k k2

eik"r e—thT _ 1 ei(k’—k)‘r 1
R R k)

Dla drugiego wyrazu z ostatniej linijki mozna przedstawi¢ ten sam argument, co w dodatku
D.4 przedstawiono dla wyrazenia (9), czyli dla przypadku n = 3. Pozostate wyrazy podsta-

wione do (23) odtwarzaja hipoteze (20) dla n + 1, co bylo do okazania.
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E.1 Rozwigzanie r6wnania Lindblada przez zadane funkcje po-
mocnicze

W tym dodatku wyprowadzone sa rownania (4.14). Podstawienie y = x+Y pozwala przepisac
(4.10) jako:

Dpib(z,z+Y) = %V(a;)e*iw%’(x +Y) - %V*(m + V)™ @) (). (1)
Po scatkowaniu:
0 / 1 —iw(z+x) Lo iw' (z+y)
U(e,y) = 02 [z 4+ 9) V(= + 2)e ) — V(a4 )e EG (G o) | (2)
+G(z —y).

Jesli podstawi¢ rozwigzania postaci (7.8), wynikiem jest 1 (z,y) = ¥(x)Y' (y) = ¥o(z,y), o ile
G(z — y) = 0. Dalej bede pomijal te funkcje. Tym sposobem z (4.8) otrzymuje

helwT :H/J(ﬂ?) — _Z’h)\q)[)(;p)eiwm + hwlqﬁ(x)eiwz + V(ﬂ?) (3)

0
- / dyv(y)e—iw'y / dzy(z + y)%V(Z + x)e—iw(z—i-z)eiwz
1

—00

0
ol 1 o )
+ / dyV (y)e ™Y / dz%V*(z +4)e™ G (2 + z)e.

Podstawienie = 2’ + a i scalkowanie po [ da’V*(z')e”™% prowadzi do réwnaii:
ihdywy(a) = —ihA@y(a) + hw'wy(a) + ihay(a) (4)
_/0 2 [4(2)0x (= + @) + 34 (2)or (= + )]
ih0,wh\ (a) = —zh;\jA(a) hwi) (a) + iha' (a)
(@

0
+ [ dn@oie 4 0) + ()5 + ).
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TF pierwszego rownania

—hkwy(k) =  —ihdw(k) + hw'wy (k) + ihoy (k) (5)
0 ) 0 )
—O')\(ki)/_ dzi) (2)et —w,\(k:)/_ dz5%(2)e*?,

i analogicznie drugiego, prowadzi juz bezposrednio do (4.14).

E.2 Niehermitowska ewolucja
Dla niehermitowskiego Hamiltonianu (4.29)
Hy=H—ih\|Q)(Q = H,+V,  H)= Hy—ih\|Q) (Q] (6)

i stanu postaci [1(¢)) = ¥a(t) |Q) + [ daxpx(z,t) |z) spelnione sa réwnania

ihoppA(t) = —ihAa(t) +/V*($)¢A($at)d% ihOypx(z, 1) = —ihdu Y\ (,t) + V (2)¥a(t). (7)

Po transformacie Laplace’a (przy warunku poczatkowym [¢(0)) = [©2) i oznaczajac s = iw)
uzyskuje sie, podobnie jak w A, réwnanie wyznaczajace bieguny ¢, (w),

<
fuw + ihA — o5 (0) = 0, (8)

przy czym ostatnie wyrazenie dane jest przez (4.22). Stad wynika, ze

. 1

W) = S ox(0)/h ©)

Powyzsze wyrazenie ma rozwiagzania powyzej osi rzeczywistej. Latwo sie o tym przekonaé,
wprowadzajac oznaczenie v = w + i\:

ity = /dz/dyﬁ(x — )V (2)V (y)e!=NE=y), (10)

Ponownie powtarzajac argumenty z A uzyskuje sie Im v < 0, a wiec tym bardziej Im w =
Im (v —iX) < 0. Stad tez

) 1
Pa(t) = l/dwqui)\U)\(O)/h' (11)

Warto jeszcze odnotowaé, ze korzystajac z (4.22) uzyskuje sie

. 1

AWk = T o (12)

co po sprzezeniu zespolonym i zastapieniu w przez w’ odtwarza mianownik (4.28).
Poszukuje teraz wyrazenia stosownego dla krétkich czasow. Mozna zdefiniowaé obraz
oddzialywania jako:

V(1) = Hotye—it — / dk (V(k)\Q) (k| Mt 4 V (k) |k) <Q|e_)‘teikt>. (13)
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W tym obrazie réwnanie Schrodingera dla operatora ewolucji jest spelnione przez rozwiniecie
. . t t t/ .
e I — o—itot 7 _ z/ at'v'(t') + (—i)Q/ dt’V(t’)/ a’"v(t"y+ ... (14)
0 0 0

Do pierwszego nieznikajacego wyrazu:

<Q|€7iﬁ’t/h|9> — ef)\t 1+ i /dk‘v(k)|2 it n e_ik‘t-f')\t —1 (15)
72 k4ix  (k+1i))? ’

co byto do okazania.

E.3 Krok I1

Tu wyprowadzam réwnanie (4.39). Obliczenia wykonywane sa w biegunie (4.7). Do drugiego
kroku iteracji potrzeba wielkosci

<i 1 —iga jiwa
w'(k) = m/dq\V(q)P/da e "% (16)

ez’k/a 1
x/dk’ :
< . /_ _ . 9

Bk — il + ! — ol (k) (F RO

co prowadzi do wzoru:
/ dkw' (k) = / dkwi (k) (17)

: —i(g—q)a i(w—w')a
T2 quV(q)l2/dq’\V(q’)P/dae (4-0)a gi(w—)

g / dk / K’ e!t=e 1
< Sl L i\
[k — A+ e — o) (R [ + B + oo — G (k)] " R 1)

Jak wynika z dyskusji z poprzedniego kroku, ostatnia linijka wprowadza ograniczenie domeny
catkowania 0(a), a jej wartosé to:

o
| o) (18)
a

czyli po scaltkowaniu przez czesci

) 00 , , 1 00 ’1/})\(0,)|26ica
daet<® d 2 _ — 0)]2 [ A A — 19
/ ae /a a'lpa(a’)| — |9 (0)] +/0 a - ) (19)

c c

przy czym |15 (0)|?> = 0. Stad juz wychodzi (4.39).

E.4 Funkcje pierwotne

W sekgji tej analizuje funkcje ¢ (z) oraz ¢(y) rozwiazujace rownania (4.8)-(4.10), w przybli-
zeniu. Zgodnie z dodatkiem E.2; zapisuje formalnie

-1

: 2 V(g 1
hk + b\ + hw + — [ dg—————F——— = — Pk 2
( +ihA + hw + h/ L — PSR GRS (20)



86 Rozdziat E. Uzupetnienia do rozdziatu 4.

i td. Nalezy pamigtaé, ze w moze by¢ zespolone. Dalej, rownania (4.14) to rownowaznie

1 rens o1 , 21V Mo
bk = T (k) oV (k +w) (m+ / dg = (éq+k”+);i)(C-’)> (21)
L pre 1, N orV*
Wk = Pkt w)g =V (k) (zh—/dq ”i(q@;rf);f)(q))
Przez podstawienia, z rownan (21) otrzymuje sie:
_ V(E+W) preps , L pre V(g +w)?
0 = T ) (14 [ da ) (22)

1 re |V(q+w/)|2 ) 1 veps ) 1 , |V(q1+w)|2
+/dq(ih)2¢§ p(Q+W)i(q—k;+ie)/dq (ih)2¢§ P (q —I-W)m—l-...),

i analogicznie dla 9’(k). Po ograniczeniu si¢ do najnizszej potegi /7y pozostaje

vk =w) =5 ‘Z(Z)— BN’ (23)
czy Townowaznie
()" = / dle™ T (k) = / dke™1p(k — w) = (24)
_ / di V(k)e*s
o (hk — is — ih\)
Zatem )
pla.s) = / 27rd(]7€-lkv—(ki)spi(ji)i/\)' (25)
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Rozdzial F

Uzupelnienia do rozdziatu 5.

Spis tresci

F.1 Pomiar rzutowy dla sumy Lorentzianéw . . . . ... ... ... .. 87
F.2 Uzyskanie rozwigzan zanikowych réwnania Lindblada . ... .. 88
F.3 Elementy macierzy gestosci rozwiazujacej rownania Lindblada . 90

F.1 Pomiar rzutowy dla sumy Lorentzianéw

Streszczam tutaj, jakich zmian nalezaloby dokonaé¢ w tym rozdziale oraz w 2 dla przypadku:

M Aq 2 Ay

V(E)? = = 2
[V (k)| or (k‘—k‘o)z‘f'(%)Q 27 (k;—k:o)2+(%)2

(1)

(przy czym ~1/A1 > 42/Ay by zapewnié¢ |V (k)|*> > 0), odpowiednia przestrzen Hilberta
pseudomodoéw zawiera dwa pseudomody. Zapisujac formalnie stan:

(1)) = ¥o(t) [2) 4+ ¥1(t) k1) + ¥2(t) [k2) (2)

mozna roéwnania ruchu doprowadzi¢ do postaci [33]:

ihowo(t) = Vi (t) +iv/2ya(t), (3)
ihop1(t) = h(ko — iA1/2)Y1(t) + /71¢0 (1),
ihOpa(t) h(ko —iQg/2)1ha(t) + iy/Y2vo(t),

za$ po transformacie Laplace’a:

ihsto(s) = ihabo(0) + v (s) + iy/Tava(s), (4)
ih(s +iko + A1/2)Y1(s) = ihp1(0) + /y1¢0(s),
ili(s 4 iko 4+ Do /2)iha(s) = ihaha(0) + iy/yatbo(s).

Ponownie oznaczam W = e‘iét jako opisujacy ten przypadek operator ewolucji nieunitar-

nej. Do opisu ewolucji pod wplywem operatoréw rzutowych potrzeba obliczyé nastepujace
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amplitudy:

- I 1 v 1 V2 -

QW) =  — ds e — S 5

(W omi ) 0 C (8+h23+ikzo+A1/2 h25+iko+A2/2> )
R 1 100 Yo -1\ !

ki [Wlk)) =  — ds et iko + Ay/2 -

< 1| | 1) omi ). S e <s+z 0+ 1/ +7 <s S—H'ko—i-Ag/Z) ) ,
2 1 e 88! -

k ko) =  — ds et iko + Ay /2 — S —

(k2| Wh2) omi ) . € (SH 0+ B2/2 = <8 s+ik0+A1/2> ) )

oraz amplitudy przejscia obliczane w podobny sposéb

alWIQ), (W), (6)
alWIQ), (W),

Zamiast macierzy (2.8) wprowadzi¢ tu mozna macierz:

(QIWIQN | WIQ) 2 | (RalT])
P=| [l W] [(alWk)[2 0 . (7)
(W02 0 | (koW |2

F.2 Uzyskanie rozwigzan zanikowych réwnania Lindblada

W dodatku tym wyprowadzam rownania (5.35) 1 (5.36). Rozpisujac w rownaniu (5.34) macierz
gestosci na sktadowe:

ihdpoo(t) = /7 (por(t) — pro(t)), (8)

] A + A
ihOipo1(t) =  hkopor + /7 (poo(t) — p11(t)) — %Pm(t)?

] A + 1A
ihoip1o(t) = —hkopio — /7 (poo(t) — p11(t)) — %plo(t),

ihOipr1(t) = =/ (por(t) — pro(t)) — iApri(t).
7 kolei owe sktadowe, dla rozwiazania zanikowego typu p(t) = e~ 5(0) zapisuje jako:
poo =€, por = Xe™ ™, pro =Ye ™, pyy = Ce™, (9)

co sprowadza sie do réwnan:

_ihR= (X -Y), (10)
LihX(R—iko) = A1 C)— MTZMX,
LihY (R+iko) = —A(1—C)— MTZMY,

—ihCR= —j(X —Y) —iAC.
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oznaczajac D = X 4+ Y i eliminujac X — Y z pierwszego, mozna przepisac:

—ih A + ihA —ih
i e wkep = 2501 - 0) = A A IR (11)
el 2
hDR — hikg— 11t (A/2+ hA/2)D
=1 — hko = )
val
—thCR = ihR —iAC.
Roéwnanie na R przyjmuje postaé:
R (A/h)—2R 1
— R* + kj —2 ~((A/R)+ MR =0 12
e T ok D amor AW ENE=0 0 (12)
co sprowadza sie do réwnania (5.35).
Dla kg = 0 uktad réwnani (11) przechodzi na:
—ithR A + ihXA —ihR
LM R 9y — ) - BT (13)
Ve 2 VA
2hDR = (A +h\)D,
hCR=  —hR+ AC.

Rozwigzaniem drugiego dla D # 0, jest hR = %(A + k). To jednak nie spelnia pozostatych
rownaii, zatem D = 0 (X = —Y = —ihR/2,/y). Z pozostatych rownan latwo uzyskac juz
(5.36).

Oznacze teraz przez Rajopyy/2+ik, rozwiazanie dla ko # 0, ktore przy v — 0 zbiega
do zera. Rozpatrze przypadek kg — 0 i superpozycje dwoéch stanéw zanikowych o tych
wyktadnikach. Z réwnan (11),

—i(/7/W)(A/h - 2R)

X = AR [(AJ2h) + N2 + ik — B’

Y = X*, (14)
a takze
Im X = hR/2\/~ (15)

przy czym dla kg = 0, X = ilm X. Superpozycje dwoch stanéw zanikowych nalezacag do
przestrzeni Hilberta zapisa¢ mozna jako (C = R(A/h— R)™1):

—ref 1 X s -t (1 X7\
Ae (X* C)+Ae <X C*>_ (16)
. _Rt 1 Re X\ —_Rt 1 Im X
= 2Re (Ae™ ™) ( Re X Re C ) 2Im (Ae™ ™) < Im X Im C > . (17)

Drugie wyrazenie przechodzi na rozwigzanie uzyskane wyzej dla kg = 0. Mozliwe, Ze pierwsze
wyrazenie nie znika jednak w tej granicy, gdyz np.

ilm Rt _ —ilm Rt 1 ReX
(e ‘ ) ( Re X ReC (18)

zachowuje sie jak funkcja sinc. Nie bede badat tej hipotezy, bo, szczeliwie, trzy stany dla
ko = 0 wystarcza do konstrukcji interesujacego mnie przypadku stanu poczatkowego.
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F.3 Elementy macierzy gestosci rozwiagzujacej réwnania Lind-
blada

Rownania (5.34) rozpisuje na sktadowe macierzy p i przepisuje z uzyciem oznaczen y_ =
(po1(t) = pro(t)) /1, y+ = (por(t) + p1o(t)):

8tﬁ00(t) = ﬂ

S Y (19)
o) = —YLy = (&/mpui(o),
o ()= —ikous — LNy 0¥ () — pi (1),
D) = —ikoy — SRy

Transformata Laplace’a, przy warunkach poczatkowych poo(0) = x4, y+(0) = v;,+(0), p11(0) =
0:

SPoo — T = %g,, (20)
snt) = Y5~ (a/mpn),
sj- = —ikoJs — A/712+>\y_ - QT\/;Y (Poo(t) — p11(t))
sjr =  —ikoj- — M;”m,
czyli
. —2YT (s + A/Wm(((:ﬁ AJ2h + )\/2)’ 1)
W(s)=  s(s+A/R)(s+ AJ2h+ \/2)* + kis(s + AJR),
+27(25 + A/R)(s + AJ2h + A/2).
Dalej:
uals) = il M%(/:)h +2/2) 22)

przy czym potrzebuje przypadku x; = 1. Oprocz tego potrzebuje:

Foo(s) = % N 2yx;i(s + A/Z)V(;(—;—)A/Qﬁ—k )\/2)‘ (23)
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