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“Geometric and topological aspects of non-trivial

solutions of Maxwell and Einstein equations”

Pozwolg sobie zaczac od dygresji natury filozoficznej, jednak $ciéle zwigzanej z
wynikami omawianej rozprawy. Znane jest powszechnie stanowisko platonizmu
matematycznego, ktérego najwybitniejszym wspdtczesnym przedstawicielem
jest Roger Penrose, utrzymujgcego, ze najistotniejsze pojecia i konstrukcje
matematyki nie s dowolnymi tworami wymyslonymi przez matematykow lecz
istniejg realnie i jedynie sg przez matematykéw odkrywane. Mysle, ze
zwolennicy takiego stanowiska jako najsilniejszy argument potwierdzajgcy jego
stuszno$¢ moga postuzyc sie matematyczng konstrukeja elektrodynamiki
Maxwella gdzie swoje gigbokie zastosowanie maja réznorodne wyniki czystej
matematyki, ze wspomnimy chociazby o twierdzeniu Stokesa, algebrze
tensoréw, formach rézniczkowych, teorii koneksji w gtdwnej wigzce widknistej
itd. Rozprawa Pana Tomasza Smotki dostarcza jeszcze jednego istotnego
przyktadu nieoczekiwanego zupetnie zastosowania abstrakcyjnych idei
matematycznych w elektrodynamice maxwellowskiej, mianowicie,
zastosowania teorii rozwtdknienia Hopfa do analizy struktury pola
elektromagnetycznego. Wydaje sig, ze warto na wyniki ocenia nej pracy
spojrzec takze z takiego, nieco filozoficznego punktu widzenia.

Rozprawa skfada sig z czterech rozdziatéw, Dodatku (Appendix) i bibliografii. W
Dodatku zamiescit Autor niektére wyniki matematyczne wykorzystane w pracy
a takze rézne podejscia do opisu pola elektromagnetycznego i liniowego pola
grawitacyjnego. Pierwszy rozdziat jest wstepem do pracy gdzie opisana jest
zupetnie jasno idea i osiggnigte rezultaty. Rezultaty te przedstawione sg

1



szczegotowo w trzech pozostatych rozdziatach, drugim, trzecim i czwartym,
ktorych tresci, jak stusznie przyznaje sam Autor s3 luZno ze soba powiazane.
Przejde zatem do analizy wynikéw poszczegdlnych rozdziatéw.

Rozdziat 2 zatytutowany ,, Konforemna dwu-forma Yano-Killinga i jej .
zastosowanie w elektrodynamice dla uogdlnionej czarnej dziury” poswiecony
jest w istocie zastosowaniu konforemnej 2-formy Yano-Killinga (CYK tensor) do
opisu pola elektromagnetycznego w polu grawitacyjnym dopuszczajgcym
istnienie takiej 2-formy. Autor rozpoczyna rozdziat od krétkiego wprowadzenia
w teorig konforemnych 2-form Yano-Killinga korzystajgc tutaj gtéwnie z pracy
JJezierskiego i M.tukasika (ref.[38] w rozprawie). Nastepnie analizuje role tych
2-form w opisie rownan Maxwella w czasoprzestrzeni zakrzywionej dochodzac
do ogdlnego réwnania (2.26). Efektywnosé tego réwnania testuje w przypadku
pola elektromagnetycznego dla metryki Plebariskiego-Demiariskiego opisujace;
uogolniong czarng dziure. Kluczowym i znakomitym wynikiem Autora jest
dowdd, Ze w rozwazanej metryce uktad dwaéch rzeczywistych réwnar
rozniczkowych ztozony z fundamentalnego réwnania (2.26) i analogicznego
rownania , w ktérym w miejsce danej konforemnej 2-formy Yano-Killinga
wstawiona jest jej forma dualna redukuje sie do jednego zespolonego
skalarnego réwnania falowego z zespolonym potencjatem (Twierdzenie 2.3.1.,
rownanie (2.61)). Jest to istotne uogdlnienie réwnania Fackerella-Ipsera
otrzymanego w 1972 roku dla stabego pola elektromagnetycznego wokot
czarnej dziury Kerra i jest to z pewnoscia gtéwny bardzo istotny dla
ewentualnych dalszych badan w tym kierunku rezultat rozdziatu 2. W zwiazku z
rozwazaniami tego rozdziatu mam pewng uwage natury technicznej. Autor
postuguje sie tutaj gtéwnie formalizmem tensorowym z domieszka formalizmu
tetrad zerowych. Wydaje sie jednak, ze po udowodnieniu twierdzenia 2.1.4.
mowigcego, ze dana 2-forma jest konforemna 2-forma Yano-Killinga wtedy i
tylko wtedy gdy forma do niej dualna jest takze konforemng 2-forma Yano-
Killinga, bardziej naturalnym bytby formalizm 2-spinoréw. Dla przyktadu
fundamentalne réwnanie (2.26) i analogiczne réwnanie dla dualne;
konforemnej 2-formy Yano-Killinga mozna wspdlnie wyrazi¢ w postaci
spinorowej réwnaniem
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gdzie symetryczne spinory: f4p, Gag i Capcp 0dpowiadajg tensorom B Quvi
tensorowi Weyla Cy7,,,, odpowiednio. Funkcja skalarna z kluczowego
réwnania (2.61) w formalizmie spinorowym jest po prostu @~ f 4B
gdzie symetryczny spinor y,p jest obrazem spinorowym tensora
Yw + i(* Y,). Przy odpowiedniej konwencji réwnanie na wartoéci wtasne
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tensora Weyla (2.56)przyjmuje postaé Cuzcpy P = Vy,5. Podobnie, mozna
przedstawic wiele pozostatych réwnan w formalizmie spinorowym.
Powyzsze uwagi w zadnym razie nie sg uwagami krytycznymi. Stuza one
jedynie prébie dyskusji nad najefektywniejszym formalizmem dla _
rozwigzania przedstawionych probleméw. Jestem ciekawy zdania Autora w
tej materii. Mam natomiast dwie drobne uwagi krytyczne :

(1) Nastr.13 jest podane twierdzenie, Theorem 2.1.1,, ktére pojawia

sie powtérnie w identycznej formie na str.18 jako Proposition
2.2.1.

(2) Wréwnaniu (2.59) przy operatorze O brakuje cztonu: — % R.

Nastepny rozdziat, rozdzial 3, zatytutowany , Hopfiony” poswiecony jest
oryginalnemu, opraéowanemu przez T.Smotke podejsciu do znajdowania
rozwigzan rownan Maxwella, ktére posiadaja strukture hopfionéw
elektromagnetycznychlub, wprowadzonych przez Autora, uogdlnionych
hopfionow elektromagnetycznych. W nastepnym kroku Autor analogicznie
bada rozwigzania réwnan liniowej grawitacji posiadajgce strukture
hopfionu grawitacyjnego lub , wprowadzonego przez analogie do
elektrodynamiki, uogdinionego hopfionu grawitacyjnego. Termin hopfion
odnosi sie pierwotnie do rozwigzania réwnan pola przedstawiajgcego
soliton z indeksem Hopfa réwnym 1. Okazuje sig, Ze tego rodzaju
konfiguracje pola pojawiajg si¢ w stanach nadcieklych, w plazmie czy w
kondensatach Bosego-Einsteina. Autora interesuja jednak hopfiony bedace
rozwigzaniami prézniowych réwnan Maxwella a takze, przez analogie,
rozwigzania prézniowych réwnan liniowej grawitacji, ktére to réwnania sa
w tym ostatnim przypadku po prostu tozsamosciami Bianchi dla tensora
(ewentualnie spinora) Weyla. Ze znakomitych prac (].Swearngin,
A.-Thompson et al.[61], A.Thompson, A Wickes et al [65]) wiadomo, ze
matematyczna struktura hopfionu jest $cile zwigzana z teorig twistoréw-
jego obraz geometryczny ma strukture kongruencji Robinsona . W pracach
tych hopfiony znajdowane sq metodami teorii twistoréw. Pan Tomasz
Smotka w swojej rozprawie doktorskiej proponuje inng metode , ktéra w
naturalny sposéb prowadzi do konstrukeji uogdinionych hopfiondw. W
przypadku (uogélnionych) hopfionéw elektromagnetycznych metoda ta
opiera sig na redukgcji prézniowych réwnan Maxwella w czasoprzestrzeni
Minkowskiego do réwnania falowego (3.27) na jedna funkcje zespolong @



argumentow rzeczywistych. Funkcja ta jest rozumiana jako iloczyn skalarny
wektora Riemanna-Silbersteina i wektora potozenia. Jak dowodzi Autor w
Dodatku B istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy
rozwigzaniami réwnan Maxwella a tak rozumianymi funkcjami
harmonicznymi. Jak stusznie zwraca uwage, rozwazana redukcja jest
konsekwencjg ogolnego réwnania (2.26) z rozdziatu 2 dla konkretnej
konforemnej 2-formy Yano-Killinga Y=R dtadR. Jest to bardzo ciekawe
spostrzezenie, ktére moze prowadzi¢ do rozwazania (uogdlnionych)
hopfionow elektromagnetycznych w przestrzeniach zakrzywionych. Warto
odnotowac takze bardzo ciekawe i istotne Stwierdzenie 3.3.1. (Proposition
3.3.1.) naktadajgce wiezy na ,rozwigzania hopfionowe” réwnania falowego
(3.27) wynikajgce z warunkéw zachowania tadunkéw topologicznych:
skretno$ci elektrycznej i magnetycznej. Jednym z gtéwnych rezultatow
omawianego rozdziatu 3 jest wzér (3.40) przedstawiajgcy proponiowane
przez Autora rozwigzanie @y réwnania falowego (3.27) dla uogdlnionego
hopfionu elektromagnetycznego. Uwazam, ze sama idea wprowadzenia
pojecia uogélnionych hopfionéw elektromagnetycznych i metoda ich opisu
przy pomocy réwnania falowego jest istotnym osiggnieciem T.Stomki.
Formalizm rozwiniety w rozprawie dostarcza efektywnej metody badania
(uogdlnionych) hopfionéw elektromagnetycznych alternatywnej do metody
opartej na teorii twistoréw. Szkoda, ze Autor nie rozwazyt gtebiej relacji
migdzy proponowanym przez siebie podej$ciem a podej$ciem
twistorowym. Brakuje mi takze w pracy jakiego$ obrazu geometrycznego
uogolnionego hopfionu elektromagnetycznego dla [ > 1.

W Dodatku D rozprawy pokazane jest jak stosujac znany w teorii grawitacji
rozkiad tensora Weyla na cze$¢ elektryczng i magnetyczng mozna
zredukowac réwnania pola dla liniowej grawitacji do réwnania falowego na
przestrzeni Minkowskiego (D.21) na funkcje zespolong W (patrz (D.21)),
analogicznie jak miato to miejsce w elektrodynamice. Przedstawiona jest
takze metoda rozkodowania rozwigzania tego réwnania tak, aby w
rezultacie otrzymac odpowiedni tensor Weyla. Korzystajgc z tego
formalizmu Autor w dalszej czedci rozdziatu 3 znajduje konkretne
rozwigzanie ¥y, ktore opisuje wedtug nomenklatury Autora uogélniony
hopfion grawitacyjny. Znakomitym rezultatem jest fakt, ze zaréwno
uogblniony hopfion elektromagnetyczny jak i uogélniony hopfion
grawitacyjny przedstawia ta sama funkcja skalarna (dla [ > 2 ). Pozostata
czg$¢ rozdziatu 3 przeznaczona jest na badanie energii zlinearyzowanego
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pola grawitacyjnego. W szczegdélnoéci Autor wylicza tutaj quasi-lokalne
gestosci energii (superenergii) dla hopfionu grawitacyjnego i poréwnuje z
odpowiadajgcym rezultatem dla hopfionu elektromagnetycznego.Cata ta
czg$¢ rowazan jest niezwykle ciekawa i dowodzi wietnej orientacji
T.Smotki w trudnych zagadnieniach dotyczgcych pojecia energii pola
grawitacyjnego. Na szczeg6lng uwage zastuguje Twierdzenie 3.4.1., w
ktorym Autor dowodzi réwnowazno$ci ,w przypadku ,,pola
zlokalizowanego”, wzoréw na energie zlinearyzowanego pola
grawitacyjnego podanych przez ].Jezierskiego (ref.[32]) oraz
L.Biatynickiego-Birule (ref. [8]). Szczegélnie interesujgce sg takze wyniki
podrozdziatu 3.4.5. gdzie podane sa wzory na tadunki topologiczne dla
liniowej grawitacji i wykazana jest istotna analogia z wzorami na
elektromagnetyczne tadunki topologiczne. Zaznaczmy na koniec, ze
rozdziat 3 jest wtaSciwie wierna kopig pracy T.Smotki i].Jezierskiego
opublikowanej w 2018 roku w Classical and Quantum Gravity (ref. [58]).
Drobna uwaga dotyczgca oznaczenia. Na str.35 po wzorze (3.28) i dalej
uzywa Autor litery R na oznaczenie wspéirzednej radialnej, gdy wczesniej i
w wielu innych miejscach jest to mate 7.

Last but not leastrozdziat pracy, rozdziat 4, zatytutowany jest , Hopfiony
magiczne’. Zar6wno samo pojecie hopfiony magiczne jaki teoria tych
hopfionéw s3 oryginalnymi i niezwykle obiecujacymi dla dalszych badan
osiggnigciami Pana Tomasza Smotki. Punktem wyjscia byt dla niego
istniejacy od 1965 roku w ogdélnej teorii wzglednosci tzw. algorytm
Newmana-Janisa. Algorytm ten jest dobrze znany wszystkim zajmujgcym
sie metodami analizy zespolonej w teorii wzgledno$ci i prowadzi do
wygenerowania metryki Kerra-Newmana z metryki Reissnera-Nordstréma.
Sktada sie on z kilku krokéw: zapisania metryki Reissnera-Nordstréma przy
pomocy tetrady zerowej, rozszerzenia wspéirzednych czasoprzestrzennych
do przestrzeni zespolonej, zapisania tetrady zerowej w odpowiedni sposéb
uzywajac tych wspdtrzednych, dokonania przesuniecia urojonego dwéch
wspotrzednych, dokonania ciecia rzeczywistego metryki. Algorytm ten byt
potem uogdlniany na wiele sposobéw w wielu pracach ( n.p.,E.T.Newman i
inni (1965), M.Demianski i E.T.Newman(1966), M.Demianiski(1972),
S.P.Drake i P.Szekeres (2000)). Nie moZna nie wspomnie¢, ze podobna idea
w dziedzinie liniowych pél zostata rozwinieta wczeéniej w pracy
A.-Trautmana: (A.Trautman, Analytic solutions of Lorentz-invariant linear



equations, Proc.R.Soc. A 270,326 (1962)).

Wracajgc do rozprawy Pana Smotki. W omawianym rozdziale 4 Autor
jeszcze raz rozwaza rownanie falowe (3.27) na uogélniony hopfion
elektromagnetyczny. Zwraca nastepnie uwage , Ze rozwigzanie hopfionowe
¢y dla [ = 0 mozna otrzyma¢ dokonujgc urojonej translacji wspétrzednej
czasowej rozwigzania podstawowego czterowymiarowego réwnania
Laplace’a po odpowiednim rozszerzeniu analitycznym. Rozwigzanie to
nazywane jest rozwigzaniem pre-hopfionowym. Fundamentalnym
rezultatem jest nastgpnie znalezienie przez Autora operatora S, ktéry
generuje kolejne rozwigzania hopfionowe dziatajac wielokrotnie na
rozwigzanie pre-hopfionowe. Dalszy krok, inspirowany algorytmem
Newmana-Janisa, polega na dokonaniu jeszcze jednej urojonej translacji w
rozwigzaniu pre-hopfionowym, tym razem translacji wspéirzednej
przestrzennej. Tak otrzymany obiekt nazywa Autor pre-hopfionem
magicznym. Dziatajgc kolejno operatorem § na pre-hopfion magiczny
otrzymuje obiekty, ktére nazywa hopfionami magicznymi (w pewnej
analogii do magicznego pola elektromagnetycznego otrzymanego przez
graniczne przejscie m — 0 w metryce Kerra-Newmana ). Sg to niezwykle
interesujgce wyniki i jestem przekonany, ze kierunek badania wskazany
przez T.Stomke doprowadzi do dalszych waznych rezultatéw. Autor zreszta
sam w Epilogu sugeruje obiecujacy kierunek badan. W szczeg6lnoéci
zwraca uwage na istotny wptyw wielko$ci parametréw translacji (,a)na
wtasnosci hopfion6w magicznych. Wecze$niej bada takze podstawowe
wtasnosci tych hopfiondw. Znajduje zaleznos¢ skretnosci elektrycznej i
magnetycznej od tych parametréw. Dowodzi, ze tadunek hopfionu
magicznego jest rOwny zero oraz, ze dla a> a gesto$¢ energii jest wszedzie
skonczona. Caty rozdziat 4 czytatem z najwyzsza ciekawoscig i jego warto$é
naukowg oceniam bardzo wysoko poniewaz zawiera on istotne wyniki dla
zrozumienia teorii hopfionéw i w nieoczekiwany sposéb taczy te teorie z
osiggnieciami teorii grawitacji (metryka Kerra-Newmana, formalizm
tetradowy Newmana-Penrose’a, transformacje zespolone typu Newmana-
Janisa). Mam drobne uwagi krytyczne ,natury redakcyjnej”. Przy koncu
str.53 na oznaczenie masy uzywa sig symbolu M gdy wczeéniej (wzér (4.3))
uzywa sig¢ m. Podobnie, na str.61 we wzorze (4.55) harmonika sferyczné
oznaczona jest przez ¥; natomiast w nastepnej linijce przez Y. Na str.53,
dwa wiersze powyzej wzoru (4.5) powinno by¢: ,,....when the mass...”
zamiast,,...with the mass..." ; na str.62, dwa wiersze powyzej wzoru (4.67)
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powinno by¢: ,In other words,...” zamiast ,In oder words,...".
Ostatnig cze$¢ rozprawy tworzy bibligrafia, ktéra w mojej opinii zawiera
najwazniejsze pozycje zwigzane tematycznie z zawartoscig tej rozprawy.

Reasumujac, rozprawe doktorska Pana Tomasza Smotki oceniam bardzo
wysoko. Moje drobne uwagi krytyczne i dodatkowe komentarze zupelnie nie
wplywaja na t¢ oceng. Uwazam, Ze rozprawa spetnia wszystkie wymagania
stawiane rozprawom doktorskim z nawigzka i wnosze o dopuszczenie Pana
mgr. Tomasza Smotki do publicznej jej obrony.

Wnoszg¢ takze o wyrdznienie niniejszej rozprawy doktorskiej . Moje
stanowisko uzasadnione jest znakomitymi wynikami przedstawionymi w
rozprawie. Wyniki te sg na wysokim poziomie §wiatowym i dotyczg
istotnych problemdw fizyki. Wiele z nich zostato opublikowane w dwéch
artykutach w Classical and Quantum Gravity. Pozwole sobie jeszcze raz
zwrdci¢ uwage na podstawowe osiqgnié;cia Autora, ktére w zupetnosci
kwalifikujg rozprawe do wyréznienia. Po pierwsze, rozprawa zawiera wiele
oryginalnych i waznych rezultatéw dotyczacych zastosowania
konforemnych 2-form Yano-Killinga w badaniu pola elektromagnetycznego
w zakrzywionej czasoprzestrzeni, w szczegdlnosci w czasoprzestrzeni
wokot uogélnionej czarnej dziury z metryka Plebariskiego-Demianskiego.
Whnosi takze duzy wkiad do teorii hopfiondw proponujgc oryginalne
efektywne podejscie do znajdowania rozwigzan réwnan Maxwella,
rozwigzan przedstawiajgcych (uogélnione) hopfiony elektromagnetyczne.
Podobnie proponuje analogiczne podejscie do znajdowania réwnani
liniowej grawitacji, ktére interpretowane sg jako uogélnione hopfiony
grawitacyjne. Znakomitym osiggnieciem T.Smotki jest wprowadzenie
pojecia Aopfionu magicznego, podanie efektywnej metody znajdowania
tego typu hopfion6éw oraz przebadanie niektérych ich wtasnoéci.
Wymienione wyniki Autora rozprawy z pewnoscig beda podstawg dla wielu
do dalszych intensywnych badan.
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