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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Andrzeja Chlebickiego

pt. ,,O(N) models and their anisotropic extensions”

Przedlozona rozprawa doktorska dostarcza teoretycznej analizy uniwersalnych wiasciwosci
uktadéw opisanych modelami N-sktadnikowych ortogonalnych grup, tzw. O(N). Proble-
matyka dotyczy klasycznych przejé¢ fazowych w ukladach izotropowych wokét przypadku
(d, N) = (2,2) [d oznacza wymiar|, gdzie realizuje sie przejscie typu Kosterlitza-Thoulessa.
W szczegdélnosci Doktorant przeprowadzil konfrontacje przewidywan analizy Cardy’ego
i Hambera [Phys. Rev. Lett. 45, 499 (1980)] ze swoimi wynikami uzyskanymi w podejsciu
niezaburzeniowym. Analize rozszerzono réwniez na uktady anizotropowe w modelach
O(2) ze stabymi zaburzeniami kubicznymi. Na podkreslenie zasluguje uzycie zaawan-
sowanej metody badawczej oparte] na podejéciu funkcjonalnej grupy renormalizacyjnej,
umozliwiajacej wyjscie poza ograniczenia rachunku zaburzeniowego. Badania przeprowa-
dzone przez Doktoranta moga mieé istotne znaczenie do zrozumienia uniwersalnych cech
uktadow wielocialowych w zaleznos$ci od ich wymiarowosci oraz liczby skladowych pél.
Prace doktorska przygotowano w Instytucie Fizyki Teoretycznej na Wydziale Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego. Promotorem rozprawy jest dr hab. Pawel Jakubczyk, prof.
UW. Na tre$¢ rozprawy sktadaja sie rozdzialy wstepne 11 2 (w ktérych sformutowano
problem badawczy i opisano szczegbty metodologiczne) oraz dwa zasadnicze rozdziaty,
przedstawiajace wyniki Doktoranta dla izotropowego modelu O(N) [rozdzial 3] i ani-
zotropowego modelu O(2) [rozdziatl 4]. W zatacznikach przedstawiono postaé réwnan
grupy renormalizacyjnej dla izotropowego modelu O(N) (dodatek A) i oméwiono tech-
niczne szczegdly dotyczace numerycznego rozwiazywania réwnan (dodatek B). Oryginalna
czes¢ rozprawy bazuje w znacznym stopniu na materiale trzech artykutéw opublikowanych
ze wspolautorstwem Doktoranta w czasopismach: SciPost Physics 10, 134 (2021); Phys.
Rev. E 106, 064135 (2022); Phys. Rev. E 107, 014121 (2023). Mgr Andrzej Chlebicki
jest réwniez wspélautorem dwéch innych artykuléw opublikowanych w Phys. Rev. E
100, 052106 (2019); Phys. Rev. A 104, 063317 (2021). Ponizej postaram sie przedstawi¢

ogdlny przeglad pracy ze wzrdceniem uwagi na jej nowatorskie aspekty.



W rozdziale pierwszym Doktorant przedstawit ogélny zarys problematyki badawcze;.
Wyjaénil istote modeli O(N) charakteryzujacych klasy uniwersalnosci uktadéw fizycznych
w powiazaniu z ich wymiarem przestrzennym. Podat konkretne przyktady modeli O(N)
zwiazane z przejéciami fazowymi do uporzadkowania magnetycznego, zero-wymiarowym
problemem polimeréw, przejéciem typu ciecz-para, przejéciem fazowym do stanu nad-
ciekloéci i chiralnymi przejéciami w chromodynamice kwantowej. Klasy uniwersalnosci
krytycznych przejéé w uktadach oddziatywan krétkozasiegowych sa parametryzowane wy-
miarem przestrzennym d i liczba komponentéw N parametru porzadku. W teoretyczne]
analizie zjawisk krytycznych oba parametry traktowane sa czesto jako ciagle parametry.
Jest to szczegblnie popularne w perturbacyjnym podejsciu do zagadnien fizycznych. Dok-
torant przedstawil powszechnie stosowane zaburzeniowe metody grupy renormalizacyjnej:
rozwiniecie 4 — &, rozwiniecie 2 + ¢ oraz rozwinigcie wzgledem duzego N. Alternatyw-
nym schematem sa metody niezaburzeniowe, np. sformutowanie Kadanoffa-Wilsona czy
podejécie efektywnego dziatania usrednionego. W ogélnosci nie sa one scisle rozwigzywalne
i zachodzi koniecznoéé stosowania pewnych przyblizen. Doktorant wyréznit trzy typy faz
w modelach O(N): nieuporzadkowane (z eksponencjalnym zanikiem funkcji korelacyjnej),
uporzadkowane dalekozasiegowo oraz uporzadkowane kwazi-dalekozasiggowo (charaktery-
zujace sie potegowym zanikiem funkeji korelacyjnej). Oméwil nastepnie przejscie typu
Kosterlitza-Thoulessa w ukladach dwuwymiarowych, podkreslajac topologiczng nature
wzbudzeri. Przedyskutowal uogélnienie réwnad na przypadek d = 2 + € oraz przed-
stawit konstrukecje Cardy’ego-Hambera (CH) zunifikowanych réwnain funkeji § dla modeli
O(N). Jednym z celéw pracy doktorskiej bylo zrozumienie scenariusza CH 1 okreslenie
wyznacznikéw krytycznych jako funkeji (d, N) oraz zbadanie funkcji korelacyjnej dla fazy
kwazi-delakozasiegowego uporzadkowania. Kolejnym celem rozprawy doktorskiej byto
zbadanie anizotropowych rozszerzen modeli O(N). Przedmiotem zainteresowania byly
modele O(2) z kubicznymi zaburzeniami, charakteryzujace si¢ typem niezmienniczosci
przedstawionym w réwnaniu (1.16). W tréjwymiarowych ukiadach tego rodzaje mod-
ele mozna zbadaé podejéciem zaburzeniowym w schemacie rozwiniecia 4 — €. Celem
Doktoranta byla analiza skalowania, w ciagty sposéb przechodzac od przypadku tréj-
wymiarowego do dwuwymiarowego i analizowanie wptywu zaburzenia kubicznego.

Rozdziat drugi ma charakter metodologiczny i przedstawia szczegély formalizmu
niezaburzeniowej grupy renormalizacyjnej uzytej przez Doktoranta do postawionych zadan
badawczych. Istota metody bazuje na podejsciu tzw. efektywnego usrednionego dziatania.
Algorytm procedury wyjasniono na przykladzie zagadnienia pojedynczego pola skalarnego.
Wiaczajac do sumy statystycznej wyraz regularyzacji podczerwieni wyprowadzono réwna-
nie (flow equation) Morrisa-Wettericha (MW), startujac z rézniczkowania energii swobod-
nej wzgledem modutu pedu k = |k|. Doktorant podat nastepnie uogdlnienie réwnania MW
na przypadek N-komponentowego pola skalarnego i przedyskutowat schematy przyblizen

o charakterze niezaburzeniowym stosowane w literaturze specjalistycznej. Szczegdlna



uwage poswiecit podejéciu rozwiniecia rézniczkowego (derivative expansion), poprzez para-
metryzacje efektywnego dzialania umozliwiajacego rozwigzanie réwnania MW w ograni-
czonej przestrzeni funkcjonalnej. W dyskusji po$wieconej procedurze niezaburzeniowej
grupy renormalizacyjnej Doktorant podkreslit wazne znaczenie punktéw stalych, na pod-
stawie ktérych mozna okresli¢ wyznaczniki krytyczne. W sformulowaniach przyblizonych
jest to jednak zadanie trudne do realizacji. Doktorant podal dwie rézne Sciezki poszuki-
wania punktéw stalych do wyznaczenia uniwersalnych wilasciwosci badanych ukladéw.
Kolejnym istotnym elementem procedury moze by¢ odpowiedni dobdr regularyzacji pod-
czerwieni. Z formalnego punktu widzenia rozwiazanie zagadnienia nie powinno zaleze
od konkretnej wersji regulatora, ale stosowane przyblizenia nie gwarantuja takiej sytu-
acji. W podrozdziale 2.3 przedstawiono najbardziej popularne warianty wyboru regu-
latoréw podczerwieni i przedyskutowano problem zbieznosci rozwiniecia rézniczkowego
oraz metody oszacowania uzyskiwanych bledéw. Metodologie rozwiniecia rézniczkowego
skonfrontowano nastepnie z zagadnieniem przejécia Kosterlitza-Thoulessa, podkreslajac
trudnosci badain w granicy niskotemperaturowej. W podrozdziale 2.4 przedyskutowano
pewne dodatkowe subtelnoéci, dotyczace odpowiedniego doboru parametryzacji (Ansdtze)
dla anizotropowych modeli.

Oryginalne wyniki pracy doktorskiej sa opisane w rozdziatach trzecim i czwartym.
Rozdziat 3 dostarcza nowego spojrzenia na scenariusz Cardy’ego-Hambera. Doktorant
przedstawit diagram modelu O(N) wzgledem wspdhrzednych (d, N). W przypadku N = 2
przejscie fazowe typu Kosterlitza-Thoulessa realizuje sie dla d = 2, gdzie wystepuje po-
jedynczy punkt staty (wokdt ktérego wzbudzenia wirowe sg marginalne). Dla N > 2,
d > 2 mozliwe jest przejscie fazowe drugiego rodzaju miedzy stanem nieuporzadkowanym
i uporzadkowanym dalekozasiegowo, gdzie przewidziano linie nieanalitycznosci na dia-
gramie modelu. Natomiast dla N < 2, d < 2 uklad wykazuje przejscie fazowe miedzy
stanem nieuporzadkowanym i uporzadkowanym kwazidalekozasiegowo. Linia graniczna
tego przejécia wyznacza dolny wymiar krytyczny d.(N). Pozostale obszary diagramu nie
odgrywaja istotnego znaczenia, poniewaz twierdzenie Mermina-Wagnera wyklucza istnie-
nie uporzadkowania dalekozasiegowego w uktadach o wymiarowosci ponizej d = 2.

W pierwszym kroku przeprowadzono test wiarygodnosci metody rozwiniecia réznicz-
kowego, wyznaczajac eksponent krytyczny v—! (odwrotnosci dtugosci korelacji) i anomal-
ny wymiar 1 dla ukladu dwuwymiarowego w zakresie 0 < N < 2. Wyniki przedsta-
wiono na rysunku 3.6 i poréwnano z wartosciami $cistymi (Ref. [135]), wykazujac w pelni

! oraz pewne przeszacowanie anomalnego wymiaru 7.

satysfakcjonujaca zgodnosé dla v~
Doktorant wskazal, ze przyczyna liczbowej rozbieznosci moégl byé stosunkowo niski rzad
[O(8?)] rozwiniecia rézniczkowego. W dalszej kolejnosci przeprowadzono systematyczna
analize zaleznosci v~1(d, N), n(d, N) oraz wartosci whasnej ex(d, N) i profilu punktéw
stalych w prawym gérnym rogu diagramu fazowego, tzn. dla N > 2, d > 2. Zasad-

niczym celem byto poszukiwanie nieanalitycznosci wzdtuz linii krytycznoéci przewidzianej



w perturbacyjnym scenariuszu Cardy’ego-Hambera (CH). Zaleznoéé v~ i n od wymiaru
d dla wybranych wartosci N (rysunek 3.7) nie wskazata wyraznych punktéw nieanalitycz-
nosci (poza dwuwymiarowym przypadkiem). Stwierdzono natomiast jakosciowa zmiang
przebiegu obu wielkosci w poblizu JC(N ), gdzie zaleznoéé typowa dla N = 2 przechodzi
w charaktersytyke ukladu N = oo. Taka ewolucja odbywa sie w sposéb ciagly (crossover).

1'inod N dla wybranych d

Podobny wniosek wyciagnieto z przebiegu zaleznosci v~
(rysunek 3.8). W tym przypadku wykazano jakodciowa zmiane przebiegu wymiarowej
zaleznosci w charakterystycznych punktach N.(d). Ich polozenie znajduje sie nieco powyzej
linii krytycznosci CH (rysunek 3.10). Dodatkowym argumentem sugerujacym brak wyraz-
nego przejscia fazowego przewidzianego w perturbacyjnym scenariuszu CH jest niezerowa
wartoéé tzw. subdominant eigenvalue ey, ktéra przedstawiono na rysunku 3.11 w funkeji
N dla wybranych wartosci d. Kolejnego potwierdzenia tego wniosku dostarczyta ewolucja
struktury punktéw stalych, wskazujac na ciagla ewolucje od wynikéw uzyskanych per-
turbacyjnie na podstawie rozwinie¢ 2 + € oraz 4 — €. W podsumowaniu wskazano, ze
ewentualne nieanalitycznosci moga jedynie wystepowaé w granicy (d, N) — (2,2).

Podrozdziat 3.4 dotyczy przypadku d < 2, N < 2 i koncentruje sie na zbadaniu
uniwersalnych wlasciwoséci w poblizu przejscia do fazy uporzadkowania kwazidalekozasie-
gowego. Gléwne obliczenia zostaly przeprowadzone za pomoca przyblizenia lokalnego
potencjalu. Analiza wymiarowej zaleznosci n(d) oraz v~(d) dla przyktadowych wartosci
N (z zakresu 1 < N < 2) wykazala jakosciowa zgodnoéé z przewidywaniami perturba-
cyjnego scenariusza CH. Pewne iloiciowe réznice dostrzezono w asymptotyce v~ '(d) — 0,
stwierdzajac bardziej gwaltowny zanik ze zmniejszaniem N (rysunek 3.15). Doktorant
przedyskutowal strategie przezwyciezenia numerycznego problemu wyznaczania punktow
statych niskotemperaturowej fazy uporzadkowania kwazidalekozasiegowego. Wyznaczony
dolny wymiar krytyczny d.(N) poréwnal z wynikami CH oraz z obliczeniami grupy renor-
malizacyjnej w przestrzeni rzeczywistej. Rezultaty wymienionych metod byly konsys-
tentne. Wykazano tez, ze niskowymiarowa linia krytyczna N.(d) przechodzi w punkt
Kosterlitza-Thoulessa (d, N) = (2,2).

Rozdziat czwarty analizuje role stabych zaburzeri kubicznych w ramach modelu O(2).
W tym celu zastosowano nieperturbacyjne podejscie grupy renormalizacyjnej w schema-
cie rozwiniecia rézniczkowego do rzedu O(8%). W ramach tego formalizmu wykorzystano
dwa sposoby uwzglednienia anizotropii bazujace na: a) wyrazeniu pelnego funkcjnatu we
wspGirzednych biegunowych (p, §) oraz b) rozwinieciu funkcji parametryzujacych wzgledem
niezmiennika anizotropii 7 (do wyrazéw liniowych). Pierwszym krokiem przeprowadzonej
analizy bylo sprawdzenie stabilnosci rozwiazan przy uzyciu obu schematéw na przyktadzie
uktadu tréjwymiarowego. Wyniki numeryczne zilustrowano, przedstawiajac energie wasne
e; uktadu izotropowego i anizotropowego (gdzie ¢ = 1,2,3,4) wzgledem parametru o re-
gulatora Wettericha. Wplyw parametru o okazat sig praktycznie nieistotny (rysunek 4.1).

Pewne rozbieznosci dostrzezono natomiast pomiedzy wynikami rozwiniecia do rzedu 0(6?)



oraz przyblizenia lokalnego potencjatu (LPA), co zilustrowano na przykladzie zaleznosci e;
uktadu anizotropowego (rysunek 4.2). Zestawienie wartosci liczbowych e; z wynikami in-
nych technik obliczeniowych (tabela 4.1) sugeruje, ze wiarygodna metoda jest rozwiniecie
do rzedu O(8?).

W podrozdziale 4.2 przedstawiono ewolucje wartosci wtasnych e;(d) na ciagla zmiane
wymiaru d € (2,3) dla uktadéw izotropowego i anizotropowego uzyskanych dwoma meto-
dami (rozwiniecia we wspélrzednych biegunowych i rozwiniecia wzgledem niezmiennika,
anizotropii 7). Obie metody wykazaly zgodne zachowanie e;(d) w zakresie d > 2,5.
Powazne réznice pojawily sie przy zblizaniu do przypadku dwuwymiarowego, poczawszy
od d ~ 2,4. Na przyktad warto$¢ wtasna e; ukladu anizotropowego wykazala niemono-
toniczno$é w granicy d — 27 oraz istotne réznice jakoSciowe w przewidywaniach obu
metod obliczeniowych. Po przenalizowaniu wartosci e; ukladu anizotropowego wzgledem
parametru regularyzacji Wettericha (rysunek 4.4) stwierdzono, ze wyniki nie sg zbiezne na
poziomie zastosowanego rozwiniecia wzgledem niezmiennika anizotropii 7. Obie metody
wskazaly jednak subtelne oznaki marginalnych operatoréw przy zblizaniu sie do granicy
dwuwymiarowej, Swiadczace o przejéciu Kosterlitza-Thoulessa.

W dalszej czedci rozdzialu czwartego poréwnano dwie implementacje rozwiniecia
rézniczkowego oparte na wariancie: a) podstawienia oraz b) obciecia. Roznice wynikéw
przedstawiono dla izotropowego i anizotropowego modelu O(2) w zaleznoédci od wymia-
ru w zakresie 2 < d < 3. W ukladzie tréjwymiarowym rézne podejScia wykazaly
zgodne przewidywania i stosunkowo niewielki zakres btedu. Analizujac zaleznosé anomal-
nego wymiaru n(d), eksponentu odwrotnej dtugosci korelacji v~ (d) (ktéry odpowiada e;
izotropowego uktadu) oraz dyskretnej anizotropii y4(d) (odpowiadajacej wartosci e; ani-
zotropowego uktadu) stwierdzono systematycznie poglebiajaca sie rozbieznosé¢ wynikéw
i silny wzrost zakresu niepewnosci (bledu oszacowania) przy zblizaniu sie do przypadku
dwuwymiarowego. Doktorant przedyskutowat potencjalny wpltyw uwzglednienia wyrazéw
wyzszego rzedu, np. O(8*). Stwierdzil, ze implementacja z wariantem podstawienia
powinna byé bardziej adekwatna do opisu fizyki przejscia Kosterlitza-Thoulessa w dwu-

wymiarowych ukladach.

Podsumowujac, mgr Andrzej Chlebicki przeprowadzil cenna analize uniwersalnych
wiasciwosci ukltadéw opisanych rodzina modeli O(N). Stosujac niezburzeniowy formalizm
grupy renormalizacyjnej wykazal, ze przejscie do fazy uporzadkowanej dalekozasiegowo
w izotropowych ukladach N > 2 o wymiarowosci powyze] d = 2 jest realizowane na
sposéb ciagly (crossover). Wynik ten weryfikuje (negatywnie) scenariusz nieanalitycznosci
eksponentéw krytycznych przewidziany rachunkiem perturbacyjnym uzyskanym przez
Cardy’ego 1 Harpera. Natomiast w przypadku V < 2, d < 2 analiza wymiarowej zaleznosci
n(d) oraz v~*(d) potwierdzila jakoSciowa zgodnoéé wynikéw Doktoranta z przewidywa-
niami CH oraz innymi nieperturbacyjnymi obliczeniami dostepnymi w literaturze, doty-

czacych natury przejécia do fazy uporzadkowania kwazidalekozasiegowego. Zastosowano



réwniez niezburzeniowy formalizm do zbadania roli stabych perturbacji kubicznych w mo-
delu O(2), wyznaczajac wiodacy wyktadnik skalowania pola anizotropowego w zakresie od
wymiaru d = 3 do d = 2+. Rozprawa doktorska zostala przygotowana starannie w jezyku
angielskim. Strona redakcyjna nie budzi najmniejszych zastrzezen. Mam jedynie zapy-
tanie ogdlnej natury. Zaintrygowany informacja podadna na stronie 60 obecnej rozprawy,
gdzie podano ujemny zakres wartosci N (tzw. modelu gaussowskiego), chciatbym prosié

Doktoranta o skomentowanie fizycznego znaczenia takiego przypadku.

Rozprawa doktorska magistra Andrzeja Chlebickiego wnosi istotny wkiad w glebsze
rozumienie natury klasycznych przejsé fazowych w ukladach o zmiennej wymiarowosci
i uwzglednienie efektéw anizotropowych. Doktorant wykazal sie imponujaca znajomoscia
zaawansowanych metod fizyki teoretycznej, zwlaszcza réznych wariantéw grupy renor-
malizacyjnej. Przedlozona rozprawa spelnia zwyczajowe i prawne wymagania okreslone
w Ustawie Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2020 r. poz. 85 z pdzZniej-
szymi zmianami) do nadania stopnia doktora w dyscyplinie nauki fizyczne. Wnioskuje
wiec do Rady Naukowej Dyscypliny Nauki Fizyczne Uniwersytetu Warszawskiego o do-
puszczenie magistra Andrzeja Chlebickiego do publicznej obrony oraz dalszych etapow
Jego przewodu doktorskiego. Ze wzgledu na sprawne zastosowanie przez Doktoranta
wyrafinowanej metody badawcze]j nieperturbacyjnego podejscia metody grupy renormali-
zacyjnej oraz spektakularne obalenie przewidywan klasycznego scenariusza Cardy’ego-
Harpera dotyczacego przejicia do stanu uporzadkowania dalekozasiegowego w ukladach
N > 2, d > 2 (ktére moga mie¢ dalsze odniesienie do innych modeli teoretycznych)

sugeruje rozwazenie wniosku o wyréznienie niniejszej pracy doktorskiej.
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