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1. Informacje ogdlne o tym czego dotyczy rozprawa i jaki jest jej zakres

W swojej rozprawie Autorka podjela sig bardzo ambitnego zadania zbadania niejednorodnego
modelu Hubbarda, postugujac sie roznymi wariantami teorii dynamicznego pola sredniego
(DMFT od Dynamic Mean Field Theory). Jak wiadomo, model Hubbarda bardzo trudno sie bada
nawet w przypadku jednorodnym ze wzgledu na obecne w nim korelacje elektronowe i efekty
wielociatowe. Dlatego tylko w nielicznych przypadkach szczegdlnych udato sie uzyskac
zadawalajac rezultaty, takich jak na przykiad nieskoniczony uktad jednowymiarowy (1D),
nieskonczony uktad w granicy duzych wymiardw (D — o), czy tez mate uklady skoriczone. Jednak
uzyskanie tych rezultatow wigzato sie z zastosowaniem hardzo zaawansowanych,
skomplikowanych metod, takich jak ansatz Bethego w przypadku 1D, formalizm DMFT w
przypadku D — o, czy metoda kwantowego Monte Carlo w przypadku ukladéw skonczonych.
Tymczasem pani mgr Banhi Chatterjee pod opieka jej promotora, prof. dr hab. Krzysztofa

Byczuka, podjeta wyzwanie i przeprowadzita analize niejednorodnego modelu Hubbarda, majac
swiadomos¢ wystepujacych tam trudno$ci.

Podstawowg wielkoscig obliczang w tej rozprawie jest lokalna gesto$¢ elektronowa wyznaczona
dla kazdego wezla sieci krystalicznej. Na podstawie przestrzennego rozktadu tej gestosci
przeanalizowano zjawisko ekranowania oraz oscylacje Friedela (FO od Friedel oscillations)
wokot jednej domieszki, w przypadku dwu lub wiecej przypadkowo rozmieszczonych domieszek
oraz w przypadku rozciggtej niejednorodnosci w postaci uktadu dwufazowego.

Obliczenia zostaty przeprowadzone dla uktadéw skoriczonych jedno-, dwu- i tréj-wymiarowych
metodg DMFT osobno dla kazdego nieréwnowaznego wezta sieci krystalicznej. Zastosowana
tutaj wersja metody DMFT zostata nazwana ,,Real space DMFT” (R-DMFT), kt6ra w tym

przypadku sprowadza sig do teorii niejednorodnego DMFT, co wydaje mi sie bardziej adekwatng
nazwa.

Jak wiadomo, sednem metody DMFT jest znalezienie samouzgodnionego rozwigzania uktadu
nieliniowych réwnan na odpowiednie funkcje Greena i energie wiasne, ktére realizuje sie w
kolejnych krokach iteracji w tzw. petli DMFT. W przypadku modelu Hubbarda najtrudniejszym
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do pokonania ogniwem tej petli jest rozwiazanie tzw. problemu SIAM (Single Impurity Anderson
Model). Sposrod wielu réznych znanych technik rozwiazywania SIAM, zwanych ,,impurity
solvers”, Autorka rozprawy wykorzystata kilka z nich: Numerical Renormalization Group
(NRG), Continous Time Quantum Monte Carlo (CT-QMC), oraz trzy metody fenomenologiczne,
w ktorych zaklada sie “a priori’ posta¢ funkcyjng energii wiasnej .- Pomimo tego, Ze wyniki
otrzymane kazdg z tych technik réznig sie od siebie, to jednak w wiekszosci przypadkéw
zgadzaja sig ze sobg jakosciowo, a gdy tak jest, to w znacznej mierze réwniez ilo$ciowo.

2. Dane formalne na temat rozprawy (info o publikacjach, ktdre stanowiq jej podstawe, jakie 5q
rozdziaty, ilosc stron, info o danych bibliograficznych, itd.)

Rozprawa pani mgr Banhi Chatterjee jest skonstruowana prawidtowo i napisana do$¢
przejrzyscie. Liczy ona blisko 150 stron i sktada sie z 11 rozdzialéw uzupetnionych trzema
dodatkami, bibliografig liczaca 132 pozycje literaturowe oraz informacjami dotyczacymi kariery
naukowej i osiagniec Autorki. Utatwieniem w czytaniu sa zamieszczone na poczatku listy
uzywanych symboli i skrotow nazw oraz lista rysunkdw.

Praca jest spojna i napisana stylem pedagogicznym umozliwiajacym zapoznanie sie z zawartymi
w niej dos¢ trudnymi tresciami rowniez osobom nie specjalizujgcym sie w jej tematyce.

CzeSC materiatu zawartego w tej rozprawie zostata opublikowana w pracy: B. Chatterjee and K.
Byczuk, Screening of a single impurity and Friedel oscillations in Fermi liquids, Journal of Physics:
Conference Series 592, 012059 (2015). A obecnie przygotowywana jest do wystania do druku
kolejna, dosc obszerna praca, zatytutowana Friedel oscillations at Mott transition in electron

systems.

W rozdziale wstepnym jasno przedstawiono cel rozprawy i zasygnalizowano co jest trescig
kolejnych rozdziatéw. W rozdziale 2 wyjasniono co to sq oscylacje Friedela i krotko omowiono
stan badan na ich temat od strony eksperymentalnej i teoretycznej. W rozdziale 3 omdéwiono
uktady silnie skorelowanych elektronéw podajac przy tym rézne ich przyktady. W rozdziale 4
przedstawiono model Hubbarda z niejednorodnymi potencjatami, natomiast w rozdziale 5
omowiono dosc¢ szczegotowo formalizm DMFT w przestrzeni rzeczywistej. Rozdziaty 1-5 bedace
w moim przekonaniu bardzo dobrym wprowadzeniem do zasadniczej czesci rozprawy
zawierajacej oryginalny wktad Autorki, licza w sumie 43 strony.

Wyniki stanowigce oryginalny wktad Autorki zamieszczone sq w rozdziatach 6-9, przy czym
najbardziej obszernym jest liczacy az 48 stron rozdziat 6, w ktorym przedstawione sg rezultaty
obliczen w przypadku jednej domieszki. Omoéwiono tam szczegdtowo 5 réznych metod
otrzymywania wynikow dla uktadéw 1D, 2D i 3D z ré6znymi parametrami oddzialywania
kulombowskiego pomiedzy elektronami i roznymi potencjatami domieszki. Oprocz oscylacji



gestosci elektronowej (FO) wyznaczono tez tadunek ekranujacy i funkcje spektralne, a nastgpnie

zweryfikowano tzw. regule sum Friedela.

7 kolei w rozdz. 7 rozpatrywane sa przypadki z dwoma lub piecioma losowo rozmieszczonymi
domieszkami w uktadach 1D i 2D, a w rozdziale 8 uklady ztozone z dwoch przylegajacych do
siebie rozcigtych faz o réznych potencjatach jonowych. Natomiast rozdz. 9 jest poswiecony
obliczeniom opartym o gesto$¢ stanéw typu potokregu charakteryzujaca siec Bethego w granicy

D 0.

Rozdz. 10 zawiera zwiezte podsumowanie wynikow rozprawy, a w rozdz. 11 przedstawione s3
otwarte problemy, ktére Autorka uznaje jako mozliwe dalsze kierunki badan.

W Dodatku A przedstawiony jest uproszczony schemat wyznaczania temperatury przejscia
fazowego Motta w uktadach skoriczonych, a w Dodatku C podane sq szczegOty techniczne
obliczenn numerycznych metodami RDMFT oraz CTQMC.

Natomiast w Dodatku B podana jest procedura tworzenia macierzy Hamiltonianu dla uktadow o
wymiarach wyzszych niz 1D. Moim zdaniem nie jest to potrzebne, gdyz jest to standardowa
procedura oczywista dla tych wszystkich, ktérzy konstruujg macierze Hamiltonianu np. w
uktadach 2D lub 3D i nie jest to sprowadzaniem uktadu o wyzszych wymiarach do uktadu 1D, jak
sugeruje podany tytul Dodatku B. O wymiarowosci decyduje bowiem nie sposob
ponumerowania weztow tylko ilo$¢ najblizszych sasiadow kazdego wezta, co szczegoinie jest
widoczne gdy w ramach metody DMFT rozpatrywane sg uktady w granicy duzych wymiarow.

Jednak moje watpliwosci budzi sam fakt przyporzadkowania stanéw uktadu poszczegolnym
weztom sieci, gdyz jest to uzasadnione tylko dla opisow jednoelektronowych, wtedy gdy np.
elektrony poruszajg sie na sieci i oddziatuja z nig, ale nie oddziatujg pomiedzy sobg. Natomiast w
modelu Hubbarda elektrony oddziatujg ze sobg i nie rozumiem jak mozna tutaj przyporzadkowac
stanom ukladu poszczegdlne wezly sieci.

3. Ocena zawartosci merytorycznej

Nie sposdb (i zreszta nie jest to celowe) przytoczy¢ tutaj wszystkich, dosc licznych wynikow i
wnioskow otrzymanych w rozprawie, dlatego podam i ustosunkuje sie tylko do kilku z nich, ktére
sg WE mnie najwazniejsze i najbardziej charakterystyczne dla tej rozprawy.

Chyba najbardziej kontrowersyjnym rezultatem tej rozprawy (czego zreszta Autorka jest
<wiadoma) jest to, ze na podstawie zachowania sie oscylacji Fridela otrzymuje sie wystepowanie
przejscia fazowego Motta nawet w uktadzie 1D, podczas gdy Sciste rozwigzanie Lieba i Wu (Phys.
Rev. Lett. 20, 1445 (1968)) wyklucza istnienie tego przejScia w tym przypadku. Tak wiec w
uktadzie 1D obliczenia metodq DMFT ukazujg zjawisko, ktorego tam nie ma. Autorka rozprawy

nazywa ten przypadek ,,toy model”, ale wg mnie trzeba tutaj raczej mowic o skrajnej
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nieadekwatnosci tej metody do badania uktadow jednowymiarowych. Co oczywiscie nie
o0znacza, ze w takich ukladach nie ma oscylacji Friedela. Na przyktad Sciste rozwigzanie uktadu
nieoddziatujgcych elektronéw w 1D pokazuje, ze one tam rzeczywiscie istniejg. Dlatego moim
zdanie celowe jest zbadanie FO nie tylko metodg DMFT, ale rowniez innymi metodami, takimi jak
Scista diagonalizacja lub metoda Monte Carlo.

Osobng sprawg jest fakt, ze wykorzystywana przez Autorke metoda obliczania funkgji
spektralnych i innych charakterystyk uktadu opiera sig na sumowaniu odpowiednich funkcji po
czestosciach Matsubary, ktore to sumowanie staje sie coraz wolniej zbiezne w miare zblizania sie
do temperatury T=0. Dlatego uzyskane rezultaty sg wiarygodne jedynie wtedy, gdy temperatura
nie jest zbyt niska i w zwigzku z tym nie mozna na podstawie wynikéw otrzymanych tg metodg
wyciggac wnioskow co do istnienia lub nieistnienia przej$cia Motta w T=0. Nie jest tez oczywiste
Czy poprawne jest porownywanie wynikdw numerycznych uzyskanych dla uktadéw skonczonych
z wynikami Lieba i Wu otrzymanymi dla uktadu nieskoriczonego.

Warto wiec podkreslic, ze niezaleznie od tego, ze metoda DMFT, ze wzgledu na zalozenie
lokalnosci energii whasnej (t.j. brak korelacji przestrzennej) pracuje tym lepiej im wiekszy jest
wymiar uktadu i moze prowadzi¢ do watpliwych rezultatow w uktadach niskowymiarowych
(zwhaszcza w 1D), to i tak trudno jest poréwnywac¢ uktada badany przez Lieba i Wu (jednorodny
uktad nieskoniczony w 1D i dla T=0) z badanymi w tej rozprawie uktadami skonczonymi z

domieszkami w T>0.

Glowng watpliwoscig, ktéra powstaje przy ocenie tej rozprawy jest fakt, ze sposrod doscé
obszernego materiatu w niej zawartego, jak dotad tylko niewielka jego czes¢ zostata
opublikowana, i to tylko w jednej pracy. Chociaz wg zapewnien Autorka kolejne prace sa
przygotowywane do wystania do druku i mam nadzieje, ze zostana zaakceptowane do publikacji.
Albowiem w dysertacji znajduje sie wystarczajaco duzo nowych, oryginalnych i interesujacych
wynikow, ktore moim zdaniem po odpowiednim zredagowaniu zastuguja na opublikowanie.
Jednak aby to bylo mozliwe sugeruje unikania podawania i forsowania w nich jawnie
kontrowersyjnych stwierdzen dotyczacych np. przejscia Motta w ukladzie 1D.

4. Uwagi dotyczqce formy przedstawienia wynikow

Recenzowana praca jest na ogot napisana poprawnie i dobrze sie ja czyta, to jednak zdarzajq sie
w niej tez pewne uchybienia i braki dbatosci o dopracowanie niektorych szczegotow
redakcyjnych. Przyktadem takiego uchybienia utrudniajacego percepcje jest dos¢ czesto
wystepujace przesuniecie rysunkow wzgledem omawiajacego je tekstu, tzn. zamieszczone na
danej stronie tekst i rysunki nie odpowiadaja sobie: tekst dotyczy rysunkéw zamieszczonych kilka
stron dalej, a rysunki sqg omawiane kilka stron wczesniej.



Sposrod drobnych, ale rzucajacych sie w oczy bledéw jest podanie niewlasciwej liczby lat (40
zamiast 65), ktore uptynety od roku 1952, kiedy to J. Friedel przewidzial teoretycznie istnienie
oscylacji gestosci elektronowej nazwanych pdzniej od jego nazwiska oscylacjami Friedela.
Przypuszczalnie Autorka korzystala z tekstu napisanego ok. 25 lat temu i automatycznie
przepisata zawarty w nim fragment do swojej dysertacji.

Btedem jest tez w rozdziale 3 uznanie pierwiastka plutonu (Plutonium) jako 4f-elektronowego
metalu ziem rzadkich, podczas gdy jest to 5-f elektronowy aktynowiec.

inne zauwazone drobne pomytki wymienione sg ponizej.

- Piszgc o zwigzkach cigzkoferminowych Autorka podaje, ze ich masa efektywna jest tysigce razy
wigksza od masy swobodnego elektronu, podczas gdy do tej grupy materiatow zalicza sie takze

zwigzki o masie efektywnej wiekszej ,,zaledwie” setki lub nawet tylko dziesigtki razy wiekszej od
masy elektronu swobodnego.

- We wzorach (4.3), (4.7) i (4.8) brakuje indekséw spinowych. We wzorze (4.14) zamiast
U_{const.}{r) powinno by¢ U_{per}(r), a ponizej tego wzoru w definicji t_{ij} nie powinno by¢
t(|R_i-R_i|) tylko t(|R_i-R_j|).

- We wzorach (5.14) i (5.19) indeks przy funkcji G powinien by¢ G_{iio}, a nie G_{ijo}.

- Podajac odnosniki literaturowe Autorka nie 7zadbata o ich rosngcq kolejnosc (np. w paragrafie
5.4).

- Tuz przed wzorem (5.97) Autorka powotuje sie na réwnanie (6.26), ktérego w ogdle nie ma w
rozprawie.

- Nie jest jasne co oznacza G+ we wzorze (5.140).
- W drugim akapicie na str. 47 brakuje poczatku zdania (,is computationally extremely ...”).
- Narys. 6.3 rozne kolory zlewajg sie i dlatego nie widac tam roznicy gdy zmienia sie parametr g.

- W podpisie pod rys. 6.7 podano, Ze domieszka znajduje sie na wezle nr 20, podczas gdy z
samego rysunku wynika, ze na wezle nr 25.

- Na wielu rysunkach sa zbyt mate rozmiary czcionki. Na przykiad narys. 6.21i6.22.
- Brak jest w tekscie odniesienia do rys. 6.24.

- W bibliografii brak jest w wielu miejscach petnych danych. Na przyktad w pozycji [33] podano
tyiko Anderson P 50. Podobnie jest w pozycjach [6/], [10/], [111]i [121].



Czytajac te rozprawe natknalem sie tez na kilka drobnych niejasnosci.

- Dlaczego na rys. 6.1 sg po dwie strzatki w kierunku pionowym, a tylko po jednej w kierunku
poziomym?

- Na jakiej podstawie wybrano parametry a i b we wzorze. (6.8)?

- Jak pogodzi¢ w podpisie pod rys. 6.7 to, ze uktad jest ,half-filling” i jednocze$nie wartosc
Srednia n=0.9?

5. Podsumowanie

Fodsumowujgc chce wyrazi¢ swoje uznanie dla pani mgr Banhi Chatterjee za podjecie
wielotorowych (tzn. kilkoma réznymi metodami i dla réznych uktadéw w 1D, 2D i 3D) badan nad
zjawiskiem ekranowania i oscylacji Friedela w niejednorodnym modelu Hubbarda, ktory jest
bardzo nietrywialnym modelem silnie skorelowanych elektrondw. Obliczenia te wymagaty
bardzo dobrego opanowania skomplikowanego formalizmu DMFT i metod numerycznych, a
takze odpowiedniej znajomosci problemow fizycznych wystepujacych w badanych uktadach.
Pomimo tego, ze jak dotad zostata opublikowana tylko jedna praca obejmujgca jedynie czesc¢
wynikow otrzymanych przez Autorke i zaprezentowanych w rozprawie i pomimo zauwazonych
niedociggnie¢ redakcyjnych uwazam, ze zawarty w niej material jest na tyle istotny, obszerny i
nowatorski, ze zastuguje na uzyskanie przez paniq Banhi Chatterjee stopnia naukowego doktora
nauk fizycznych. To moje prze$wiadczenie wynika m.in. z przekonania, ze znaczna czgsc
niepublikowanych dotgd wynikow wchodzacych w sktad dysertacji nadaje si¢ (po odpowiednim
ich zredagowaniu) do opublikowania. | mam nadzieje, ze tak tez sie stanie.

Tak wiec w mojej opinii recenzowana rozprawa doktorska spelnia kryteria wymagane w
Ustawie o tytule i stopniach naukowych i dlatego wnosze o dopuszczenie pani mgr Banhi
Chatterjee do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Wdoies o

Romuald Lemanski



